Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


QA 

3  iS- 
■  S  'fi 


/  J^'V 


.^..J^etJ^^t^ 


^^■2. 


THEORIE  UND  ANWENDUNG 


des  aogenannten 


▼ABIAVIOHSÜAftllVft'S 


▼Ott 


D?  6.  W.  STRÄUOIL 


ERSTER     BAND. 


ZÜRICH, 

VERLAG  VON  MEYER  &  ZELLER. 

1854. 


V  o  r  r  e  d 


Der  höchste  Zweig  der  Analysis,  welcher  der  Gegenstand  des  vorlie' 
genden  Buches  ist,  hat  seine  Entstehung  und  die  ersten  Anfinge  seiner  Aus« 
bildnng  einigen  geometrischen  und  mechanischen  Problemen  zu  verdanken. 
Auch  er  liefert  ein  in  der  That  höchst  merkwürdiges  Beispiel»  wie  die  Ent- 
Wickelung  der  menschlichen  Erkenntnisse  so  oft  ihren  Weg  Tom  Schweren 
zum  Leichten  und  vom  Verwickelten  zum  Einfachen  nimmt,  anstatt  dass  es 
umgekehrt  sein  sollte.  Manche  Abhandlung  musste  geschrieben  werden, 
ehe  sich  der  sehr  einfache  Begriff  des  Gegenstandes  aus  seinen  Umgebungen 
hervorarbeitete,  und  das  Wesentliche  desselben  klar  wurde. 

Das  erste  hierher  gehörige  Problem  wurde  von  Newton  gelöst,  als  er 
die  Botationsflftche  bestimmte,  welche,  während  sie  sich  in  der  Bichtung 
der  Axe  bewegt,  den  geringsten  Widerstand  erleidet.  Das  gefundene  Be- 
sultat  hat  er  1687  zwar  bekannt  gemacht ,  aber  nicht  das  dabei  angewendete 
Verfahren.  < 

Jokann  BenumUt  löste  das  Problem  der  Brachistochrone^,  und  forderte 

1696  die  Mathematiker  auf,  dessen  Lösung  gleichfalls  zu  versuchen.^  Eine 
solche  wurde  geliefert  von  LeilmUZf  von  Newton^  von  Jacob  BemouUi^  vom 
Marquü  de  l'Hdpüal^  etc.  Auch  diesmal  gab  Newton  nur  das  Besultal,  ohne 
das  dabei  angewendete  Verfahren.^  Ebenso  verhält  es  sich  mit  der  Lösung 
des  Marquis  de  l'Bdpital.  Besagte  Arbeiten  trug  LeUmitz  zusammen,  und 
machte  sie  1697  bekannt.^   Johann  BemouUi^s  eigene  Auflösung  ist  gleichfalls 

1697  erschienen.  6  Dieses  Problem  ^  kann  als  der  Anfang  jener  langen  Beihe 
von  Arbeiten  betrachtet  werden,  deren  Gegenstand  das  Maximum  oder  Mi- 
nimum von  Integralen  ist. 

Hierauf  verband  man  mit  der  Bedingung  des  Maximum  und  Minimum 
noch  eine  andere,  nemlich  die,  dass  die  gesuchte  Gurve  eine  vorgeschriebene 


^)    Das  Nähere  findet  man  im  zweiten  Bande,  in  der  Schlassbemerkuug  zu  Aufg.  194. 

^)  Die  richtige  Schreibart  ist  Brachistochrone ,  Ton  ßgdxtorog  und  ZQ^^^-  ^^^  ^^^ 
bis  jetzt  immer  Brachystochrone  geschrieben,  als  wenn  das  Wort  unmittelbar  von  ß^axög 
herkäme. 

^)  Acta  eraditomm  Lipsiensia  Ton  1696.    Seite  269. 

4)  Philosophical  Transactions  yon  1697.    Nr.  224,  p.  384. 

^)  Acta  emd.  Lips.  yon  1697.     Monat  Mai. 

^)  Acta  emd.  Lips.  von  1697.     Monat  Mai.     Seite  206. 

^}  Das  Problem  der  Brachistochrone  hat  nach  Erfindung  des  Variationscalcnls  eine 
grosse  Erweiterung  erhalten.  Die  geschichtlichen  Nachrichten  hierüber  befinden  sich  aus* 
fdhrlich  in  den  Schlussbemerfcnngen ,  welche  den  Aufgaben  195  und  197—200  beigegeben  sind. 
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Länge  habe.  Jacob  BemauUi  war  der  erste,  welcher  dergleichen  Probleme 
öffentlich  vorlegte*  und  zu  deren  Lösung  aufforderte.  Auch  war  er  der 
erste,  welcher  1701  eine  richtige  Lösung  veröffentlichte.  Johann  BemotMi 
hat  zwei  verschiedene  Auflösungen  bekannt  gemacht;  die  erste  derselben  ist 
falsch  f  die  zweite  aber  richtig ,  und  beruht  auf  demselben  Princip ,  wie  die 
seines  Bruders  9  nur  ist  sie  einfacher.  Auch  Taylor  hat  eine  Lösung  geliefert , 
die  ebenfalls  auf  demselben  Princip  beruht,  wie  die  von  Jacob  BemotdliA 

Wegen  der  Gleichheit  der  Bogenlänge  (perimeter)  nannte  man  solche 
Aufgaben  )) isoperimetrische^;  und  die  Aufsuchung  einer  Methode  zur  Auf- 
lösung derselben  bildete  das  )>  isoperimetrische  Problem.^^ 

Nachdem  diese  beiden  Benennungen  in  Gebrauch  gekommen  waren, 
vermehrten  sich  die  verschiedenen  Arten  von  Aufgaben ,  bei  denen  die  Auf- 
findung einer  noch  unbekannten  Gurve ,  welcher  irgend  eine  Eigenschaft  des 
Grössten  und  Kleinsten  zukommt,  gefordert  wird;  und  so  kam  es,  dass  man 
obigen  Benennungen  eine  ganz 'allgemeine  und  weit  mehr,  als  ihr  eigent- 
licher Wortsinn  sagt,  in  sich  fassende  Bedeutung  beilegte,  d.  h.  dass  man 
unter  isoperimetrischen  Aufgaben  alle  diejenigen  verstund,  bei  denen  die 
Auffindung  einer  Gurve  gefordert  wird,  welcher  irgend  eine  Eigenschaft  des 
Grössten  oder  Kleinsten  zukommt,  es  mögen  noch  Nebenbedingungen  damit 
verbunden  sein  oder  nicht.  Die  Aufsuchung  einer,  zur  Lösung  aller  dieser 
Aufgaben  geeigneten,  allgemeinen  Methode  bildete  dann  das  )> isoperi- 
metrische Problem  im  weitesten  Sinne/^^ 

Die  bis  jetzt  genannten  Auflösungen  isoperimetrischer  Aufgaben  stim- 
men, wie  gesagt,  in  den  Principien  überein;  allein  eine  allgemeine  Methode 
war  noch  nicht  gefanden,  und  wir  werden  sehen,  dass  Etiler  um  die  Auf- 
findung einer  solchen  unablässig  bemüht  war. 

Seine  erste  Abhandlung  ^  erschien  1739.  Hier  werden  bereits  die  ver- 
schiedenen Aufgaben  in  Klassen  eingetheilt.  Erste  Klasse:  Man  sucht  aus 
allen  möglichen  Gurven  diejenige  heraus,  bei  welcher  die  Eigenschaft  A  ein 
Gross tes  oder  Kleinstes  wird.  Zweite  Klasse:  Man  sucht  aus  allen  jenen 
Gurven,  denen  die  Eigenschaft  B  gemeinschaftlich  ist,  diejenige  heraus,  bei 
welcher  die  Eigenschaft  A  ein  Grösstes  oder  Kleinstes  wird.  Dritte  Klasse: 
Man  sucht  aus  allen  jenen  Gurven,  denen  die  Eigenschaften  B  und  C  ge- 
meinschaftlich sind,  diejenige  heraus,  bei  welcher  die  Eigenschaft  A  ein 
Grösstes  oder  Kleinstes  wird.     Und  so  fort. 

Der  Inhalt  dieser  Abhandlung  bedurfte  noch  sehr  der  Vervollkommnung 
und  Erweiterung;  und  so  erschien  1741  eine  zweite.^  Aber  auch  hier  ist 
noch  Vieles  mangelhaft  und  unklar. 


^)    Die  betreffeadeu  historischen  Notizen,  namentlich  über  die  Lösong^en  von  Jacob  und 
Johann  Berfwuüi  und  von  Taylor  findet  man  in  der  Schlussbemerkung  zu  Aufg.  214. 

2)  Man  vergleiche  die  letzten  Zeilen  der  Schlussbemerknng  zu  Aufg.  214.     (Band  II. 
Seite  486.) 

3)  Diese  «befindet   sich    in   den   Comm.    Petrop.  t.    VI.  1739,   und   führt   den   Titel: 
Problematis  isoperimetrici  in  latissimo  sensu  accepti  solutio  generalis. 

^)    Diese  befindet  sich  in   den  Comm.   Petrop.    t.  VIII.  1741,    und  führt   den   Titel: 
Curvarum  maximi  mtnimive  proprietate  gaudentium  iuYenlio  nova  et  facilis. 
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Desshalb  veröffentlichte  er  1744  ein  ausgedehntes  Werk.<  Hier  theilt 
er  alle  Aufgaben  in  zwei  Klassen  ein.  In  die  erste  Klasse  gehören  dieje- 
nigen *  wo  ein  absolutes  Grösstes  oder  Kleinstes,  und  in  die  zweite  Klasse 
diejenigen,  wo  ein  relatives  Grösstes  oder  Kleinstes  gesucht  wird.  Zu  den 
bereits  vorhandenen  Aufgaben  hat  er  noch  eine  Menge  neuer  hinzugefügt, 
und  damit  sein  Buch  auf  das  Glänzendste  ausgestattet.  Die  darin  aufgestell- 
ten Regeln  sind  soweit  vervollkommnet,  dass  sie  allgemein  gelten,  und 
jedesmal  zu  dem  richtigen  Resultate  fähren.  Namentlich  ganz  vortrefflich 
ist  diejenige,  durch  die  es  möglich  geworden  ist,  die  Aufsuchung  eines  re- 
lativen Grössten  oder  Kleinsten  auf  die  eines  absoluten  zurückzufahren.^ 
Doch  alle  diese  Regeln  sind  nur  auf  geometrische  Betrachtungen  gegründet, 
und  man  kann  den  Scharfsinn  und  die  Geschicklichkeit,  womit  der  Verfasser 
jede  Schwierigkeit  überwindet,  nicht  genug  bewundern.  Dass  aber  die  Wis- 
senschaft immer  noch  einen  Anspruch  auf  eine  voUkommnere  Methode  hatte, 
hat  der  Verfasser  nicht  nur  gefühlt,  sondern  sogar  auf  folgende  Weise 
ausgesprochen  :3 

^Es  ist  noch  eine  von  jeder  geometrischen  Betrachtung  freie  Methode  zu 
^wünschen,  aus  welcher  hervorgeht,  warum  man  (bei  einer  solchen  Auf- 
,,  suchung  eines  Grössten  oder  Kleinsten)  an  die  Stelle  von  P .  dp  den  Aus- 
„  druck  —  p  .  dp  schreiben  muss."* 
Die   gewünschte    analytische  Methode   wurde   von   Lagrange   erfunden. 
Schon  1755  theilte  er  sie  dem  um  den  Gegenstand  bereits  so  sehr  verdien- 
ten Eider  mit.^    Dieser  erkannte   sogleich   die  hohe  Wichtigkeit   der  neuen 
Erfindung,    und  sein  Urtheil  befindet  sich  in  einem  an  Lagrange  gerichteten 
Briefe  vom  2.  Oct  1759,  wo  es  heisst:^ 

,,Ihre  analytische  Auflösung  des  isoperimetrischen  Problems  lässt  nichts 
,,zu  wünschen  übrig,  und  ich  freue  mich,  dass  dieser  Gegenstand,  mit 
„welchem  ich  mich,  seit  den  ersten  Versuchen  bis  jetzt,  fast  allein  be- 
„schäftigt  habe,  durch  Sie  zum  höchsten  Grade  der  Vollkommenheit  ge- 
„  bracht  .worden  ist.  Die  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  hat  mich  veranlasst , 
„  mit  Hilfe  der  von  Ihnen  gegebenen  Aufklärungen  auch  selbst  eine  analyti- 
„  sehe  Lösung  des  Problems  auszuarbeiten ,  die  ich  aber  durchaus  nicht  eher 
„bekannt  machen  werde,  bis  Sie  Ihre  Untersuchungen  haben  drucken 
M lassen,  um  Ihnen  nicht  den  geringsten  Theil  des  Ruhmes  zu  entziehen, 
„der  Ihnen  gebührt.'^ 
Oeffentlich  bekannt  gemacht  wurde  die  neue  Erfindung  erst  1761.^  Sie 
ist  folgende:    Lagrange  unterwirft  einen  mit  Veränderlichen  und  ihren  Diffe- 


^)  HeUiodas  in^enieodi  lineas  curyas  mazimi  miDimiTo  proprietate  gaudentes  sea  sola- 
tio  problemaiis  isoperimetrici  in  latissimo  sensu  accepti.    Lausannae  et  Genevae.    1744.    4. 

^    Diese  Regel  habe  ich  beschrieben.     Bd.  II.   Seile  486. 

^)    Methodas  inyeniendi  etc.  Seite  56  ganz  unten  stehen  die  Worte  :  desideratur  itaqne  etc, 

4)    Miacellanea  Taurinensia.  t.  IV.  für  die  Jahre  1766—1769.    Zweite  Abtheil.    S.  163. 

^)  Diese  Stelle  des  Briefes  befindet  sich  ebenfalls  auf  der  soeben  citirten  Seite  163, 
aod  lautet:   Analytica  tna  solutio  problematis  etc. 

^)  Essai  d'une  nouyelle  methode  pour  döterminer  les  Matima  et  les  Minima  des  for- 
males integrales  indeflnies.  Miscell.  Taurin.  t.  IL  für  die  Jahre  1760  und  1761.  Zweite 
Abtheilong.    Seite  173. 
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rentialen  versehenen  Ausdnick  abermals  einer  Differentiation«  beKeichnet 
aber  letztere  nicht  mit  dem  gewöhnlichen  Buchstaben  d,  sondern  mit  d. 
Dann  setzt  er  den  Buchstaben  d,  wenn  er  vor  den  Zeichen  d  und  /  steht, 
hinter  dieselben.  Zuletzt  fthrt  er  so  viele  theilweisen  Integrationen  aus,  dass 
unter  dem  Integralzeichen  kein  Veränderlicher  mehr  den  beiden  verschieden- 
artigen ,  durch  d  und  d  angedeuteten ,  Differentiationen  zugleich  unterwor- 
fen ist. 

Die  Vorzüge  dieses  Verfahrens  sind: 

1)  Es  ist  einfach  und  allgemein,  d.  h.  lässt  sich  ganz  gleichmftssig  auf 
Ausdrücke  mit  beliebig  vielen  Veränderlichen  anwenden.  Man  kann  also 
jetzt  ebenso  leicht  räumliche  Curven  und  Flächen  au&uchen,  wie  früher 
ebene  Curven. 

2)  Man  bekommt  nicht  allein  die  Hauptgleichnngen ,  sondern  auch  die 
Granzengleichungen,  d.  h.  erst  von  jetzt  an  war  es  möglich,  Crränibediii- 
gungen  zu  stellen  und  in  Rechnung  zu  bringen. 

Ungeachtet  dieser  Vorzüge,  kann  man  sich  doch  nicht  verheUen, 
dass  in  dieser  ersten  Abhandlung  von  Lagrange  der  Mangel  einer  streng 
wissenschaftlichen  Begründung  noch  sehr  ftkhlbar  ist.  Man  kann  nemlich 
fragen : 

1)  Was  för  ein  unterschied  besteht  zwischen  der  neuen  durch  d  ange- 
zeigten, und  der  gewöhnlichen  durch  d  bezeichneten  Differentiation? 

2)  Ist  man  wirklich  berechtigt  oder  gar  genöthigt,  den  Buchstaben  d, 
wenn  er  vor  den  Zeichen  d  und /steht«  hinter  dieselben  zu  setzen? 

3)  Der  Werth  der  durch  das  neue  Zeichen  d  differentiirten  Form  wird 
durch  die  nachfolgenden  theilweisen  Integrationen  nicht  geändert.  Warum 
müssen  aber  auch  sie  ausgeführt  werden? 

Nun  erlaubte  sich  Euler  ^  auch  seine  analytische  Bearbeitung  zu  veröf- 
fentlichen. Dieses  geschah  1766  in  zwei  Abhandlungen.  *  Hier  suchte  er 
festere  Principien  aufzustellen,  auf  welche  man  die  Lagrange' sehe  Erfindung 
begründen  könne,  und  legte  ihr  den  Namen  „ Variationscaicul ""  bei.  Am 
Ende  der  zweiten  Abhandlung  stellte  er  auch  zum  ersten  Male  die  (soge- 
nannte) Bedingungsgleichung  der  Integrabilität  auf. 

Trotz  solcher  Anerkennung  von  Seiten  Eukr's  hatte  Lagrange  auch  mit 
Verdriesslichkeiten  zu  kämpfen.  Fcntame  hatte  schon  1734  zur  Aufsuchung 
der  tautochronischen  Linien  eine  neue  und  ihm  eigene  Methode  angewendet.^ 
Nun  erklärte  er,  mittelst  derselben  könnten  alle  Aufgaben  über  das  Grösste 
und  Kleinste  gelöst  werden,  sie  sei  aber  nicht  in  Gebrauch  gekommen.  Zu 
Gunsten  dieser  Behauptung  veröffentlichte  er  1767  eine  Abhandlung.^  Darin 
beschuldigt  er  Lagrange y  dieser  habe  sich  auf  der  neuen  Bahn,  die  er  be- 
treten, verirrt,  weil  er  ihre  Theorie  nicht  hinreichend  ergründet,  etc.     Zu- 


*)  Beide  befinden  sich  in  den  Nov.  CommeDt.  Acad.  Petrop.  Bd.  X  vom  Jahre  1766. 
Die  erste  führt  den  Titel:  „Element«  calcnli  Tariationnm",  and  die  zweite:  „Analytica 
explicatio  methodi  maiimorum  et  minlmoram.'^ 

^)    Sie  befindet  lich  in  den  Pariser  Memoiren  von  1734. 

^)  Sie  befindet  sich  in  den  Pariaer  Memoiren  von  1767,  and  hat  den  Ttiel:  »,  Addi- 
tion k  la  methode  poar  la  solation  des  problömes  de  maiimis  et  minimis. 
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gleich  slelhe  Fen/Umine  swei  Methoden  auf,  welche  er  für  neu  ausgab  und 
tat  vortrefflicher,  als  alle  andern,  die  über  diesen  Gegenstand  bekannt 
seien.  Hiergegen  yertheidigt  sich  1770  Lagrange U  indem  er  spricht:  ^Ich 
„  glaobe  zu  meiner  Rechtfertigung  nichts  besseres  thun  zu  können ,  als  wenn 
„ich  die  Sachkenner  einlade,  Foniaine's  Abhandlung  zu  lesen.  Man  wird 
„finden,  dass  die  eine  Methode  desselben  keine  andere  ist,  als  die,  welche 
„schon  Euler  in  seinem  Werke  von  1744  aufgestellt  hat,  und  dass  die  an* 
„  dere  in  Beziehung  auf  Begründung  ganz  die  gleiche  ist ,  wie  die  meinige  * 
„und  sich  nur  durch  unvollkommene  Darstellung  davon  unterscheidet.'^ 

Bei  dieser  Gelegenheit  mag  auch  eines  Vorfalles  erwähnt  werden,  wo 
Lagrange  glaubte,  dass  man  ihm  die  Ehre  der  ersten  Erfindung  streitig  ma- 
chen wollte.  Es  hatten  nemlich  die  beiden  Mathematiker  Leseur  und 
Jacquier  ein  Werk  über  Integralcalcul  herausgegeben.^  Im  zweiten  Bande 
haben  sie  der  neuen  Methode  ein  ganzes  Kapitel  gewidmet,  ohne  Lagrange'$ 
Namen  zu  nennen.  Dazu  spricht  er 3:  „Ich  würde  mich  nicht  beklagen, 
„  wenn  sie  sich  begnügt  hätten ,  meine  Methode  aufzunehmen ,  ohne  den  Ur- 
„  heber  zu  nennen ,  ein  Verfahren ,  welches  sie  auch  an  andern  Stellen  ^  ihres 
„  Buches  sich  haben  zu  Schulden  kommen  lassen ;  allein  da  sie  die  Abband- 
„lungen  von  Evler  ciüren,  so  scheint  es,  als  wollten  sie  ihm  die  Methode 
„zueignen,  während  ich  doch  der  erste  Erfinder  bin.'^ 

Auch  der  berühmte  Borda  hat  eine  Abhandlung  geschrieben  $ ,  in  wel- 
cher er  zeigen  wollte,  dass  es  mit  der  Zuverlässigkeit  der  durch  die  Lagran- 
ge'sche  Methode  sich  ergebenden  Gränzengleichungen  nicht  so  ganz  richtig 
stehe.  Zu  dem  Ende  legte  er  sich  das  Problem  der  Brachistochrone ,  mit 
dem  sich  auch  Lagrange  in  seiner  ersten  Abhandlung  befasst  hatte,  vor, 
und  fand  ein  allerdings  richtiges  Resultat,  welches  mit  dem  des  Lagrange 
nicht  übereinstimmt.  Diese  Thatsache  beweist  aber  nichts  gegen  die  Grän- 
zengleichungen an  sich,  sondern  hat  darin  ihren  Grund,  dass  die  Formel, 
von  welcher  Lagrange  bei  seiner  [Intersuchung  aosging,  mangelhaft  ist.  Letz- 
terer stellt  nemlich^   folgende  Formel   t  =  I  — - —  -J —  auf.     Dabei 

sind  die  mit  der  Richtung  der  Schwere  parallelen  Coordinaten  durch  x  be- 
zeichnet. Diese  Formel  gilt  nur  für  den  Fall,  dass  die  Bewegung  grade 
da,  wo  X  •"  0  ist,  beginne,  und  sie  ist  unpassend  für  alle  jene  Fälle,  in 
denen  die  Bewegung  an  einer  andern  Stelle  beginnen  solL  Lagrange  hat 
nun 7  seine  Formel  vervollkommnet,    d.  h.  so  eingerichtet,    dass  man  vor- 


1)  Mao  sehe  Miscell.  Taurio.  t.  IV.  für  die  Jahre  1766--1769.  Zweite  Abtbeil.  Seite 
164.  (Dieser  Band,  obgleich  für  die  Jahre  1766—1769  gedruckt,  enlhält  dennoch  die  Ver- 
tbeidigUDg  Lagrange's,  welche,  wie  man  Seite  187  sehen  kann,  am  28.  Mai  1770  geschrie- 
ben wurde;  ja  Seite  250  befindet  sich  KOgar  noch  eine  Abhandlung  Ton  1771.) 

S)    Ist  za  Parma  erschienen  unter  dem  Titel :  „Tratte  da  calcnl  integral.'* 

3)    Seite  165  des  eben  citirlen  vierten  Bandes  der  Miscelt.  Taurin. 

^)  Es  ist  zo  bemerken,  dass  Lagrange  die  betreffenden  Stellen  des  Buches  Ton  Leseur 
und  Jaequier  citirt  bat. 

^)    Sie  befindet  sich  in  den  Pariser  Memoiren  von  1767  und  1768.     Seite  551. 

^)    Man  sehe  Seite  176  des  bereits  citirlen  zweiten  Bandes  der  Miscell.  Taurin. 

')    Seite  183  des  vierten  Bandes  der  Mise.  Taur. 

*4k 


sehreiben  kann «  welche  Geschwindigkeit  an  irgend  einer  Slelle  der  gesuchten 
Brachistocbrone  herrschen,  oder  in  welcher  Stelle  die  Bewegung  beginnen 
soll.  Mit  dieser  Yervollkommnang  konnte  Lagrange  dartbun ,  dass  unter  den 
geeigneten  Voraussetzungen  seine  früheren  Resultate  ^  allerdings  richtig  sind , 
und  dass  unter  andern  Voraassetzungen  auch  Borda  Recht  habe.  Hiermit 
ist  die  Zuverlässigkeit  der  Gränzeugleicbungen  auf  das  glänzendste  gerecht- 
fertigt. (Ich  habe  dieses  höchst  wichtige  Ereigniss  voliständig  auseinander- 
gesetzt in  Bd.  IL  S.  414  und  426.) 

Im  Jahre  1770  erschien  abermals  eine  Abhandlung  über  Yariationscal- 
cul  von  Euler  t  welche  er  dem  dritten  Bande  seines  Werkes  über  Integral- 
calcul  beifügte.^  Hier  wird  an  Vollständigkeit  alles  Frühere  weit  übertroffen. 
Bisher  hatte  man  den  Variaüonscaicul  nur  mit  der  Lehre  des  Grössten  und 
Kleinsten  in  Verbindung  gebracht.  Jetzt  hat  sich  der  Verfasser  bereits  von 
dieser  beschränkten  Idee  befreit,  und  erklärt  (§.  115],  dass  der  Variations- 
calcul  weit  allgemeiner  gemacht  werden  kann ,  als  man  ihn  seither  angewen- 
det habe,'  und  dass  die  betreffenden  Probleme  in  zwei  Klassen  zerfallen. 
Bei  der  einen  Klasse  wird  die  zwischen  x  und  y  stattfindende  Relation  als 
gegeben  angenommen ,  und  die  Variation  eines  ebenfalls  gegebenen  Integral- 
ansdrudies/V  .  dx  hergestellt,  nachdem  man  den  beiden  Veränderlichen  x  und 
y  was  immer  für  Variationen  beigelegt  hat.  Bei  der  andern  Klasse  wird  eine 
zwischen  x  und  y  stattfindende  Relation  erst  gesucht,  damit  die  Variation 
des  Integralausdruckes  /V .  dx  eine  gewisse  Eigenschaft  erhalte  >  damit  z.  B. 
in  dem  Falle,  wo  dieser  Ausdruck  ein  Grösstes  oder  Kleinstes  werden  soll, 
die  Variation  der  ersten  Ordnung  verschwinde. 

Aber  auch  jetzt  noch  strebte  Euler  ^  diesen  Calcul  nicht  nur  in  seinen 
Prinoipien  immer  fester  zu  begründen,  sondern  auch  mit  den  Torhergehen- 
den  Zweigen  der  Analysis  in  engere  Verbindung  zu  bringen.  So  erschien 
1772  wieder  eine  Abhandlung.^  Bisher  hatte  man  den  Variationscalcul  nur 
auf  Integralausdrücke  angewendet.  Jetzt  hat  sich  der  Verfasser  auch  Yon 
dieser  Einschränkung  befreit ,  und  hat  (in  §.  1  und  2)  alle  Ausdrücke , 
welche  einer  Variation  unterworfen  werden  können,  in  drei  Abtheilungen  ge- 
bracht. In  die  erste  gehören  diejenigen  Ausdrucke ,  welche  nur  aus  Urfunc- 
tionen  besteben;  in  die  zweite  diejenigen,  welche  auch  mit  Differentialen 
versehen  sind  ;  und  in  die  dritte  diejenigen ,  wo  auch  Integrale  vorkommen. 

Sodann  führt  er  (in  §.  3]  noch  einmal  das  Prinzip  vor ,  auf  welches  er 
bisher  den  Variationscalcul  gegründet  hatte.  Er  hatte  nemlich ,  wenn  zwischen 
X  und  y  irgend  eine  Relation  stattfindet ,  bisher  zweierlei  Aenderungen  un- 
terschieden, die  das  y  erleiden  kann.     Die  erste  Art,  welche  von  jeher  mit 


1)    Seite  179  uod  180  des  sweiteo  Bandes,  der  M»c.  Taur. 

S)  InstitatioDes  calcoli  integrallB.  3  T.  Petrop.  1768—1770.  4.  Von  diesem  Werke 
existirt  eine  schöne  von  SaUmum  besorgte  deutsche  Uebersetzung.  Wien  18*28—1830.  4  Bd. 
8.  Der  vierte  Band  enthält  neuere  Abhandlungen  von  EtUer,  welche  sich  nicht  im  latei- 
nischen Original  befinden. 

3)  Diese  befindet  sich  in  den  Nov.  Gomm.  Petrop.  t.  XVI.  1772,  und  führt  den  Titel: 
„Methodus  nova  et  facilis  caiculum  rariationum  tractandi."  In  Salofnon's  Uebersetzung 
steht  sie  Bd.  IV.  S.  551. 
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dj  bez^ohnet  and  Differential  genannt  "wurde »  entsteht ,  wenn  x  in  x  +  dx 
ld»ergeht  Die  andere,  welche  mit  dj  bexeichnet  und  Variation  genannt 
wird,  hingt  nicht  Ton  den  Aenderungen  des  x,  sondern  ganz  Ton  unserer 
Willkür  ab.  ^ 

So  schien  ($.  4  und  5)  der  Variationscalcui  allerdings  eine  ganz  eigen- 
thümliche  Gattung  Yon  Galcul  zu  bilden.  Als  aber  Euler  dessen  Wesen 
genauer  untersuchte,  fand  er,  dass  derselbe  ganz  auf  die  Theorie  der  par- 
tiellen Differential^  zurückgeführt  werden  kann.  Statt  jene  Aenderung,  die 
Variation  genannt  wird »  beizubehalten ,  betrachtet  er  y  nicht  mehr  als  Func^ 
tion  des  einzigen  Veränderlichen  x,  sondern  er  f&hrt  7  als  Function  zweier 
Veränderlicher  x  und  t  in  die  Rechnung  ein. 

Dieses  yersinAlicht  er  zuerst  auf  folgende  Weise : 

Man  denke  sich  j  als  die  zu  irgend  einer  Gurve  gehörige  Ordinate, 
welche  der  Abscisse  x  entspricht.  Wenn  nun  X  jene  Function  bezeichnet  • 
welcher  die  Ordinate  j  gleichgesetzt  wird;  so  können  solche  Curven,  die 
der  Yorigen  nächstanliegen ,  durch  y  +  ^7==:X-4-t.V  dargestellt  werden, 
wo  V  irgend  eine  Function  von  x  bedeutet,  und  t  unendlich  klein  ist. 

Hierauf  macht  er  die  Sache  noch  allgemeiner  auf  folgende  Weise: 

Es  sei  j  =  9>(x)  die  Gleichung  einer  Gurve.  Dann  werden  durch  9>(x,  t) 
aUe  ihr  nächstanliegenden  Machbarcurven  dargestellt,  wenn  9>(x,  t)  so  be- 
schaffen ist ,  dass  bei  t  »  0  sich  9>(x,  t)  auf  ^^(x)  zurückzieht.    Dabei  wird 

durch  die  Formel  (  Jl*  )  •  dt  eben  das  ersetzt ,  was  früher  durch  dj  an- 
gedeutet wurde. 

Eine  ähnliche,  jedoch  beschräQk(ere|,  Idee  kaoo  man  schon  in  der  differenlialio  de 
corva  in  curvam  erblicken.  Dieses  Verfahren,  von  Leibnitz  1697  aargestellt >,  besteht 
bekanntlich  darin,  dass  man  den  in  der  gegebenen  Gleichung  einer  Gurve  enthaltenen 
Conslanten  stetig  net>eneinander  liegende  Werthänderungen  beilegt,  wodurch  sich  immer 
andere  und  andere  Ordinaten,  die  einer  und  derselben  Abscisse  entsprechen,  ergeben. 
Dadurch  bekommt  man  ein  System  von  stetig  aufeinander  folgenden  Gurven,  aber  nur 
von  Curven  einerlei  Art.    Und  so  fort 

Durch  die  Einführung  eines  neuen  Veränderlichen  ist  der  Variations- 
calcui allerdings  auf  seine  wahre  Grundlage  gebracht.  Allein  gegen  das 
Eukr^sehe  Verfahren  lässt  sich  immer  noch  Einiges  einwenden.  Ich  habe 
dieses  nicht  nur  (in  §.  61,  Seite  96)  nachgewiesen,  sondern  auch  (in  §.53, 
Seite  78,  elc.)  ein  anderes  Verfahren  aufgestellt. 

In  keiner  seiner  Abhandlungen  hat  Euler  die  Variation  der  zweiten  Ord- 
nung untersucht ,  um  das  Kennzeichen  aufzustellen ,  aus  dem  hervorgeht , 
ob  ein  Grösstes  oder  Kleinstes  oder  keines  von  beiden  stattfinde.  Die  erste 
Untersuchung  dieser  Art  hat  1772  Laplace  veröffentlicht.^  Hierauf  hat  Le- 
gendre  sich  mit  diesem  Gegenstande  befasst,  und  zwei  Abhandlungen. darftber, 
die  eine  1786,  die  andere  1787  bekannt  gemacht.^  In  diesen  drei  Unter- 
suchungen kommen  aber  nur  diejenigen  Fälle  vor ,  wo  eine  einzige  Function 
y  des  einzigen  Veränderlichen  x  gesucht  wird. 


^)    Commercium  epistolicum  Leibnitii  et  Bemounii.  opist.  LIX,  LX,  LXI  und  LXIU. 

^    Nova  acta  cruditorum.     1772.    Seite  193. 

3)     U^moires  de  rAcademie  des  Sciences  de  Paris;  1786.  S.  7;  und  1787  S.  348. 
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« 

Lagrange  bemfthte  sich  gleichfalls«  seine  Methode  fester  m  begränden 
und  zu  erweitern.  Dieses  geschah  1797  zum  ersten  Male  in  seinem  Werke 
),  Theorie  des  fonctions  analytiques^S  von  welchem  1813  eine  zweite  Ausgabe 
erschien.  Eine  Untersuchung  der  Variation  zweiter  Ordnung  kommt  hier 
allerdings  auch  vor;  allein  dieselbe  ist 

1)  auch  hier  auf  solche  Fälle ^  Beschränkt,  wo  nur  ^ne  einzige  Func- 
tion 7  des  einzigen  Veränderlichen  x  gesucht  wird;    dagegen  dehnt  sie  sich 

2)  nicht  auf  solche  Fälle  aus,  wo  gleichzeitig  zwei  Irersahiedene  Func- 
tionen y  und  z  des  einzigen  Veränderlichen  x  gesucht  wdrdenj,    und  ebenso 

3)  nicht  auf  solche  Fälle,  wo  eine  Function  z  von  zwei- -Unabhängigen 
Veränderlichen  x  und  y  gesucht  wird. 

Zwar  kommt 2  ein,  jedoch  sehr  specielles,  Beispiel  ior^^yito  allerdings 
zwei  Functionen  y  und  z  des  einzigen  Veränderlichen  x  zugleich  gesucht 
werden;  allein  dabei  bietet  die  Formel  für  das  Prüfungsmittel  sich  schon 
von  selbst  dar ,  und  eine  für  alle  solche  Fälle  allgemein  giltige  Unt^suchung 
findet  sich  hier  nicht. 

In  diesem  Werke  ist  auch  3  zum  ersten  Male  ein  Problem  aufgestellt , 
in  welchem  ein  Ausdruck,  der  zwar  Differentiale  aber  keine  Integrale  ent- 
hält, ein  Grösstes  oder  Kleinstes  werden  soll.  Zugleich  sind  daselbst  zu 
einer  f&r  die  Lösung  solcher  Probleme  nöthigen  Theorie  einige  jedoch  nur 
schwache  Andeutungen  gegeben. 

Sehr  wesentlich  hat  Lagrange  seine  Methode  verbessert  und  zugleich  mit 
interessanten  Aufgaben  ausgestattet  in  der  1806  erschienenen  zweiten  Aus- 
gabe seines  Werkes  ,,  Lecons  sur  le  caicul  des  fonctions'^^  Er  liess^  nach 
Euler's  Vorgange  die  Function  y  »  ^(x)  in  eine  andere  mit  einem  neuen 
Veränderlichen  t  versehene  Function  ^(x,  t)  übergehen,  in  der  Art,  dass 
bei  t  CS  0  8]ch'9(x,  t)  auf  ^(x)  zurückzieht.  Hierauf  entwickelt  er  9(x,  t) 
mittelst  des  Maclcmrin'schen  Satzes  in  eine  Beihe  von  der  Form 

(2  13 

tpix)  4-  t  .  V'(x)  + x(x)  H -~  •  «(X)  -f- 

1.2  1.2.3 


Durch  die  Einführung  eines  neuen  Veränderlichen  ist,  wie  schon  einmal  ge- 
sagt, der  Variationscaicul  allerdings  auf  seine  wahre  Grundlage  gebracht. 
Allein  gegen  die  Lagrange'sche  Einfuhrungsweise,  weil  sie  dieselbe  ist,  wie 
die  Euler'schet  lassen  sich  auch  dieselben  Einwendungen  machen/ 

Dadurch,  dass  Lagrange  seine  Beihe  durch  den  MaclaurM sehen  Sstiz  ent- 
wickelt, ist  darauf  auch  der  ganze  Variationscaicul  gegründet,  d.  h.  sind 
diesem  alle  jene  Vortheile  gesichert ,  welche  der  Maclaurin'sche  Satz  selbst  hat. 


^)    SecoDde  partie;  cbap.  Xli.  Nr.  64— -70.    Zweite  Ausgabe. 

')     Seconde  partie;  cbap.  XII;  Nr.  73.     Zweite  Ausgabe. 

■'')     Seconde  partie ;  cbap.  XI ;  Nr.  59  und  60.     Zweite  Ausgabe. 

^)  Die  erste  Ausgabe  dieses  Werkes  wurde  im  zwölften  Hefte  des  Journals  der  ecole 
polytecbnique  im  Jabre  1804  abgedruckt.  Im  Jahre  1806  erscbien  eine  neue  Ausgabe  bei 
Courcior.  welche  so  vermehrt  ist,  dass  man  die  erste  Ausgabe  nicht  mehr  citiren  kann. 

^)    Lecon  XXIL    Nr.  355.    Zweite  Ausgabe. 

^)  Man  sehe  abermals  §.  61 ,  Seite  96,  wo  ich  die  betreffenden  Einwendungen  ge- 
macht, und  §.  53,  Seite  78,  etc.,  wo  ich  ein  anderes  Yerfabren  aufgestellt  habe. 
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Blicken  wir  nun  auf  die  bisherige  Gescbicbte  unsers  Galcuk  zurück » 
so  sehen  wir: 

1)  Eukr  hatte  durch  geometrisohe  Betrachtungen  das  isoperimetmehe 
Problem  soweit  ausgebildet,  dass  die  Wissenschaft  auf  dem  Punkte  stund, 
wo  eine  rein  analytische  Methode  gefunden  werden  musste. 

2)  Lagrange  war  es,  welcher  diese  Erfindung  machte. 

3)  Euler  hat  sich  bemüht ,  die  Lagrange' sehe  Erfindung  zu  befestigen  und 
auszubilden,  und  hat  sie  dadurch  am  meisten  vervollkommnet,  dass  er  einen 
neuen  Veränderlichen  einführte. 

4)  Diese  Idee  hat  auch  Lagrange  als  die  geeignetste  anerkannt,  und  als 
Grundlage  seiner  Erfindung  angenommen. 

Ausser  Laplace  und  Legendre^  welche,  wie  bereits  gemeldet,  schätzens- 
werthe  Beiträge  geliefert  haben,  glaubten  noch  viele  andere  Schriftsteller 
sich  des  Yariationscalculs  annehmen  zu  müssen.  Die  meisten  derselben  ha- 
ben die  Wissenschaft  soviel  wie  gar  nicht  gefördert,  sondern  haben  sich  be- 
gnügt, das  Vorhandene  zu  sammeln,  und  nach  eigner  Einsicht  zu  ordnen. 
Ein  Verzeichniss  solcher  Schriftsteller  aufzustellen,  wäre  ein  sehr  überflüssir 
ges  Unternehmen;    und  es  genügt,   wenn  über  sie  folgendes  bemerkt  wird: 

Einige  hielten  sich  streng  an  Euler* s  allgemeine  Grundlage,  d.  h. 
stellten  die  unmittelbare  Variation  durch  eine  unaufhörliche  Reihe  dar« 
Dahin  gehört  z.  B.  Lacraix^  welcher  in  seinem  Werke ^  Alles,  was  bis. dahin 
geleistet  war,  gesammelt,  schön  geordnet  und  klar  vorgetragen  hat. 

Andere  haben  sich  mit  einer  schon  von  Euler ^  als  zu  speciell  er- 
klärten Grundlage  begnügt,  d.  h.  sie  haben  auch  ftir  eine  allgemeine  un- 
mittelbare Variation  nur  die  allereinfachste  geschlossene  Reihenform 

gesetzt.^    Indem  sie  glaubten ,  auf  diese  Weise  dem  Galcul  mehr  Einfachbrit 


^)  Traite  da  calcul  differentiel  et  da  calcal  integral.  Seconde  ^ditioa,  tome  II.  Paris 
1814.  Ueber  die  Art,  wie  Lacrttix  sieb  an  die  Eukr*Mehe  Grundlage  gehalten  hat,  ver- 
gleicbe  man  folgende  drei  Stellen : 

OL  Seile  724.  Da  lässt  er  g>{i)  in  gp(x,  t)  übergeben,  und  entwickeU  9>(x,  t)  in  eine 
nach  Potenzen  des  t  aufsteigende  Reibe. 

ß.  In  Nr.  839,  Seite  744  lässt  er  die  beiden  gleichzeitig  bestehenden  Fnnctionen  ^(x) 
ond  xW  in  <;p(x,  t)  und  x(Xf  0  übergehen,  etc. 

y.    In  Nr.  842,  Seile  751,  lässt  er  <jp(x,  y)  in  ^(x,  y,  t)  übergehen,  etc. 

^  Man  sehe 'Seite  XI  dieser  Vorrede,  wo  die  Etder^sehe  Abhandlung  Ton  1772  be- 
sprochen worden  ist 

^)     Solcher  Schriftsteller  will  ich  nnr  drei  nennen : 

o.  Gergonne,    In  den  Annales  de  math.  pures  et  appliqn^es.    t  XIII.    1822. 
/?•  Dirk»en.    Analytische  Darslellong  der  Variationsreohnang.    Berlin  1823. 
y.  Poiston,    Man  sehe  folgende  zwei  Schriften : 

1)  Die  Pariser  Memoiren,  t.  XII  tou  1833.  Seite  231  ganz  unten  steht:  Es 
seien  dx  und  dy  willkürücbe  Functionen  und  unendlichklein ;  man  setze  x  +  dx 
und  y  +  dy  an  die  Stelle  Ton  x  und  y,  etc.  Ferner  Seite  243  steht:  Es 
sei  a  unendlichklein ,  man  setze  die  Producte  a  .  dx  und  a .  dy  statt  dx  und 
dy,  und  entwickle  den  ganzen  Zuwachs  des  U  in  eine  nach  Potenzen  des  a 
aufsteigende  Reibe,  etc. 

2)  Traitd  de  mecanique.  Seconde  Edition.  1833.  Im  ersten  Bande  §.  199  steht: 
Man  bezeichne  durch  i  eine  beständige  und  unendlichkleine  Grösse,  und  durch 
dy  und  dz  zwei  willkürliche  Functionen  von  x.  Man  setze  y  +  i .  dy  und 
z  +  i  .  dz  an  die  Stelle  des  y  und  z,  etc.  Am  Ende  des  8*  202  Terweiat  er 
auch  auf  die  ▼orhin  genannte  Abhandtang  in  den  Pariser  Memoiren. 


and  Elegttii  za  geben»  haben  sie  ein  Verfahren  etngescbiageo ,  wel- 
ches an  den  allerstärksten  Gebrechen  leidet.  Wenn  nemlich  eine  Fane- 
tion  9>(x)  in  jede  beliebige  q>(x ,  t)  übergehen  soll ,  so  ist  die  Beihenent- 
wicklnng  nicht  wirklich  ausführbar,  sondern  nur  in  der  Idee  gedenkbar» 
und  die  Reihe  selbst  muss  eine  unaufhörliche  sein;  denn  wolhe  man  be« 
haupten,  sie  dürfe  auch  eine  geschlossene  sein,  so  müsste  die  Function 
9>(x,  t)  irgend  eine  bestimmte  Eigenschaft  haben,  welche  berechtigt »  die 
Beihe  bei  einem  frühern  oder  sp&tern  Gliede  abzubrechen  (man  sehe  S.  95 
des  ersten  Bandes).  Ausserdem  wird  aber  auch  dieses  Verfahren  durch  eine 
Menge  Widersprüche  von  selbst  bestraft,  wovon  man  sich  überzeugen  kann, 
wenn  man  die  betreffenden  Stellen  dieses  Buches  ^  vergleicht. 

Nun  erschienen  1835,  1831,  1833  und  1839  vier  Schriften  von  Martin 
OhmJ^  Auch  sie  verdienen  berücksichtigt  zu  werden;  denn  durch  sie  hat 
der  Variationscaicul  an  Ausdehnung  und  Inhalt  gewonnen ,  wie  wir  sogleich 
sehen  werden. 

In  der  Schrift  von  1825  befindet  sich  eine  allgemeine  Theorie  des  Va- 
riationscalculs ,  welche  sehr  vollstikndig  ist ,  und  einzelne  schwierige  Partien 
weit  genügender  behandelt,  als  bisher  der  Fall  war.  In  dieser  Schrifl  be* 
findet  sich  aber  auch  noch  eine  sehr  ausfiibrliche  Lehre  des  Grössten  und 
Kleinsten.  Der  Verfasser  bringt  daselbst,  nach  Eukr's  Vorgange,  alle  Aus- 
drücke in  drei  Abtheilungen.  Die  erste  umfasst  die  Ausdrücke,  welche 
wirkliche  Urfunctionen  sind.  Die  betreffenden  Untersuchungen  sind  ziemlich 
vollständig;  jedoch  fehlen  diejenigen,  welche  ich  in  Bd.  I.  ^  162—179  vorge- 
nommen habe,  und  zu  deren  Anwendung  die  Aufgaben  55 — 60  dienen.  Die 
zweite  Abtheilung  umfasst  die  Ausdrücke,  wo  auch  Differentiale  eingehen. 
Die  betreffenden  Untersuchungen ,  f&r  welche,  wie  bereits  gemeldet,  Lagrange 
nur  einige  schwache  Andeutungen  gegeben  hat,  finden  wir  hier  zum  ersten 
Male  mit  ziemlicher  Ausführlichkeit  erledigt.  Die  dritte  Abtheilung  um- 
fasst jene  Ausdrücke,  wo  Integrale  eingehen.  Viele  der  betreffenden  Untersu- 
chungen zeichnen  sich  durch  Vollständigkeit  aus,  andere  dagegen  sind  man- 
gelhaft. I)  Bei  den  Problemen,  welche  auf  einfache  Integrale  fuhren,  und 
bei  welchen  die  Gränzelemente  constant  sind,  findet  man  hier^  zum  ersten 
Male  eine,  allgemeine  Untersuchung  der  Variation  zweiter  Ordnung  für  den 
Fall,  wo  gleichzeitig  zwei  Functionen  y  und  z  des  einzigen  Veränderlichen 
X  gesucht  werden,  welche  voneinander  unabhängig  sind;  dagegen  für  den 
Fall,  wo  diese  beiden  Functionen  (entweder  durch  eine  Urgleichung  oder 
eine  Differentialgleichung]  von  einander  abhängig  sind,  ist  diese  Untersuchung^ 

1)  Dieses  habe  ich  näher  ausgeführt  in  Bd.  I.  $.110,  Seite  163  etc.,  und  in  der  drit- 
ten Bemerkunsf  Seite  97. 

^)     Diese  vier  Schriften  sind : 
o.  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.    Berlin  1825. 
ß.  System  der  Mathematili.     Bd.  V.     Berlin  1831. 
y.  System  der  Mathematik.    Bd.  VII.     Berlin  1833. 
6.  Lehrbuch  der  höhern  Mathematik,  in  zwei  Bänden.  Bd.  II.     Berlin  1S39. 

^)    Man  sehe  da«  Buch  Ton  1825.    Seite  293  die  Anmerkung  ganz  unten. 

'^)  Ebendaselbst:  Seite  285  den  Schluss  von  g.  88,  und  Seite  289  den  §,  90.  Man 
vergleiche  diese  beiden  Stellen  mit  dem  Verfahren ,  welches  ich  in  Bd.  I.  Seite  327  und  in 
Bd.  IL  Seite  671  vorgeschlagen,  and  in  Bd.  IL  Seite  d61->-363,  365,  395,  etc.  praktisch 
angewendet  habe. 


XV 

kaum  angedeutet  •  obgleich  för  sie  eine  ganz  eigentbümliche  Begel  aufgestellt 
werden  mnss.  Ebenso  ist  die  Untersuchung  der  Variation  zweiter  Ordnung 
{ar  alle  die  Fälle«  wo  die  Gränzelemente  veränderlich  sind,  unrichtig. ^  II}  Bei 
den  Problemen ,  welche  auf  Doppelintegrale  f&hren ,  findet  man  hier  zum  ersten 
Male  den  Fall  berücksichtigt«  wo  der  Veränderliche,  nach  welchem  zuerst 
integrirt  wird,  eine  Function  des  Veränderlichen  ist,  nach  welchem  die 
zweite  Integration  ausgeffihrt  werden  soU.^  Es  ist  gezeigt,  wie  in  solchem 
Falle  die  Variation  der  ersten  Ordnung  umgeformt  wird  ;  allein  die  Darstel* 
Inng,  in  welcher  diese  umgeformte  Variation  erscheint,  kann  durchaus  nicht 
als  praktisch  gelten.  Davon  überzeugt  man  sich  ohneweiters ,  wenn  man  die 
betreffenden  Stellen  3  mit  meinen  Aufgaben  vergleicht.  Was  die  Gränzen- 
gleichungen  betrifft,  so  ist  grade  bei  den  Doppelintegralen  die  ungeheuerste 
Hanichfaltigkeit  möglich.  Dessenungeachtet  findet  man^  nur  den  allcrein- 
fachsten  Fall  berücksichtigt ;  und  so  kann  man  gradezu  aussprechen ,  dass 
in  dieser  Beziehung  so  viel  wie  Nichts  geschehen  sei.  Die  Untersuchung  der 
Variation  zweiter  Ordnung  fehlt  gänzlich. 

In  den  beiden  Schriften  von  1831  und  1839  kommt  ^  eine  Theorie  des 
Variationscalculs  vor.  Damit  sind  sehr  beachtenswerlhe  und  elegante  Beihen- 
entwickelungen  verbunden,  welche  verdienen,  dass  man  darauf  aufmerksam 
mache. 

Auch  befindet  sich  in  den  beiden  Schriften  von  1833  und  1839  eine 
allgemeine  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten  ^,  die  aber  nur  als  Auszug  aus 


1)    Man  sehe  das  Buch  von  1625.    Seite  261   steht:   Yerfol^t  man  die  Schlösse  des 
%.  69«    so  wird   man  jedesmal  dasselbe  Resultat  erhalten ,   es  wird  nemlich  Jedesmal  ein 


Maximum  oder  Minimum  existiren ,    so  oft  -j-^  beständig  negativ  oder  posKiv  bleibt,  (p  ist 

dy 
bekannüich  statt  -p  gesetzt.) 

Seite  371  steht :  Ebenso  -wird  man  die  Schlüsse  des  $.  79  für  das  hiesige  d^U  mit  we- 
nigen Abänderungen  auch  hier  anwenden  können,  um  sich  zu  überzeugen,  dass  auch  jetzt 

ein  Maximum  oder  Minimum  stattfindet,    so  oft  -j—  beständig  negati?  oder  positiy  bleibt. 

d2y 
(q  ist  bekanntlich  statt  -r-y  gesetzt.) 

In  g.  82  Seite  275,  in  g.  86  Seite  284,  etc.  stehen  ganz  dieselben  Behauptungen. 

Alle  diese  Behauptungen  stimmen  darin  überein,  dass  das  Prüfungsmittel  Ton  den  Aen- 
demngen  der  Gränzelemente  gar  nicht  abhänge,  sondern  dass  es  dasselbe  sei,  wie  in  jenen 
Fällen,  wo  die  Gränzelemente  constant  sind. 

Dem  ist  aber  nicht  so,  sondern  in  den  Fällen,  wo  auch  die  Gränzelemente  yeränder- 
lich  sind ,  sind  ganz  eigenthumliche  Transformationen  und  Betrachtungen  nöthig ,  dergleichen 
ich  in  Bd.  I.  Seite  333,  etc.  vorgetragen,    und  später  bei  den  Aufgaben  angewendet  habe. 

3)  Das  Buch  von  1825.     Seite  306-310. 

^)  o.  Man  yergleiche  den  im  Buche  Ton  1825  Seite  306  für  dU  aufgestellten  Aus- 
druck mit  jenem,  welchen  ich  in  Bd.  11.  Seite  676  aufgestellt  habe. 

ß.  Man  verbinde  die  im  Buche  von  1825  Seite  308  und  310  stehenden  Formeln  mit- 
einander, nnd  yergleiche  sie  dann  mit  den  meinigen,  welche  sich  in  den  Anfg.  280—288 
befinden. 

4)  Im  Boche  von  1825.     Seite  306  ganz  oben. 

^)    Man  sehe  das  Buch  von  1831,  Seite  51-87,  und  das  Buch  von  1839,  S.  289-314. 
«)    Man  seUie  das  Buch  von  1883,  Seite  184-208,  und  das  Buch  von  1839,  S.  315*338. 
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dem  Buche  von  1825  gelten  kann»    und  sich  nur  durch  gedrängteren  Vor^ 
trag  davon  unterscheidet. 

Jetzt  kommen  wir  aber  zur  Hauptsache.  Wie  steht  es  um  die  Grund- 
lage ,  auf  welche  der  Verfasser  seinen  Galcul  baut  ?  —  Diese  ist  allerdings 
eine  höchst  eigenthümliche.  Er  setzte  für  die  unmittelbare  Variation  ohne- 
weiters  die  unaufhörliche  Beifaenform 


oder 


JX  «^  "^  1.2  •'  t.«.2  ' 


voraus,    ohne  nur  im   geringsten  anzugeben,    woher  er  dieselbe  genommen 
habe,  oder  woher  sie  entstanden  sein  könnte.     Sodann  spricht  er 

1]  im  Werke  von  1825  2:  Wenn  ein  Ausdruck  y  für  sich  und  unab- 
hängig von  einem  andern  in  eine  nach  ganzen  Potenzen  des  x  fortlaufende 
Beihe  ftbergehend  gedacht  wird,  so  heisst  er  „durch  x  unmittelbar  varürt"", 
geht  aber  ein  Ausdruck  V  nur  dadurch  in  gedachte  Beihenform  über,  dass 
ein  anderer,  von  welchem  er  abhangt,  in  eine  solche  unaufhörliche  Beihe 
übergeht,  so  heisst  er  „ durch  x  mittelbar  variirt'^  etc.  etc.    Dagegen  spricht  er 

2)  in  den  beiden  andern  Werken  3:  Sowie  es  bisher  von  Nutzen  ge- 
wesen ist,  eine  Function  Vx  nach  Potenzen  von  x  in  eine  unaufhörliche 
Beihe  zu  verwandeln ,  so  kann  es  nöthig  werden ,  Vj  in  eine  nach  Potenzen 
von  X  fortlaufende  Beihe  zu  verwandeln,  während  y  selbst  eine  nach  Poten- 
zen von  X  fortlaufende  Beihe  ist,  etc.  etc.  Im  folgenden  Abschnitte^  spricht 
er:  In  manchen  Fällen  der  Anwendung  der  so  eben  mitgetheilten  Lehren 
sind  dergleichen  Beihen  von  ihrem  ersten  Gliede  unendlichwenig  verschieden , 
weil  X  unendlichklein  gedacht  ist.  Dann  nennt  man  die  einzelnen  Glieder 
des  Unterschiedes  y^  —  y  oder  V^  —  V,  die  mit  den  verschiedenen  Poten- 
zen des  X  afficirt  sind ,  die  Variation  von  y  oder  von  V,  und  es  enthält  der 
vorhergehende  Abschnitt  (wo  die  besagten  Beihenentwickelungen  vorgetragen 
sind)  den  sogenannten  Variationscalcul  seinem  Wesen  nach,  etc.  etc. 

Dadurch,  dass  er  die  unmittelbaren  Variationen  durch  unaufhörliche 
Beihen  darstellt,  hat  er  seinem  Calcul  weiter  nichts  als  die  richtige  Form 
gesichert;  aber  hinsichtlich  der  Grundlage  kann  man  mit  Becht  fragen: 
Woher  hat  der  Verfasser  seine  unaufhörlichen  Beihen  entnommen?  —  Wa- 
rum hat  derselbe  nicht  ein  Verfahren  eingeschlagen ,  aus  welchem  diese  Beihe 
mit  Nothwendigkeit  hervorgeht?  —  Warum  hat  er  die  EtUer^sche  Begrän- 
dungsweise,  die  doch  von  Lagrange  angenommen  worden  ist,  aufgegeben, 
ohne  dieses  sein  Verfahren  zu  motiviren?  —  etc.  etc. 


1)    Das  Boch  Ton  1825,  Seite  87  ond  89.    Das  Buch  vod  1831,  Seite  61  und  52.   Das 
Buch  von  1839,  Seite  289. 

S)    Man  sehe  8*  3,  Seite  88. 

3)  Man  sehe  das^Buch  ?on  1839,    Seite  289;    sodann   das   Buch  von  1831,  Seite  51, 
besonders  Seite  52. 

4)  Seite  82  des  Baches  von  1831,  und  Seite  311  des  Buches  von  1839. 
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Es  ist  bereits  gemeldet ,  dass  auch  in  dem  ansf&hrlichen  Buche  tod  1825 
fiir  die  Untersachungent  welche  auf  Doppelintegrale  führen,  noch  sehr  wenig 
gethan  ist.  Desshalb  schrieb  Poisson  eine  eigene  Abhandlung  über  diesen 
Gegenstand,  welche  1833  erschienen  ist.^  Er  hat  geglaubt,  er  müsse  (um 
für  die  Fälle,  wo  auch  die  Grenzen  des  Doppelintegrals  veränderlich  sind, 
den  Formeln  die  gehörige  Allgemeinheit  zu  geben)  dem  Galcul  ein  neues 
Princip  unterlegen ;  und  zu  diesem  Ende  hat  er  an  die  Stelle  der  beiden 
Yeränderlichen  x  und  y ,  nach  welchen  integrirt  werden  soll ,  zwei  Functionen 
zweier  neuer  Veränderlicher  u  und  v  gesetzt,  etc.  etc.  Zuletzt  hat  er  die 
beiden  Yeränderlichen  x  und  j  wieder  zurückgeführt.  Allein  durch  solches 
Verfahren  hat  er  die  ohnehin  nicht  sehr  einfache  Untersuchung  nur  noch 
mehr  verwickelt,   und  mit  unnOthigen  Schwierigkeiten  überhäuft 

Dieses  ist  der  Grund,  warum  auch  Ostrogradsky  sich  des  Gegenstandes 
angenommen,  und  1834  eine  Abhandlung^  darüber  veröffentlicht  hat.  Er 
zeigte,  dass  die  Einführung  der  beiden  neuen  Veränderlichen  unnöthig  ist, 
und  dass  bei  der  bisherigen  Grundlage  der  Variationscalcul  jede  nur  wün- 
schenswerthe  Allgemeinheit  mit  der  grössten  Einfachheit  vereinigen  kann. 

Dass  aber  auch  diese  beiden  Abhandlungen  sowohl  in  theoretischer  als 
praktischer  Beziehung  das  nicht  leisten,  was  der  Gegenstand  erfordert,  habe 
ich  bereits  (Bd.  II,  S.  737  und  738]  vollständig  und  gründlich  auseinander- 
gesetzt. Dort  kann  man  z.  B.  ersehen,  dass  in  beiden  Abhandlungen  der 
Ar  die  Variation  erster  Ordnung  hergestellte  Ausdruck  nicht  nur  unprak- 
tisch, sondern  sogar  unvollendet  ist,  dass  in  beiden  noch  immer  die  Unter- 
suchung der  Variation  zweiter  Ordnung  fehlt,  dass  in  beiden  kein  einziges 
specielles  Beispiel  vorkommt,  um  die  ohnehin  so  schwierige  Untersuchung 
in  ihren  Einzelheiten  zu  beleuchten,  etc.  etc. 

Hiermit  ist  der  Zustand,  in  welchem  sich  die  Theorie  des  höchsten 
Zweiges  der  Anaijsis  befindet,  in  kurzem  Umrisse  dargestellt;  und  wir  ha- 
ben sowohl  gesehen,  dass  viel  Vortreffliches  geleistet,  als  auch,  dass  noch 
Manches  nachzuholen  ist.  Zugleich  haben  wir  aber  auch  gesehen,  dass  in 
praktischer  Beziehung  die  Werke  von  Euler  und  Lagrange  mit  schönen  und 
interessanten  Anwendungen  ausgestattet  sind;  dass  jedoch  grade  hinsichtlich 
der  Anwendungen  noch  das  Meiste  nachgeholt  werden   muss,    werden  wir 

später  sehen. 

Viele  wichtige  historische  Notiien ,  welche  sich  aber  mehr  aaf  specielle  Anfgaben 
als  aaf  den  VanatloDScalcul  im  AllgemeiDen  bezieheo ,  findet  man  in  jenen  Schlussbe- 
merkangen ,  welche  Seite  787  hinter  dem  Inhaltsverzeichnisse  des  zweiten  Bandes  auf- 
geseidiiiet  sind. 

Bei  solchen  Verhältnissen  habe  ich  es  unternommen,  ein  Werk  über 
Variationscalcul  auszuarbeiten,  welches  in  theoretischer  und  praktischer  Be- 


*)  Sie  befindet  sich  in  dem  (1833  gedruckten)  Band  XII  der  Pariser  Sl^moiren,  und 
fbhrt  den  Titel:  Memoire  sur  le  calcnl  des  Yariatious.  Par  M.  Poisson.  Lu  k  Tacad^mie 
le  10  noTembre  1831. 

3)  Sie  befindet  sich  in  den  Petersburger  Memoiren,  serie  VI,  tome  III»  und  fuhrt 
den  Titel:  Memoire  sur  le  calcul  des  Tariations  des  integrales  multiples.  Par  JV.  Oitro- 
gradiky,    Lu  k  Tacad^mie  imperiale  des  seiendes  de  8t.  Petersbourg  le  S4  janvier  1834. 

Bmen  Abdruck  davoB  enthält  CrOWs  Jeoroal.    Bd.  XV.    Hefl  IV.    18S6. 
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Ziehung  die  yorhandenen  Lücken  ausfilillen  soll.  Ich  lege  den  Mathematikern 
zwei  Bände  desselben  vor.  Ihr  Inhalt  zerßiUt  in  einen  theoretischen  und 
einen  praktischen  Theil. 

Der  theoretische  Theil  besteht  aus  sieben  Äbtheilungen. 

« 

Die  erste  Abtheilung  (Seite  1  —  8)  bcfasst  sich  mit  den  für  die  ver- 
schiedenartigen Differentialquotienten  passenden  Bezeichnungen.  Die  oft  sehr 
zusammengesetzten  Ausdrücke  und  manichfaltig  verbundenen  Operationen , 
welche  im  (sogenannten)  Yariationscalcul  vorkommen^,  machen  vielerlei  Be- 
zeichnungen nöthig,  während  sich  bei  den  einfacheren  Beziehungen  im  Dif- 
ferential- und  Integral  -  Galcul  ein  solches  Bedürfniss  weniger  fühlbar  macht. 

Die  zweite  Abtheilung  (Seite  8 — 13}  enthält  einige  Sätze  aus  dem 
Integralcalcul.  Sie  sind  alle  bekannt,  finden  sich  aber  nicht  in  jedem  Lehr- 
buche beisammen. 

In  der  dritten  Abtheilung  (Seite  13  —  20]  finden  sich  die  Untersu- 
chungen über  den  Zeichenstand  der  homogenen  Functionen.  Hier  befindet 
sich  nichts  Neues ,  und  besagte  Untersuchungen  sind  nur  desshalb  aufgenom- 
men, um  bei  spätem  Anlässen  darauf  verweisen  zu  können. 

Die  vierte  Abtheilung  (Seite  20  —  69)  hat  zum  Gegenstande  die  Ent- 
wicklung der  ungesonderten  Functionen  in  Reihen. 

Der  Erste,  welcher  sich  mit  diesem  Probleme  befasst  hat,  war  Newton. 
Er  nahm 2  ein  Rechteck,  welches  man  sich  nach  allen  Richtungen  hin  unbe- 
stimmt erweitert  denken  muss,  und  theilte  es  in  eine  (ebenfalls  unbestimmte) 
Anzahl  gleichgrosser  Quadrate.  In  diese  zerstreute  er  sodann,  nach  einer 
gewissen  Ordnung,  die  einzelnen  Theilsätze  der  gegebenen  Gleichung,  etc. 
Das  so  eingerichtete  Rechteck  wird  das  Newtan'sche  Parallelogramm  genannt. 

Der  AbM  de  Gua  nahm  statt  des  Rechteckes  ein  Dreieck,  und  verfuhr 
auf  ähnliche  Weise.     Das  Dreieck  hat  auch  Cramer^  angenommen. 

Erst  Lagrange  stellte^  eine  rein  analytische  Methode  auf,  wodurch  das 
Problem  direct  gelöst  ist,  und  die  bisherigen  geometrischen  Nothbehelfe 
überflüssig  geworden  sind.  Die  betreffende  Abhandlung  des  Lagrange  hat 
Lacroix  erweitert,  und  so  in  sein  grösseres  Werk^  aufgenommen. 

^)  Man  sehe  z.  B.  die  Lehrsätze,  welche  durch  Gleichung  VI  auf  Seite  3,  durch  Glei- 
chung VIII  und  IX  auf  Seite  4 ,  durch  Gleichung  XVI  und  XVII  auf  Seite  7  dargestellt 
sind.  Diese  Satze  halten  bei  der  gewöhnlichen  Bezeichnungsart  nicht  dargestellt  werden 
können.    Sie  13nden  im  Variationscalcul  unendlichviele  Anwendung.    Namentlich  sind  sie  die 

Grundlage  zu  den  durch  die  Gleichungen  ^(•t-)  "^  -r^y    ^Aa)  ""  "h — '  ^^^*  ausgespro- 
chenen Wahrheiten ,' wie  man  (Bd.  I.  S.  93)  ersehen  kann- 

3)    Man  sehe : 

o.  ßfewton's  Abhandlung  ,,lllethodus  fluiionum  et  seriernm  infinitaram.*^ 

ß,  Newtoni  ppuscula.     T.  I.  p.  41  et  351. 
Sämmtliche  Werke  Newton's  sind  in  lateinischer  Sprache  herausgegeben  Ton  Horsley.  Lond. 
1779.    4.    5  Bd.    In  dieser  Ausgabe   ist  die  zuerst  genannte  Abhandlung  eingereiht  unter 
dem  Titel:   „Artis  analyticae  specimen  vel  geometria  analytica." 

^)  Introduction  d  Tanalyse  des  lignes  courbes  alg^briques.  Geneye  1750.  4.  Im  VH**"^ 
Capitel  findet  man  diese  Untersuchung  mit  sehr  vielen  Einzelheiten. 

^)    Memoires  de  Tacadem.  de  Berlin,  an  1776.    pag.  238. 

^)  Trait^  du  calcnl  differentiel  et  du  calcul  integral.  Seoonde  edition.  Tome  Pre- 
mier,   pag.  102  — 114. 
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Spater  haben  Dar  wenige  Schriftsteller  von  dem  Vorhandensein  dieses 
Problems  einige  Notiz  genommen,  und  die  Abhandlang«  welche  sich  im 
Werke  von  Lacraix  befindet«  abgeschrieben.  Sogar  die  Beispiele  haben  sie 
beibehalten  t  und  nicht  um  ein  einziges  rermehrt. 

Da  nun  die  Entwicklung  ungesonderter  Functionen  so  oft  vorkommt, 
und  der  Differentialcalcul  nur  diejenigen  Reihen  liefert,  welche  nach  gan- 
zen positiven  Potenzen  des  Fortschreitungselementes  aufsteigen;  so  muss 
allerdings  diejenige  Methode,  welche  gleichmässig  gilt  sowohl  für  die  nach 
ganzen  (positiven  oder  negativen)  als  auch  für  die  nach  gebrochenen  (positi- 
ven oder  negativen]  Potenzen  fortschreitenden  Reihen,  so  vollkommen  als 
möglich  ausgebildet  werden.  Ich  habe  mir  desshalb  das  genannte  Problem 
vorgelegt,  und  dessen  Lösung  zu  vervollkommnen  gesucht.  Meine  Beiträge 
mögen  ungefähr  folgende  sein : 

1)  Ich  habe^  gezeigt,  wie  die  verschiedenen  Reihenformen  vertheilt  sind. 
Damit  hangt  unmittelbar  zusammen 

2)  dass,  wenn  eine  Reihe  n-förmig  ist,  und  nach  gebrochenen  Potenzen 
des  Fortschreitungselementes  fortläuft,  der  Nenner  dieser  gebrochenen 
Potenzen  niemals  grösser,  wohl  aber  kleiner  als  n  sein  kann.  Ferner 
habe  ich 

3)  dargethan^,  dass  die  Gleichungen,  durch  welche  die  Coefficienten  der 
Reihen  bestimmt  werden,  in  Gruppen  zerfallen,  deren  jede  ein  eigen- 
tbnmliches  Discerptionsgesetz  beobachtet.  Dabei  ist  das  Bildungsgesetz 
zwar  nur  ein  recurrentes,  allein  es  ist  doch  einmal  ein  Bildungsgesetz 
aufgestellt,  was  früher  nie  geschehen  ist.  Nicht  jedesmal  fangt  das 
Discerptionsgesetz  mit  der  Gleichung  an,  aus  welcher  sich  der  Goefß- 
cient  des  ersten  Gliedes  ergibt,  sondern  öfters  erst  mit  einer  spätem.^ 
Desshalb  wird  auch  das  erste  Glied  nicht  immer  so  vielförmig  s^ , 
als  die  Reihe  selbst.     Auch  habe  ich 

k)    gezeigt^,    wie  die  Reihenentwickelungen  ausgeführt  werden,    wenn   in 
ungesonderten  Functionen  den  unabhängigen  Veränderlichen  Werthän- 
derungen beigelegt,    und   an  die  Stelle  der  abhängigen  Veränderlichen 
bestimmte   Functionen    gesetzt   werden.     Dass  aber  dieser  Punkt  alle 
Aufmerksamkeit    verdient,    darüber    vergleiche   man   die  Bemerkung, 
welche  Seite  67  ganz  unten  steht. 
Um  eine  vielförmige  Reihe  von  einer  einförmigen  zu  unterscheiden,  sind 
ffir  die  vielförmigen  Radicale  und  Potenzen  passende  Bezeichnungen  nöthig. 
Dergleichen  hat  schon  Cauchy  ^  vorgeschlagen.    Ein  vielförmiges  Radical  zeigt 

D 

er  durch  ifi»    und   eine   vielförmige  Potenz  durch  ((a))^  an.     Die  doppelte 
Klammer  ist  aber  oft  sehr  unbequem;    und  desshalb  habe  ich  (Seite  33)  für 


1)    Man  sehe  Seite  65-67. 

')    Man  sehe  z.  B.  Seite  63,  etc. 

3)    Man  sehe  Seile  31,  36,  63. 

^)    Man  sehe  Seite  67,  etc.;   und  die' praktischen  Anwendungen  in  den  Aufgaben  18 
bis  23,  34,  53,  54. 

^)    Conrs  d'analyse  de  Töcole  royale  polytechniqae.  1"  partie.  Paris.  1821.  pag.  7-18 


yielfOrmige  Potenzen   den  doppellen   Bracbstrich    vorgeschlagen.     So   z.  B' 
steht  (Seite  64)  die  yielförmige  Reihe 

u=A.\v"/    -+-B.W"/    -t.C.\v"/-l- 


Nach  Cauchy's  Vorschlag  müsste  man  schreiben 

a  =r  A  .  l((v))"y    H-  B  -  \((v))"/    -+-  C  •  \{(v))"/  + 

eine  Schreibart ,  die  gewiss  sehr  schwerfällig  ist.  Die  doppelte  Klammer  mag 
in  allen  den  Fällen  bleiben»  wo  keine  zwec^massigere  Bezeichnung  möglich 
ist»  z.  B.  bei  allgemeinen  Potenzen»  wo  der  Exponent  nicht  in  Bruchform 
erscheint,  und  bei  allen  transcendenten  Ausdrücken.  Jeder»  welcher  sich 
mit  dergleichen  Reihenentwickelungen  beschäftigt,  wird  nothwendig  auf  das 
Bedttrfniss  solcher  unterscheidenden  Bezeichnungen  hingeführt.  Wie  könnte 
man  ohne  eine  solche  z.  B.  an  den  Reihen  XXY  (Seite  4&9]  und  XXXII 
(Seite  &50]  erkennen,  dass  sie  zweiförmig  und  nicht  einförmig  sind?  Wie 
an  Reihe  XLIII  (Seite  451),  dass  sie  nothwendig  ?ierfdrmig  sein  muss»  und 
dass  in  ihr  die  beiden  vorhin  genannten  Reihen  enthalten  sind? 

Durch  einige  Aufmerksamkeit  kommt  man  leicht  zu  der  Ceberzeugung » 
dass  jeder  aus  einer  ungesonderten  Function  entwickelten  Reihe  alle  ihre 
Formen  schon  durch  die  Beschaffenheit  der  GoefBcienten  gesichert  sind ,  und 
dass  es  sonach  erlaubt  ist»  den  gebrochenen  Potenzen  des  Fortschreitungs- 
elementes  ihre  einfachste  Form  beizulegen. 

1)  Seite  41  steht  die  aus  einer  ungesonderten  Function  entwickelte 
dreiförmige  Reihe 

3  1 

XI)     u  =  3  .  (ifT) .  \8  +  2v 
und  mit  dieser  ist  folgende  ganz  gleichbedeutend 

0  =  3.  (ifi) .  v»  -+-  2v 

2)  Seite  54  ganz  unten  steht  die  aus  einer  ungesonderten  Function 
entwickelte  dreiförmige  Reihe 

3  7 

a  =  v4-2.v2+3.  (ifT)  -  v' 
und  mit  dieser  ist  folgende  ganz  gleichbedeutend 

3  7 

as=v  +  2.v2-+-3.  [Hfl]  .  V« 

3)  Seite  61   steht   die   aus   einer  ungesonderten  Function  entwickelte 

— ^ — ~ — -  förmige  Reihe 

2 


V)  0  =  A  .  xn  + 1  -h  Rl 

wo  der  Goefficient  A  ein  — ^ — ^ — ^  förmiger  Ausdruck  ist »  und  die  Potenz 

^  n  +  1 

x«  +  *  entweder  (n  4-  1 )  oder  — - —  verschiedene  Formen  hat »  je  nachdem 

(n  +  1)  eine  ungrade  oder  grade  Zahl  ist;    und  so  hat  es  den  Anschein» 


XXI 

n     I  n  "^    1  i 

als  habe  das  erste  Glied  mehr  als  — ^ — - —   verschiedene  Formen.    Es  ist 

1  .  2 

aber  (Seite  61  —  63)  nachgewiesen  ,  dass  es  doch  nicht  mehr  als  — ~ — - — ^ 

verschiedene  Formen  hat,  und  dass  man  statt  obiger  Beihe  auch  schreibe« 
kann 

2_ 

a  =  A  •  XB  + 1  -h  Ri 

Die  Reihe  Y]  ist  um  so  beachtenswerther ,  als  sie  ein  Beispiel  liefert,  wo 
die  Formen  des  Coefficienten  andere  sind,  als  die  des  ForLschreitnngsele- 
mentes,  und  doch  das  ganze  Glied  nicht  mehr  Formen  annehmen  kann,  ab 
schon  dem  Goeflicient  zukommen. 

Dieses  Verfahren  gilt,  vrie  gesagt,  jedesmal  bei  Reihen,  welche  aus 
ungesonderten  Functionen  entwickelt  sind.  Kommt  man  aber  einmal  zu  ei* 
Der  Beihe ,  welche  auf  andere  Weise  entstanden  ist ,  z.  B.  zu  folgender  Reihe 

4  5  7 

u  =  A  •  V  -h  B  •  v^  H-  v^  —  V* 

6  7 

WO  A  und  B  einförmig  sind ,  und  den  Potenzen  v^  und  v^  die  Zahl  i  als 
CoefBcient  zugedacht  werden  muss;  und  will  man  die  Potenzen  des  Fort- 
schreitungselemenfes  nur  einförmig  nehmen,  zugleich  aber  der  Beihe  den- 
noch ihre  drei  Formen  beilegen,  so  muss  man  setzen 

4        4  5        5  II 

u  =  A  .  V  -h  B  .  (1)8  .  V«  -h  Oy  '  V*  —  0)*  •  V* 

In  der  fünften  Abtheilung  (Seite  69  — 131)  kommt  die  Theorie  des 
(bis  jetzt  sogenannten)  Variationscalculs  vor.  In  der  Einleitung  (§.  47)  befindet 
sich  die  Darstellung  und  Yergleichung  der  zweierlei  Aenderungen ,  welche  eine 
Function  erleiden  kann,  und  die  Gründe,  warum  man  dem  Zweige  der 
Analjsis,  um  den  es  sich  hier  handelt,  eine  andere  Benennung  geben  müsse. 
Sodann  kommt  das  System,  nach  welchem  er  vorgetragen  werden  soll. 

Die  unmittelbaren  reinen  Mutationen  (Seite  69  —  97)  habe  ich  nicht  ganz 
nach  der  Evier- Lagrange* sehen  Weise  vorgetragen.  Nach  letzterer  gilt,  wie 
firüher  schon  einmal  angedeutet  wurde,  eine  Function  ip[\)  für  unmittelbar 
mutirt,  wenn  sie  in  eine  andere  9(x,  x)  in  der  Weise  übergeht,  dass  bei 
X  =r  0  sich  9(x ,  x)  auf  9>(x)  zurückzieht.  Mein  Verfahren  aber  ist  folgen- 
des :  Eine  Function  ^(x)  wird  unmittelbar  mutirt ,  wenn  sie  in  eine  andere 
F(x)  übergeht;  dann  erst  fähre  ich  das  Element  x  so  in  F(x)  ein,  dass  diese 
die  Form  ^^[x,  x)  annimmt,  welche  sich  bei  x  =  0  auf  9>(x)  zurückzieht, 
und  bei  dem  passenden  speeiellen  Werthe  des  x  wieder  in  F(x)  übergeht.^ 
Hinsichtlich  der  verschiedenen  Arten ,  wie  das  Element  x  in  F(x)  einzuführen 
ist,  habe  ich  passende  Begeln  aufgestellt^  Sodann  habe  ich  mittelst  des 
Maclaurin' sehen  Satzes  entwickelt,  wodurch  der  unmittelbaren  Mutation  alle 
jene  Vorzüge  gesichert  sind,  die  dieser  Satz  selbst  hat.     Dafbr,    dass  eine 

1)  Eine  Beortheilung  des  EtUer-Lagrange'ichm  Verfahrens  findet  man  in  der  ersten  Be- 
merksDg,  Seite  96. 

2)  Man  sehe  $.  56  ond  die  Betsptole  in  $.  68. 
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noch  ganz  allgemeine  unmiUelbare  Matation  nur  dnrch  eine  unaufhörliche 
Reihe  dargestellt  werden  könne,  habe  ich  den  Beweis  geliefert.^  Auch  fin- 
det man  3  eine  neue  und  in  höchster  Allgemeinheit  durchgeführte  Begrün- 
dung der  für  die  Mutationen  in  theoretischer  und  praktischer  Beziehung  so 
wichtigen  S&tze,  welche  durch  die  Gleichungen 

ausgesprochen  sind. 

Die  mittelbaren  reinen  Mutationen  (Seite  97 — 114)  finden  ihre  Begrün- 
dung in  der  der  unmittelbaren.  Desshalb  habe  ich  hierüber  nichts  wdter 
zu  berichten »  als  dass  auch  sie  mittelst  des  Maclaurin'schen  Satzes  entwickelt 
worden  sind»  und  bei  diesen  Entwickelungen  selbst  jede  nur  wünschbare 
Eleganz  erreicht  werden  kann. 

Hiermit  ist  die  Theorie  der  eigentlichen  Mutationen  abgeschlossen.  Man 
kann  aber  die  Operationen  noch  verwickelter  machen,  und  mit  den  Muta- 
tionen die  Werthänderungen  der  nichtmutablen  Veränderlichen  verbinden. 
So  gelangt  man  (Seite  11&  — 128)  zu  den  (von  mir  sogenannten)  gemischten 
Mutationen.  Diese  Idee  ist  bis  jetzt  allen  andern  Mathematikern  entgangen ; 
und  doch  liefert  sie  die  wirksamsten  Mittel  zur  Lösung  der  wichtigsten  Pro- 
bleme. Die  Werthänderungen  des  x  werden  im  Differenzencalcul  gewöhn- 
lich mit  X  +  Dx  bezeichnet.  Um  aber  die  gemischten  Mutationen  gleichfalls 
auf  den  Maclaurin' sehen  Satz  zu  begründen ,  habe  ich  ^  die  Werthänderungen 
des  X  durch  die  unaufhörliche  Beihe 

x^                    x^ 
X  4-  X  •  i9x  H .  ^H  H .  i^^x  -h 

1.3  1.2.3 

dargestellt.  Es  ist  zwar  richtig,  dass,  wenn  diese  Werlhftnderung  unab- 
hängig ist,  schon  die  allereinfachste  Beihenform 

X   +  X  •  f?X 

genügt;  wenn  aber  diese  Werthänderung  abhängig  ist,  so  muss  man  obige 
unaufhörliche  Beihe  nehmen.  Um  nun  den  Calcul  für  alle  Fälle  gleichför- 
mig zu  machen,  habe  ich  alle  Entwickelungen  allgemein  durchgeführt.  Aus- 
serdem habe  ich  manches  Problem^  gelöst,  wo  man  im  Voraus  gar  nicht 
wissen  kann,  ob  die  Werthänderungen  abhängig  oder  unabhängig,  sondern 
wo  sich  erst  im  Laufe  der  Untersuchung  gezeigt  hat,  dass  dieselben  in  der 
That  abhängig  sind ;  und  bei  diesen  Problemen  wäre  man  in  ein  grosses  Ge- 
dränge gekommen,  wenn  man  nicht  schon  beim  Anfange  der  Untersuchung 
eine  in  allgemeiner  Form  dargestellte  Werthänderung  angewendet  hätte.  In 
allen  jenen  Fällen ,  wo  die  gemischten  Mutationen  zwar  allgemein  entwickelt 
sind,  aber  dennoch  die  geschlossene  Beihe 

X  4-  X  •  i9x 


>)  Man  sehe  §.  60.    Auch  vergleiche  man  Seite  XIV  dieser  Vorrede. 

2)  Man  sehe  Seile  93. 

3)  Band  I.  Seite  116  und  117. 

*}  Band  11.  Zusatz  7  in  Aafg.  160,  Znsatz  3  in  Aurg.  176,  Zusatz  4  in  Aufg.  178,  etc. 
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genügt«  kann  man  die  einfachere  Form  sich  dadurch  verschaffen,  dass  man 
die  übrigen  Goefficienten  ^^x,  ^H^  etc.  zn  Null  werden  lässt.^  So  wie 
aber  die  gemischten  Mutationen  sich  der  Idee  und  Ausfährung  nach  von 
den  reinen  unterscheiden ,  so  musste  für  sie  auch  eine  neue  Bezeichnungs- 
weise eingeführt  werden,  sonst  wäre  die  ärgste  Gonfusion  der  Begriffe  nn- 
▼ermeidlich. 

Die  Idee  der  Mutationen  konnte  noch  weiter  ausgedehnt  werden;  und 
so  gelangte  man  (Seite  128  —  131)  zu  den  zusammengesetzten.  Auch  hier- 
für mussten  eigne  Bezeichnungen  eingeführt  werden ,  und  zwar  eine  eigne  für 
die  zusammengesetzten  reinen,  und  eine  eigne  für  die  zusammengesetzten 
gemischten  Mutationen.  Sie  sind  so  wichtig,  dass  man  ohne  sie  die  schön- 
sten und  interessantesten  Probleme  nur  höchst  unvollständig  auflösen  könnte 
(man  sehe  Bd.  II.  Seite  708  die  Schlussbem.  zu  Aufg.  282). 

In  der  sechsten  Abtheilnng  (Seite  132 — 165)  befinden  sich  Speciali- 
täten ,  welche  zwar  auch  zur  Theorie  der  Mutationen  gerechnet  werden  können, 
aber  in  der  vorigen  Abtheilung  keinen  schicklichen  Platz  gefunden  haben. 
Man  lese  das  Inhaltsverzeichniss  darüber  nach.  Besonders  beachte  man  den 
Nachweis 2  der  Irrthümer  und  Widersprüche,  denen  jene  Lehrer  und  Schrift- 
steller nicht  entgehen ,  welche  sich  begnügen ,  auch  für  eine  allgemeine  Mn- 
tation  bloss  die  allereinfachste  geschlossene  Beihenform 

oder,  was  dasselbe  ist, 

g)(x  •   •   •    •  w)  H-  X  •  ^<p(x  •   •    •   •  w) 

ZU  setzen. 

Die  siebente  Abtheilung  (Seite  166 — 356)  enthält  eine  auf  die  Theo- 
rie der  Mutationen  gegründete  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten  und  andere 
damit  zusammenhangende  Untersuchungen. 

In  der  Einleitung  (Seite  165 — 171)  werden  zweierlei  ausgezeichnete  Zu- 
stände unterschieden.  Die  einen  sind  die,  welche  einen  bestimmten  Werth 
haben,  und  Maximum-werth ,  Minimum- werth ,  Gränz-werth,  Einzel-werth 
heissen.  Die  andern  sind  die,  welche  mit  veränderlichen  Elementen  verse- 
hen sind,  bei  jedem  Werthe  dieser  Veränderlichen  die  Eigenschaft  eines 
Grössten,  Kleinsten,  etc.  haben  und  behalten,  und  von  mir  Maximum-stand, 
Minimum-Stand,  etc.  genannt  werden. 

Indem  ich  nun  in  das  Einzelne  eingehe ,  halte  auch  ich  mich  an  Euler's 
Vorgang,  und  unterscheide  dreierlei  Ausdrücke. 

Zur  ersten  Art  (Seite  171  — 231)  gehören  diejenigen,  die  aus 
mutablen  und  nichtmutablen  Veränderlichen  zusammengesetzte  ürfunctionen 
sind,  und  wo  für  die  mutablen  Veränderlichen  bestimmte  Functionen  ge- 
sucht werden  sollen.  Der  Umstand,  dass  Functionen  gesucht  werden,  bringt 
mit  sich,  dass  dergleichen  Probleme  zu  den  Anwendungen  der  Mutationen 
gehören;    und  wer   nicht  ganz  damit  übereinstimmt,    den  verweise  ich  auf 

^)    Man  gehe  den  Schluss  des  g.  77  ond  78;  ferner  Aufg.  2  und  Auff.  16. 
2)    Man  sehe  §.  110,  Seite  163-166. 
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eine  Gattung  von  Untersuchangen  und  Aufgaben ,  welche  hier  in  diesem 
Boche  zum  ersten  Male  yorkommt.^ 

Zur  zweiten  Art  (Seite  231 — 274)  gehören  diejenigen  Ausdrücke, 
in  welchen  auch  Differentiale  vorkommen.  Ich  habe  schon  einmal  erwähnt, 
dass  Lagrange^  das  Vorhandensein  solcher  Probleme  nur  angedeutet  habe, 
und  dass  sie  erst  von  Ohm^  ausfuhrlicher  behandelt  worden  seien.  Die  Un* 
tersuchungen  haben  an  und  iur  sich  nichts  Schwieriges ;  doch  habe  ich  auch 
hier  Gelegenheit  gehabt,  manche  auf  eigenthümliche  Weise  zu  behandeln  und 
durchzuführend 

Zur  dritten  Art  (Seite  274  —  356)  gehören  diejenigen  Ausdrucke , 
wo  Integrale  vorkommen.  Obgleich,  wie  schon  öfters  erwähnt,  dergleichen 
sich  am  frühesten  dargeboten  haben;  so  habe  ich  die  betreffende  Theorie 
doch  in  einem  Zustande  angetroffen,  welcher  mir  noch  Vieles  zu  thun  übrig 
liess.  Ich  habe  flir  gut  gefunden,  in  der  Theorie  des  Grössten  und  Klein- 
sien nur  diejenigen  Untersuchungen  vorzutragen,  welche  sich  auf  einfache 
Integrale  beziehen,  dagegen  diejenigen ,  welche  sich  auf  zweifache ,  dreifache, 
etc.  Integrale  beziehen,  später  mit  den  zugehörigen  Aufgaben  zu  verbinden. 
Sonach  habe  ich  hier  an  dieser  Stelle  auch  nur  erstere  Untersuchungen  zu 
berühren. 

Wenn    man    aus   dem    Ausdrucke  U  =  |    V  .  dx    den   ersten  Mnta- 

tionscoefficient  dU  =  |    dV  .  dx    hergestellt   hat ,    dann  kann   man  soviele 

theilweisen  Integrationen  ausführen,  bis  endlich  unter  dem  Integralzeichen 
kein  Veränderlicher  mehr  den  beiden  durch  d  und  Ö  angezeigten  Operatio- 
nen zugleich  unterworfen  ist.  Die  ursprüngliche  Form  des  dU  ist  bis  jetzt 
von  Niemand  untersucht  worden.  Dieses  ist  aber  eine  Einseitigkeit ,  wie  an 
folgendem  Beispiele  gezeigt  werden  soll. 

Man  sucht  für  j  eine  solche  Function  von  x,  dass  das  Integral 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 
Man  mutire,  so  gibt  sich  .^ 

r 

•    I)    (Jü  =  p  (2(y  -  x)  .  dy  4-  2  .  (I  -  p)  .  ^)  .  dx 

Man  forme  um ,  so  bekommt  man 


1)  Mao  tehe  die  Uotersoobongen  20 --23  in  Bd.  I.  Seile  S18-231,  aod  die  Anri^aben 
55-60  iD  Bd.  I.  Seite  469-480. 

2)  Theorie   des    fooctioDS   analytiques.    Seconde  partie,   chap.   XI,  Nro.  59  and  60. 
Zweite  Ausgabe. 

3)  In  seiner  Lehre  des  Grössten  ond  Kleinsten.     Seite  208—844. 

4)  Han  sehe  die  üntersachnngen  28—47  (Bd.  I.  Seite  251,  etc.),    und   vergleiche  sie 
mit  denen,  welche  sich  an  der  so  eben  citirten  Stelle  der  Ohm'§okm  Schrift  befinden. 
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II)    dl]  =  2(1   -  p)^  .  ay„  -  9(1  -  p).  .  ay.  4- J"2(y  -  X  -h  g)  .  dy  .  .W 

Diese  beiden  (in  I  und  11  aufgestellten)  Formen  des  dl]  sind  dem  Werlhe 
nach  einander  vollkommen  gleich.  Welche  aber  soll  man  nehmen,  um  das 
gesuchte  Grösste  oder  Kleinste  zu  finden  ?  —  Alle  bisherigen  Theorien  ent- 
scheiden sich  einstimmig  f&r  die  zweite  Form,  und  lassen  die  erste  ganz 
unberücksichtigt;  aber  den  Beweis  sind  sie  schuldig  geblieben.  Da  ich  nun 
eben  so  wenig  einen  Beweis  aufstellen  kann,  als  meine  Vorgänger;  so  un- 
tersuche ich  beide  Formen ,  und  das  Ergebniss  ist  folgendes : 

a)     Aus  der  ersten  Form,   wenn  sie  zu  einem  Resultate  fährt,    ergibt 
sich  eine  von  den  Gränzen  unabhängige  Function ;  dagegen 

ß)     aus   der  zweiten  Form  kann   sich  nur  eine  von  den  Gränzen  ab- 
häniriffe  Function  ergeben.  .      ">-  if     ^r-    ii 

Dieses  mag  jetzt  ausgeführt  werden.  "7^;^"^  '\ 

A)     Untersuchung  der  ersten  Form  des  äü.  ^^^^   '''    -  Ki> /'  ^  ^''  '' 

Ans  I  folgen  gleichzdtig  die  beiden  identischen  Gleichungen 

III)    y  —  x  =  0,       and        IV)    1— p  =  0 
Die  Function,  welche  diesen  beiden  Gleichungen  zugleich  genügt,  ist 

V)    y-x 

und  somit  bekommt  man 

VI)     ü  =  g(3-a«)-  g(3-a«). 

* 

Dm  zu  untersuchen,  ob  dieser  Ausdruck  ein  Grösstes  oder  Kleinstes  sei, 
mntire  man  II  noch  einmal;  und  wenn  man  die  Gleichungen  III  und  IV 
beachtet  •  so  bleibt  nur 


VII)    ^ü  =  r  (2  .  .»,^  -  3  .  (^y)*)  .  dx 


Man  forme  um,  so  bekommt  man  (nach  Bd.  I.  Seite  284—287) 

VIII)     ^U  »  2  •  lg(m  4-  a)  .  i)y^  -  2  .  Ig(m  4-  a)  •  dyl 


-2.J^(lg(m-Hz).dy+^)'.d» 


Der  Werth  dieses  Ausdruckes  ist  bekanntlich  (Bd.  I.  Seite  285,  etc.)  unab- 
hängig von  den  beliebigen  Werthen,  die  man  dem  Gonstanten  m  beilegt. 
Man  lege  also  dem  Gonstanten  m  einen  solchen  Werth  bei,  dass  die  Glei- 
chung 

IX)    2  .  tg(m  -+-  a)  .  dy*  —  2  .  tg(iD  -f^  a)  •  «y*  —  0 

stattfindet.     Dabei  reducirt  sich  VIII  auf 

1)    d«ü- -2.r*(tg(ni  +  x)-ay  4-^)^dl 

Gleichung  IX  ist  gleichbedeutend  mit  folgender 

Xi)      ^  +  »«    .  ay^  -     ^  ^  ^g'   .  ay»  =  0 
^    t  —  Igm  •  Iga     ^«       1  -  tgm  .  Iga     ^a 
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und  Gleichung  X  ist  gleichbedentend  mit  folgender 

^  Ja  ^*  ~  ^^^  •  (gx      -^  ^    dx  ; 

Jetzt  hat  man  tgm  aus  XI  zu  bestimmen,  und  den  sich  ergebenden  Ausdruck 
in  XII  zu  substituiren.  Doch  dieses  ist  nicht  nölhig;  man  erkennt  schon, 
dass  das  in  XII  befindliche  d^U  unter  allen  Umständen  negativ  bleibt,  und 
die  von  den  Gränzen  unabhängige  Function  j  <»  x  den  Xusdruck  VI  zu 
einem  Grössten  gemacht  hat. 

B)     Untersuchung  der  zweiten  Form  des  dU. 

Daraus  folgt  zuerst  die  Hauptgleichung 

und  die  Gränzengleichung 

0  -  P\  •  ^y«  -  (I  -  p). .  ^y,  =  0 

Hier  bekommt  man  eine  von  den  Gränzen  abhängige  Function ,  welche  aber 
nicht  aufgesucht  werden  soll,  weil  grade  dieses  Geschäft  bisher  bei  allen 
derartigen  Aufgaben  ausgeführt  worden  ist. 

Nun  kommt  die  Frage:  Warumhaben  die  Mathematiker  die  erste  Form 
des  dU  bisher  keines  Blickes  gewürdigt?  —  Die  Antwort  ist  folgende:  Wä- 
ren sie  mit  jener  grossen  Klasse  von  Aufgaben,  welche  in  Bd.  IL  Seite  1 
bis  211  vertreten  ist,  und  wo  gewöhnlich  eine  und  dieselbe  Function  meh- 
rere Gleichungen  zugleich  erfüllen  muss ,  näher  vertraut  gewesen ;  so  wären 
sie  auch  auf  den  Gedanken  gekommen,  zu  untersuchen,  ob  die  erste  Form 
des  dU  zu  einem  Resultate  führe  oder  nicht.  Die  Thatsache  aber,  dass 
diese  erste  Form  nicht  immer  zu  einem  Resultate  führt,  berechtigt  keines-  . 
wegs  zu  der  Bequemlichkeit,  dieselbe  ganz  unberücksichtigt  zu  lassen,  und 
nur  die  zweite  Form  zu  untersuchen. 

Was  aber  von  der  ersten  Form  des  dU  in  dem  soeben  aufgestellten 
einfachen  Beispiele  gilt,  gilt  natürlich  auch  in  solchen  Beispielen,  wo  höhere 
(totale  oder  partielle)  Differentialquotienten  vorkommen,  d.  h.  aus  der  ersten 
Form  des  dU,  wenn  sie  zu  einem  Resultate  führt,  gibt  sich  eine  von  den 
Gränzen  unabhängige,  dagegen  aus  der  zweiten  Form  eine  von  den  Gränzen 
abhängige  Function. 

Wenn  ein  Integral  U  =  }  V  .  dx  von  zwei  Functionen  y  und  z  zu  ei- 
nem Maximum-Stande  oder  Minimum-stande  gemacht  werden  soll,  und  zwi- 
schen y  und  z  eine  Bedingungsgleichung,  sei  sie  eine  Urgleichung  oder 
Differentialgleichung,  stattfindet;  so  ist  die  Behandlung  der  Gränzenglei- 
chung und  die  Herstellung  des  Prüfungsmittels  gewöhnlich  mit  Schwierigkei- 
ten verbunden,  zu  deren  Erledigung  bis  jetzt  soviel  wie  nichts  geschehen  ist. 
Man  findet  sie  aber  alle  von  mir  erledigt.^ 


^)    Man  sehe  Bd.  I.  Seite  827  und  Seite   316-321,    besonders   die  Anmerkung   mf 
Seite  321.    Ferner  sehe  man  Bd.  II.  Seite  361-363,  365,  395-398,  etc.  etc. 
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Die  Probleme ,  wo  auch  die  Gräazelemeiite  Wertbänderungea  er- 
leiden,  habe  ich  mittelst  der  (vod  mir  sogenannten]  gemischten  Muta- 
tionen gelöst ,  und  dadurch  erst  das  wahre  Licht  über  dergleichen  Un- 
tersnchnngen  TerbreitetJ  Allen  meinen  Vorgängern  ist  es»  wie  gesagt,  ent- 
gangen f  zwischen  Mntalion  und  Werthänderung  zu  unterscheiden ;  und  so 
sind  dieselben  auch  nicht  in  den  Fall  gekommen,  neben  der  für  die  Muta- 
tionen bereits  eingeführten  Bezeichnung  noch  eine  weitere  für  die  Werth- 
änderungen geltende  einzuführen.  Wenn  ihnen  nun  ein  Problem  vorkam, 
zu  dessen  Lösung  die  Vereinigung  beider  Begriffe  nöthig  ist;  so  haben  sie 
auch  da  Mutationen  angewendet,  wo  Werthänderungen  hätten  angewendet 
werden  sollen,  sie  haben^also  auch  da  das  Zeichen  der  Mutationen  gesetzt, 
wo  ich  das  der  Werthänderungen  setze.  Sowie  aber  zwischen  dem  Begriffe 
einer  Mutation  und  dem  einer  blossen  Werthänderung  ein  wesentlicher  Un- 
terschied besteht,  so  ist  auch  die  Behandlungsweise  beider  wesentlich  ver- 
schieden; und  in  dieser  Beziehung  verweise  ich  auf  die  zwei  letzten  Auf- 
gaben (Nr.  287  und  288),  welche  ganz  vorzüglich  geeignet  sind,  die  Ver- 
schiedenheit der  Behandlungsweise  vor  die  Anschauung  zu  fahren. 

Die  bisher  üblichen  zwei  Methoden  zur  Auflösung  der  (von  Euler)  soge^ 
nannten  relativen  Grössten  und  Kleinsten  leiden,  wie  ich^  nachgewiesen 
habe,  an  bedeutenden  Mängeln.  Ich  habe  dafür  eine  andere  Methode  auf- 
gestellt 3,  welche  auf  die  gemischten  Mutationen  gegründet  ist ,  und  in  jeder 
Beziehung  alle  Wünsche  befriedigen  kann. 

Von  den  theoretischen  Untersuchungen,  welche  sich  auf  zweifache,  drei- 
fache, etc.  Integrale  beziehen,  wird,  weil  sie  sich  bei  den  zugehörigen  Auf» 
gaben  befinden,  später  an  der  geeigneten  Stelle  die  Bede  sein. 

Der  praktische  Theil^  toelcher  Aufgaben  über  das  Gros  sie  und  Kleinste  ent- 
hält, musste  ebenso^  une  die  betreffende  Theorie ^  m  drei  Abtheilungen  gebracht 
werden. 

In  der  ersten  Abtheilung  (Bd.  L  S.  327 — 480)  kommen  60  Aufgaben 
vor,  welche  auf  Ausdrücke  führen,  die  wirkliche  Urfunctionen  sind.  Der- 
gleichen Aufgaben  findet  man  hier  zum  ersten  Male.  Weil  bei  ihnen  eine 
Function,  eine  Curve,  eine  Fläche,  etc.  gesucht  wird;  so  gehören,  wie 
schon  einmal  bemerkt,  auch  sie  zur  Anwendung  des  (bis  jetzt  sogenannten) 
VariationscalcuFs.  Die  meiste  Beachtung  mögen  die  sechs  letzten  (Nr.  55 
bis  60)  verdienen. 

Besonders  vollständig  sind  diejenigen  behandelt,  welche  auf  ungeson- 
derte Gleichungen  führen.  Die  dabei  nölhigen  Beihenentwickeinngen  haben 
öfters  mit  den  grössten  Schwierigkeiten  zu  kämpfen.  Ich  habe  daftir  gesorgt, 
dass  man  diese  kennen  lerne,  aber  auch  erledigt  finde.  An  andern  Orten 
wird  man  sich  vergeblich  nach  dergleichen  Beihenentwicklungen  umschauen ; 
und  doch  kann  ohne  sie  kein  Fall,  bei  welchen  einmal  Null  in  den  Nenner 


'}    Man  sehe  Bd.  I.  Seite  330-339. 

S)    Erster  theoretischer  Nachtrag.    Bd.  II.  Seite  740-763. 

3)    Mao  sehe  Bd.  1.  0.  865 -269,  Seite  339-356. 
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komsit,  voUst&ndig  untersucht  werden.  (Man  vergleiche  die  Aufgaben  18 
bis  33,  3b  bis  36,  und  yorzüglich  63.) 

Man  hat  bis  jetzt  übersehen,  dass  man  bei  Herstellung  des  Prä4fings->- 
mittels  sich  überzeugen  müsse,  ob  alle  (wenn  auch  unendlichvielen)  GKeder 
der  Gesammtmutation  reell  bleiben.  Bleiben  nemlich  alle  reell,  und  ist  je«- 
des  folgende  Glied  gegen  das  rorhergehende  im  Momente  des  Yerschwindens 
befindlich ;  so  hangt  die  Positivität  oder  Negativität  der  ganzen  Reihe  vom 
ersten  Gliede  ab,  und  es  existirt  ein  Grösstes  oder  Kleinstes,  je  nachdem 
das  erste  Glied  beständig  negativ  oder  positiv  bleibt.  Wird  aber  ein  wenn 
auch  noch  so  spätes  Glied  der  Gesammtmutation  imaginär,  so  kommt  fol- 
gender Satz  zur  Anwendung: 

„Das  Imaginäre  und  Reelle  können  weder  zusammen  addirt  noch  von^ 
,,  einander  subtrahirt,  desshalb  kann  auch  das  eine  nicht  gegen  das  andere 
),in  den  Moment  des  Yerschwindens  gesetzt  werden.*^ 

Eine  Reihe  gilt  also  nicht  für  reell ,  sobald  ein  wenn  auch  noch  so  spä- 
tes Glied  imaginär  wird;  und  dabei  existirt  weder  ein  Grösstes  noch  ein 
Kleinstes.  In  dieser  Reziehung  vergleiche  man  die  Aufgaben  11,  12  und 
15.  In  den  Aufgaben  11  und  15  ist  AD  «  0  und  d^U  =  6  .  dy^.  In  Auf- 
gabe 12  dagegen  ist  dU  »  0,  d^  =  0,  d3D  =  0  und  d^D  =^  2fc  .  SjK 
Wenn  man  nun  um  die  folgenden  Glieder  sich  nicht  weiter  bekümmert,  so 
kann  man  allerdings  zu  der  Meinung  kommen,  dass  ein  Minimum-stand 
existire,  während  in  der  That  ein  Gränzstand  stattfindet. 

Alle  Ausdrücke,,  die  man  bis  jetzt  für  das  Prüfungsmittel  aufgestellt, 
sind  hinsichtlich  der  Dimensionen  des  Fortschreitungselementes  homogen  ge- 
wesen. Es  gibt  aber  auch  Fälle,  yfo  diese  Homogenität  nicht  stattfindet. 
So  2.  R.  steht  in  Aufgabe  26  (Rd.  I.  Seite  403)  für  das  Prüfungsmittel  fol- 
gender Ausdruck 

-+-  3c4 .  (^z  -H  —  .  a«z  H-  —  'dh  + ) 

\  1.2  1.2.3  / 

d.  h.  die  von  j  herrührende  Mutation  kommt  in  der  zweiten  Potenz,  da- 
gegen die  von  z  herrührende  kommt  in  der  vierten  Potenz  vor;  und  dabei 
findet  ein  Minimum-stand  statt.  Ferner  in  Aufgabe  27  (Seite  405 ,  Gleichung 
VI]  steht 

J{]  i^  h3  .  x3  .  My  +  —  .  (J2y  4-  -^  ^  d^i  -h P 

\    "^      '      1.2  "^  1.2  3  / 

4-  (2lf  ai  4-  X  .  az  4-  —  •  <5^z  H- )    .  x«  .  ^cJz  +  ^  •  d«z  4- ) 

Auch  hier  kommen  die  von  y  und  z  herrührenden  Mutationen  in  verschiede- 
nen Dimensionen  vor ;  und  es  findet  wieder  ein  Minimum-stand  statt. 

Solche  Erscheinungen  zeigen  sich  gewöhnlich  ,  wenn  die  zur  Restimmung 
der  gesuchten  Functionen  nöthigen  Gleichungen  sich  dadurch  ergeben,  dass 
man  die  Neuner  zu  Null  werden  lässt,  wie  in  diesem  Buche  an  sehr  vielen 
Stellen  geschehen  ist. 


> 


Die  Form  -  kommt  sehr  häufig  vor»   Torzttglich  in  Aufgaben,    welche 

•nf  QDgesonderte  Gleichungen  fähren.  Ich  habe  den  wahren  Werth  dieser 
Form  durch  directe  Beihenentwickelung  ermittelt,  ein  Verfahren,  welches 
jedesmal  zum  Ziele  föhrt.^ 

In  der  zweiten  Abtheilung  (Bd.  IL  S.  1  —211)  kommen  98  Aufgaben 
Yor,  welche  auf  Ausdrucke  fuhren,  wo  auch  Differentiale  eingehen.  AuJ^ 
gaben  dieser  Art  existirten  früher  nur  folgende  vier: 

Nr.  72,  welche  von  Lagrange  herstammt. ^ 

Nr.  68,  95  und  96,  welche  von  Ohm  herstammen.^  Nr.  68  ist  die  ein- 
fachste, die  von  dieser  Art  möglich  ist.  Bei  Nr.  95  und  96  hat  der  Ur- 
heber nur  den  ersten  und  einfachsten  Fall  behandelt;  die  übrigen  und  grade 
schwierigeren  Fälle  habe  ich  hinzugefügt. 

Hiermit  erkennt  man»  dass,  eine  Kleinigkeit  abgerechnet,  der  Inhalt 
dieser  ganzen  Abtheilung  von  mir  geschaffen  ist.  Man  wird  daselbst  viele 
interessante  Aufgaben  finden,  wo  schwierige  Integrationen  vorkommen.  Man 
wird  aber  auch'  Aufgaben  finden ,  welche  ich  zwar  gehörig  in  Ansatz  ge- 
bracht, jedoch,  um  eine  allzugrosse  Ausdehnung  des  Buches  zu  vermeiden, 
nicht  vollständig  durchgeführt  habe.  Diese  habe  ich  desshalb  mitgetheilt, 
weil  es  jedenfalls  instrnctiv  ist,  das  Vorhandensein  recht  vieler  und  verschie- 
denartiger Aufgaben  kennen  zu  lernen.  Der  Leser  kann  ihre  Lösung  ver- 
suchen, da  ihm  dazu  Anleitung  genug  gegeben  ist. 

In  der  dritten  Abtheilung  (Bd.  IL  Seite  212--739)  kommen  135 
Aufgaben  vor ,  welche  auf  Ausdrücke  führen ,  wo  Integrale  eingehen. 

L  Für  die  Aufgaben ,  welche  auf  einfache  Integrale  flikren ,  konnte  ich 
zwei  vortreffliche  Vorarbeiten  benützen. 

Die  eine  ist  das  berühmte  VV^erk  von  1744.  Euler  hat,  wie  schon  ein- 
mal gesagt,  alle  bis  zu '^ jener  Zeit  gelösten  Aufgaben  zusammen  getragen, 
und  noch  mit  eigenen  vermehrt  Es  sind  aber,  mit  Ausnahme  einer  einzigen^, 
nur  solche,  wo  eine  ebene  Curve,  oder  eine  einzige  Function  des  einzigen 
Vertederlichen  x  gesucht  wird.  Da  das  Werk  vor  Erfindung  des  Variations- 
calcurs  geschrieben  worden  ist ,  so  sind  die  dortigen  Auflösungen  nur  unvoll- 
ständig ;  denn  es  fehlen  jedesmal  die  GrSnzengleichungen  und  das  Prüfungs- 
mittel. Aus  diesem  Werke  habe  ich  32  Aufgaben  entnommen,  und  bei  je- 
der den  Ort  angegeben,  wo  sie  im  Original  zu  finden  ist. 

Die  zweite  Vorarbeit  besteht  aus  den  in  Lagrange' $  Schriften  zerstreuten 
Aufgaben.  Von  diesen  habe  ich  14  aufgenommen ,  und  auch  dabei  jedes- 
mal den  Ort  angegeben,  wo  man  sie  im  Original  finden  kann.  Aber  auch 
Lagrange  hat  bei  keiner  einzigen  Aufgabe  das  Prüfungsmittel  hergestellt ;  und 
was  die   Gränzfälle  anbelangt,    so  hat  er  jedesmal  nur  die  allereinfachsten 


^)    Man  Tergleiche  wegen  dieser  ErmiUelung  die  Aufgaben  iS,  30»  d3»  34,  etc.,   be- 
sonders aber  53. 

2)     Tii^orie  des  fonctions  analytlques.  Seconde  partie ;  obap.  XI ;  Nr.  59.  Zweite  Ausgabe. 

^)    System  der  Mathematik.     Berlin  1833.     Bd.  VII.    Zweiter  Anhang,   Seite  47-53, 
sodann  Seite  58  and  59. 

*)    Man  sehe  die  Sehlossbemerkong  in  Bd.  II.  Seite  364. 


Torgenommen ,  und  durchaus  keinen ,  wo  zwischen  den  Gränzordinaten  noch 
eine  Bedingungsgleicbung  stattfindet 

Die  übrigen  Schriftsteller  haben  den  Stand  der  Aufgaben,  um  die  es 
sich  hier  handelt,  nicht  gefördert  Sie  haben  Euler's  Werk  von  1744  als 
Fundgrube  benützt,  und  den  Inhalt  desselben  nach  der  Lagrange  sehen  Me- 
thode vorzutragen  gesucht  Ausserdem  haben  sie  die  von  Lagrange  selbst 
herrührenden  Aufgaben  gradezu  in  der  ursprünglichen  Gestalt  aufgenommen. 
Ja  Viele  haben  es  sich  als  Verdienst  angerechnet,  veränderte  und  oft  sehr 
unzweckmässige  Bezeichnungen  einzuführen.  Dabei  sind  aber  alle,  was  Voll- 
ständigkeit und  Manichfaltigkeit  betrifft,  um  keinen  Schritt  weiter  gekom- 
men, als  Lagrange. 

Ich  hatte  also  auch  hier  noch  Vieles  nachzuholen  und  zu  ergänzen ; 
z.B.:  ich  habe  fast  überall  mehrere  verschiedene  Gränzfälle  aufgestellt,  na- 
mentlich solche ,  wo  zwischen  den  Gränzordinaten  noch  Bedingungsgleichun- 
gen stattfinden.  Dadurch  wurde  in  die  einzelnen  Aufgaben  mehr  Manich- 
faltigkeit gebracht 

Man  findet  hier  auch  solche  Fälle  behandelt ,  wo  sich  die  gesuchte  Func- 
tion aus  einem  zu  Null  gewordenen  Nenner  ergibt  ^ 

Diejenigen  Aufgaben,  wo  die  Gränzelemente  Werthänderungen  erleiden, 
habe  ich  mit  viel  grösserer  Einfachheit  und  zugleich  mit  mehr  Verschieden- 
artigkeit der  Gränzbedingungen  durchgeführt ,  als  es  früher  geschehen  ist^ 
Man  beachte  namentlich  die  Aufgaben  178,  179  und  187. 

Meistentheils  habe  ich  das  Prüiiingsmittel  hergestellt.  Dieses  ist  in  kei- 
ner andern  Schrift  bei  einer  speciellen  Aufgabe  geschehen.  Die  dabei  nö- 
thigen  Transformationen  verlangen  sehr  viele  Umsicht ,  besonders  dann ,  wenn 
auch  die  Gränzelemente  veränderlich  sind. 

Zu  den  Aufgaben,  wo  räumliche  Curven  gesucht  werden,  deren  Euler 
eine  einzige  3,  und  Lagrange  nur  einige  und  zwar  nur  die  allereinfaehsten 
aufgestellt  hat,  habe  ich  eine  grosse  Anzahl  neuer  hinzugefügt^,  namentlich 
solcher,  wo  noch  identische  Bedingungsgleichungen  zu  erfüllen  sind. 

Man  hat  bis  jetzt  nur  die  umgeformte  Mutation  der  ersten  Ordnung 
berücksichtigt  Ich  habe  auch  jedesmal  nachgesehen,  ob  aus  der  ursprüng- 
lichen Form  sich  ein  brauchbares  Resultat  ergeben  kann  oder  nicht 

Man  wird  auch  eine  Aufgabe  finden,    wo  ein  wiederholendes  Integral 
vorkommt  (Aufg.  248). 
^<  Ja  <"k  <s  y      Bei  Producten  und  Quotienten  bestimmter  Integrale  habe  ich  darauf  auf- 
■  - 'merksam  gemacht,    dass   die  Aufgabe  oft  einen  Widerspruch  in  sich  selbst 

*!)    Man  sehe  die  Aufgaben  154,  163-165,   172. 

2)  Man  sehe  z.  B.  die  Aufgaben  156,  157,  160,  161.  176-180,  187,  106,  197,  199, 
215,  218,  nnd  die  beiden  Aufgaben  in  Bd.  U.  Seile  753  und  757.  In  den  Aufgaben  157 
und  197  sind  die  Gränzelemente  schon  im  DiiferentialcoefBcient  enthalten.  Die  Aufg.  187 
ist  desshalb  interessant,  weil  eine  identische  Bedingungsgleichung  dabei  vorkommt ;  dasselbe 
findet  stau  bei  der  Aufgabe  auf  Seite  757. 

^)     Man  sehe  die  Schlussbemerkung  in  Bd.  II.  Seite  364. 

4)  Man  sehe  z.  B.  die  Aufgaben  181-193,  202,  203,  206,  207,  228,  245-247.  Die 
Aufgabe  186,  wo  die  kürzeste  Linie  auf  der  Kugelfläche  gefordert  wird ,  kommt  zwar  auch 
schon  bei  vielen  andern  Schriftstellern  vor,  [allein  in  einem  sehr  mangelhaften  Znstande; 
und  darüber  vergleiche  man  die  vi^  letzten  Punkte  der  Bemerkung  in  Bd.  II.  Seite  364. 
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trägt,   während  das  Prüfongsmittel  dennoch  allen  Bedingungen  eines  Grdss- 
ten  oder  Kleinsten  genügt.^ 

Vieles,  was  aber  mehr  auf  einzelne  Aufgaben  sich  bezieht,  kann  hier 
nicht  namentlich  aufgeführt  werden.  Manches  ist  in  den  Schlussbemerkungen 
erwähnt;  und  dass  ich  überall  mehr  nach  Manichfaltigkeit ,  Vollständigkeit 
und  Gründlichkeit  gestrebt  habe,  als  meine  Vorgänger,  das  lässt  sich  auf 
den  ersten  Blick  erkennen. 

II.  Ich  komme  nun  zu  den  Ausdrücken,  welche  eine  mehrfache  Inte- 
gration erfordern.  Die  betreffenden  theoretischen  Untersuchungen  habe  ich 
im  ersten  Bandet  nicht  mitgetheilt;  desshalb  kommen  hier  theoretische  Un- 
tersuchungen und  Aufgaben  untereinander  vor. 

Die  theoretischen  Untersuchungen,  wo  alle  Integrationsgränzen  constant 
sind,  habe  ich  überall  nur  in  dem  Zustande  augetroffen,  wie  sie  schon  in 
E%der*8  Abhandlung  Ton  1772  vorkommen. 3  Dieselben  habe  ich  (in  den  Auf- 
gaben 251,  252,  265  und  271)  so  eingerichtet,  wie  es  die  Wissenschaft 
erfordert,  und  habe  sie  noch  mit  andern  (in  den  Aufgaben  272 — 275]  yer- 
mehrt.  Besonders  beachtenswerth  ist  Aufgabe  275 ,  wo  ich  (Seite  671)  eine 
neue  Vorschrift  mitgetheilt  habe  für  den  Fall ,  dass  eine  Bedingungsgleichung 
Torhanden  ist. 

Mit  den  theoretischen  Untersuchungen ,  wo  die  Gränzelemente  nicht  alle 
constant  sind,  haben  sich,  wie  bereits  gemeldet,  OAm,  Poisson  und  Ostro^ 
^adsky  beschäftigt.'^  Ich  habe  ihre  Formeln  in  einer  besseren  und  brauch- 
bareren Gestalt  dargestellt^,  und  erst  an  meinen  Formeln  kann  man  erken- 
nen, wie  die  Gränzengleichung  in  jedem  einzelnen  Falle  behandelt  werden 
muss.  Besonders  beachte  man  meine  Formeln  in  Aufgabe  284  und  287. 

Specielle  Aufgaben,  wo  eine  bestimmte  Function  oder  eine  bestimmte 
Fläche  gesucht  wird ,  hat  es  bis  jetzt  nur  zwei  gegeben ,  welche  von  Lagrange 
herstammen.^  Diese  sind  so,  wie  sie  ihr  Urheber  durchgeführt  hat,  in  alle 
Schriften,  wo  man  sie  vorfindet,  übergegangen*  Die  übrigen  25  speciellen 
Aufgaben  habe  erst  ich  gebildet  und  durchgeführt.  Ich  habe  bei  ihnen  nicht  nur 

1)  Terschiedene  Gränzfälle  berücksichtigt,  was  bis  jetzt  nie  geschehen 
ist,  sondern  ich  habe  auch 

2)  zum  ersten  Male  die  Untersuchung  zur  Herstellung  des  Prüfungs- 


^)    Man  sehe  z.  B.  die  Untersachongeo  in  Bd.  II.  Seite  530»  538«  and  an  andern  Orten. 

2)    Man  sehe  Bd.  I.  Seite  356. 

3]    Man  aehe  die  zwei  Sclilassbemerkangen  in  Bd.  11.  Seite  574  und  633. 

*)  Man  sehe  diese  Vorrede  Seite  XY  und  XVII.  Femer  die  soeben  citirten  zwei  Schlius» 
bemerkungen. 

^  Man  sehe  die  Aufgaben  277,  280,  284,  285,  287,  und  Tergleicbe  z.  B.  den  In 
Ohm's  Boche  Ton  1825,  Seite  306  (ganz  unten)  für  du  aufgestellten  Ausdruck  mit  jenem, 
welchen  Ich  in  Bd.  II.  Seite  676  aufgestellt  habe.  Auch  beachte  man  die  Gränzenglei- 
chung, welche  sich  in  Okm*i  Buche  Seite  308  (ganz  unten)  beflndet,  und  mit  II.  (IS)  be- 
zeichnet ist.  Diese  Gleichung  hat  nicht  die  richtige  Form,  weil  ihr  Urheber  nicht  alle 
nach  X  möglichen  Integrationen  ausgeführt  bat,  wodurch  namentlich  zu  der  tou  Jedem 
Integralzeichen  freien  Partie  noch  andere  TheilsKtze  hinzugetreten  wären.  Dergleichen  In- 
tegralionen habe  ich  z.  B.  in  Bd.  IL  Seile  714  und  715  ausgeführt,  und  so  meinem  auf 
Seite  716  stehenden  Ausdrucke  die  richtige  Form  gegeben.  Wegen  Paiaon  und  Ottrogradtky 
lese  man,  was  ich  in  Bd.  II.  Seite  737  und  738  bemerkt  habe. 

^)    Bs  sind  die  Aufg.  261  und  262.    Man  sehe  die  zogehörigen  Schlossbemerkongen. 
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mitteb  ansgefthrt,  mittekt  dessen  man  bei  doppekea»  dreifachen»  etc.  In- 
tegralen erkennt,  ob  ein  Grössles  oder  Kleinstes  oder  keines  von  beiden 
existirt^ 

Besonders  interessant  wird  man  die  Aufgaben  281,  282,  283,  286,  288 
finden ;  denn  sie  lassen  eine  grosse  Yerschiedenartigkeit  der  GrSnzbedingnngen 
zu ,  und  fuhren  auf  Eigenheiten ,  welche  f&r  den ,  der  zum  ersten  Male  auf 
dergleichen  stösst,  nicht  so  leicht  zu  überwinden  sind. 

Zuletzt  kommen  noch  zwei  Anhänge.  In  dem  ersten  habe  ich  nachge- 
wiesen, dass  die  beiden,  seither  zur  Auflösung  der  (von  Euler  sogenannten) 
relativen  Grössten  oder  Kleinsten  befolgten,  Methoden  mangelhaft  sind, 
und  habe  dafür  eine  andere  aufgestellt.  Man  beachte  die  daselbst  (Seite 
752—763)  befindb'chen  zwei  Beispiele,  wo  auch  die  GrI&nzelemente  verän- 
derlich sind.  Im  zweiten  Anhange  habe  ich  einige  Aufgaben  dadurch  gelöst, 
dass  ich  fbr  die  unmittelbaren  Mutationen  ganz  allgemeine  Beibenformen  an- 
nahm. 

Nach  AufeShlung  dieser  Einzelheiten  empfehle  ich  die  vorliegende  Ar- 
beit den  Sachkennern  zu  strenger  Prüfung.  Mein  Streben,  die  Ausbildung 
der  Wissenschaft  zu  fi^rdem  und  den  Kreis  ihrer  Anwendungen  zu  erwei- 
tern, wird,  davon  bin  ich  überzeugt,  nicht  mit  Missfallen  aufgenommen 
werden. 


1}    Mao  sehe  Bd.  II.  Aufgabe  251-257;  todaim  aneli  Seite  631,  635,  661,  663,  665. 


Der  Verfasser. 


L   Sätze,  welche  in  den  Differentialcalcul  gehören* 


$•  1.  Euler  aod  Andere  haben  die  totalen  and  partiellen  Differenüalquotienten  da- 
durch unterschieden,  da^  sie  letztere  in  Klammem  einschlössen.  Andere  Analytiker 
Hessen  die  Klammern  weg,  und  überliessen  es  so  der  Fertigkeit  des  Lesers,  zu  unter- 
scheiden, ob  Yon  totalen  oder  partiellen  Differentialquotienten  die  Rede  sei.  Diese 
-Gleichgiltigkeit  war  aber  nicht  von  Nutzen. 

Bei  den  Fortschritten  der  Wissenschaft  in  neuester  Zeit  konnten  aber  auch  die 
Klammem  nicht  mehr  genOgen,  und  mah  sah  sich  nach  einer  andem  Bezeichnungsweise 
um,  welche  mehr  leiste,  und  um  so  willkommener  sein  musste,  als  die  Klammern  noch 
zQ  sehr  vielen  andern  Zwecken  im  Differentialcalcul  ndthig  sind.  Eine  zweckmässige 
Bezeichnung  der  partiellen  Differentiale  ist  die,  welche  darin  besteht,  dass  man  hinter 
d  das  Element  setzt,  nach  welchem  differentiirt  werden  soll. 

Ist  z.  B.  u  =  V;  (x,  w)  gegeben,  so  ist 
du  =  d^ü  4-  d^ü 

d%  =  d«ü  H-  2 .  d  d  0  -f-  dio 

d^  «  d^u  -h  3  .  d^d  ü  4-  3  .  d  d«  c  +  d^  ü 

X  X    W  X    w  w 

etc.  etc. 

Hier  ist  also  d^ü  dasselbe,  was  bei  Euler  |-r-|.dx  ist;  ebenso  ist  d^u  dasselbe,  was 

bei  Euler  (^)-<Jw  ist. 

Ist  u  B»  \fHXy  w,   z)  gegeben,  so  bezeichnet  man  durch  d™d^dfu  dasselbe,  was 

■  1  .  dx«  .  dw»  .  dzP  bezeichnet.      Ebenso  ist  der  Quotient 

uX     ■  QW     •  uZ  / 
^?<Jw^^  /    d»»  +  n  +  Pü     \ 

—  —  dasselbi^,  was  bei  Euler  durch  |— z, r — -;;l  bezeichnet  wird. 

dx».dw".dzP  \dx«.dwVdxV 

Und  so  fort. 

Ist  wieder  u  =  i^z,  w)  gegeben,  und  sind  x  und  w  von  einem  andern  Elemente 
V  abhängig ;  so  sind  bekanntlich  die  Differentiale  von  x  und  w  selbst  veränderlich.  Ihre 
Abhängigkeit  von  v  kann,  wenn  man  will,  dadurch  bemerkbar  gemacht  werden,  dass 
man  v  unten  anhängt,  und  demnach  schreibt 

du  =  £^  .  dx,  -h  iii  •  dw, 
dx  ^        dw  ^ 

d»ü  -  ~?-5  .  dx2  4-  2  .  ~^-^  .  dxv  .  dwv  4-  -i=^  •  dw^ 
dx*         ▼  dx .  dw  dw*  ^ 

dx  ^        dw 

d3„  -.  ^  .  dxt  +  3  .  g^^JL_  .  d,i  .  dw,  +  3  .  5^,  .  dx,  .  d< 

^  •  <»wj   4-  3  .  ^  .  dx ,  .  d«x,  +  3  .  ^  .  d*x,  .  dw. 


-^  3  -  £^,    '   dx,  .  d2w^4-  3  .  ^w!  .  dw^  .  d^w^  4-  -^  •  d^x. 


dx .  dw  '  *       ^  *  "j^  •       ▼  •        T         ^^ 


dw 
etc.,  etc. 


.  d^w, 
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Siod  X  und  w  von  zwei  Elemeniea  v  und  z  abhängig,  so  kann  man  dieses»  wenn 
man  will »  auf  folgende  Weise  bemerkbar  machen : 

de  -  ^     dx      ^  ^      dw 

etc.,  etc. 

So  oft  nun  in  dieser  Schrift  -p  oder  i-r-j  vorkommt,  so  ist  kein  Unterschied  zu 

machen,  sondern  man  hat  jedesmal  den  totalen  DifTerenlialquoüenten  darunter  zu  ver- 
stehen. Hat  man  einen  ausgedehnten  Ausdruck  zu  differentiiren ,  so  kann  man  zur 
Bequemlichkeit  die  totalen  DüTerentialquotienten  darstellen  durch 

^  .  d(P,  Q,  R  . . .),  -jp  .  d2(P,  Q,  R  . . .),  etc.; 

und  die  partiellen  kann  man  darstellen  durch 

und  so  fort. 

S-  2-  Ist  D  "B  i^(x,  y)  gegeben,  während  noch  gleichzeitig  besteht  y  =  9(1),  so  ist 
u  nur  von  x  abhängig ,  was  dadurch  erreicht  wird ,  dass  man  y  aus  u  »»  t^(x ,  y)  elimi- 
nirt  Hat  man  aber  die  totalen  Differentiale  nach  x  zu  nehmen,  und  will  man  y  selbst 
nicht  aus  ip(i^  y)  eliminiren,  so  differentiirt  man  c  bekanntlich  in  der  Weise,  dass  die 
Differentiale  von  y  als  veränderlich  behandelt  und  sodann  eliminirt  werden.  Man  be- 
kommt nun  aus  u  =  ipix^  y) 

do  =  d,ü  +  -j^  •  «'y« 

d^.  =  dl.  +  2.  J^.dy.  ^  ±  .  öyl  4-  i? .  d«y, 

etc.  f  eic 

Daraus  ergeben  sich  dann  die  totalen  Differentialquotieoten 

du  ^  d,p         dyü       dy 

dx  ""   dx    "*"   dy    *  dx 

d^c  _  d|ü^  d,d,p       dy        4^      /dy\'      d^  .  d2y 

dx2        dl»  "^     •  dx  .  dy  '  dx  "*"  dy»   *  \dx/  "^    dy       dx« 
etc.,  etc. 

wo  man  aber  an  dy,  d^y,  etc.  die  unten  angehängten  x  wieder  weggelassen  hat,  weil 

keine  Zweideutigkeit  mehr  möglich  ist,  wenn  dx  im  Nenner  steht.     Die  Quotienten 

-r-'  *r-^9  ^^'  werden  ans  der  Function  y  =  »(x)  bestimmt.     Wenn  man  aber  für  den 

dx    dx» 

Verlauf  der  Untersuchung  bemerkbar  machen  will,  dass  die  totalen  Differentialquotienten 

-^,  -— ^,  etc.  dadurch  hergestellt  worden  sind,  dass  man  nur  die  Differentiale  des  yr 
dx    dx» 

nicht  aber  auch  y  selbst  eliminirt  hat,  so  bezeichnet  man  dieses  durch  einen  doppelten 

Bruchstrich.     Dieser  doppelte  Bruchslrich  ist  aber  als  zusammengesetztes  Zeichen  sehr 

passend,  ebcfta  weil  er  einenlfusammengesetzten  Ausdruck  darstellen  hilft«  Man  schreibt  also 

*^   dx  ="    dx    "+"    dy    '  dx 


in  fE  -.  ^  o-  Q      ^»<^r«        dy        d^      /dyV  .    _d,D^      d^y 
^  dx»  —  dx»  "^  '^  •  dx  .  dy  •  dx  "^  dy»    '  \di/         dy     *  dx» 


etc.,  etc. 

Hat  man  einen  ausgedehnten  Ausdruck,  so  kann  man  auch  hier  schreiben 

1  .  d(P,  Q,  R  . . .),  jjp  .  d»(P,  0,  R  •  • .).  etc. 

Der  doppelte  Bruchstrich  erinnert  also  daran,  dass  die  relativ  unabhängigen  Verän- 
derlichen selbst  noch  vorkommen,  dagegen  ihre  Differentiale  eliminirt  sind. 

Aus  -;-   and  i?-  folgt  nun 
(Ix  dv 
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dx         dx  .  dy 


dy  dy 

Daraus  ergibt  sich  bezuglieh 

^^  ^   d.d,ü    .   dy 
dx2         dx .  dy      dx 

dx  dx.dy         dy^     dx 

Differealürl  man  Gleichung  I  nach  y,  so  bekommt  man 

'        dy  dx .  dy         dy«       dx 

Aus  IV  und  V  folgt  atoo 

'        dx  dy 

Ein  wichtiger  Satz,  welcher  später  häu6ge  Anwendung  findet,   und  sich  leichl  auf 
höhere  Differentialqaolienten  aasdelinen  lAssl. 

Beispiel.    Aus  u  =  x™  .  yn  folgt  die  Differentialgleichung 

I)     du  =  m  •  x«n-<  .  yn  .  dx  -H  n  .  X»  .  y»-<  .  dy 

dwU 
Es  ist  also    II)    -^  =  m  .  x»->  .  y«, 

d,i7 
und  Ui)    -j^  =  n  .  X»  .  y»-* 

Wenn  aber  y  auch  eine  Function  von  x  ist,  so  folgt  ans  I  jetzt  der  totale  Differentialquolient 

IV)    ^  iB  m  .  xn>-i  .  yn  -4-  n  .  x"  .  y»-*  .  ^ 

Wenn  man  IV  nur  nach  y  differentiirl,  so  bekommt  knan 


.!#= 


^ mn  .  x«-«  .  yn->  -f-  n  .  (n— I)  x™  .  y»-«  .  ^ 

dy  dx 

Aus  III  folgt  die  Differentialgleichung 

VI)     M"^)  =  mn  .  x»-i  .  yn-i .  dx  -f  n  .  (n— 1)  x«  .  yn-i .  dy 
und  daraus  folgt  der  totale  Differentialqootient 

VII)      \    ^^  =  mn  .  xm-i .  y»->  4-  n  .  (n~l) .  x«"  .  yn-2  .  ^ 
dx  dx 

80  dass  die  in  V  und  VII  gewonnenen  Resultate  dem  durch  die  Gleichung 

it)  '■$} 

dx  dy 

ausgesprochenen  Lehrsatze  vollkommen  genügen. 

S-  3.  Ist  D  SS  i^(x,  y,  z)  gegeben,  während  noch  gleichzeitig  bestehen  y  «»  (p'i\) 
und  z  =  g)*'Cx);  so  ist  u  nur  von  x  abhängig,  was  dadurch  erreicht  wird,  dass  man  y 
und  z  ans  i/^cx,  y,  z)  eliminirt.  Hat  man  aber  die  totalen  Differentiale  nach  x  zu 
■ehmen,  imd  will  man  y  und  z  selbst  nicht  aus  i//(x,  y,  z)  elinalniren;  so  differeotiirt 
man  u  bekanntlich  in  der  Weise,   dass  die  Differentiale  von  y  und  z  als  veränderfieh 


behandelt  werden,  und  eliminirt,  nach  vorhergehendem  %  verfahrend,  nur  die  Differen- 
tiale des  y  and  des  z.    Sonach  bekommt  man 

dü  =  d.ü+-J^.dy,   -h^.dz, 

*  dy  dz  dy«         *  dy .  dz      ^ 

+  '^'"      dz«  4-  4^    d'v    +   ^*"     iPz 

etc.,  etc. 

Daraas  ergeben  sich  nun  die  totalen  Differentialqaotienten 

-.    du dj,v         dyü       dy        d^ü      dz 

^    dx  ""  "dF         dy     *  dx  "^    dz    *  dx 

d2ü        1^[    .    Q     d.<>rP       ^    .    o      <>Aii       dz       ^      dy« 
"^    dx«  ""  dx2  "^     *  dx.  dy  •  dx  "^      *  dx.  dz  *  dx  "^  dy«   '  dx« 

"*■         dy .  dz  •  dx  '  dx  "*■   dz«  *  dx«  "^   dy   *  dx«  "^   dz    *  dx« 
etc.,  etc. 

Ans  -p-,  -jr—i  -i-  ergibt  sich  bezäglich 

\  dx  /  —   dx    ■+■  dx .  dy  •  ^y*  "+"  dx.  dz  •  d^« 
d/A£\  _   d.d,ü         d«yü  dAl      . 

\  dy  /  =  "17"  +  d^  •  ^'y^  +  dTTdi  •  ^^- 

\  dz  ; d^  +  3^73j  •  dyx  +  -j^  .  dz. 

Daraas  folgt  nun  der  Reihe  nach 
d 


im       \       /  _  ^    .     d,dyü       dy         Mx5_      dz 
^        dx       ""  dx«  "^  dx  ,  dy  *  dx  "^  dx  *  dz  '  dx 


1V1       \  "  /  _    d,dyO         dyü      dy         d^d^p       dz 
'        ^'       —  dx.dy  "^  dy«  •  dx  "*"  dy.dz  *  dx 


d(^\ 

\  dz ;     dAü 


V)       ^  ~~  /  ^   "»"x»^     .     d,d^ü       dy    ,    d,ü      dz 


dl  dx.  dz  ^  dy  .  dz  •  dx  ^  dz«  '  dx 

Dilferentiirt  man  Gleichung  I  znerst  nach  y  und  dann  nach  z,  so  bekommt  man  bez&glieh 

Vi)         \^V  „   d,d,p    ^      dy         dAü    .   dz 
dy      ™  dx  .  dy        dy«  '  dx  "*"  dy .  dz  *  dx 

VU)     —M  =  d,d,«  d,d,o   ^  dy        djü      dz 

dz  dx .  dz        dy .  dz  *  dx         dz«  *  dx 

Aus  den  vier  letzten  Gleichungen  folgt,  dass  hier  der  in  vorigem  $  ausgesprochene 
Satz  auf  doppelte  Weise  stattGndet,  d.  h.,  es  ist 


d/i2-\       6(t\  d(^\       d/äS\ 


Vlli)    ^-;^  «  -A_Z,  und    IX)        ^ 

dx  dy  dx  dz 

Diese  wichtigen  Sätze,  welche  später  häufig  Anwendung  finden,  lassen  sich  leicht 
auf  hdhere  Differentialquotienten  ausdehnen. 


Beispiel.    Aas  c  =  &■> .  yn  .  zP  folgt  die  DiffereDüalgleidiang 

I)    du  — m.x"-* .  y"  .  zP  .  dx  -f-  n  .  x"  .  y"~^  .  z»*  .  dy  -4-  p  .  x*  .  y"  .  e^"*  .  dz 
Es  ist  also 

11)    ^-m,x— «•yVzP,  III)   ^  =  ii.x-.y"-*.2P, 

Wenn  aber  y  and  z  aach  Functioaeii  von  x  sind ,  so  folgt  aas  I  jetzt  der  totale  Differential- 
qaotient 


V)    gl  =  m  .  X--* .  y*  .  zP  +  B  ,  X-  .  y»"* .%'  .  g  +  p  •  x"  .  y»  ,  z'-* .  g 
Differenlürt  jnan  diese  Gleichang  zuerst  nach  y,  und  dann  nach  z ;  so  gibt  sich  bezüglich 

dz 


VI)    — ^  -  mn  .  X—* .  y"-' .  z'  4-  n(a-l)  .  x"  .  y— » •  «''  •  ai 


KS) 


+  po  .  x-.y-»..'-*-5j 


VII)    _Ap?  _  „p.x-».y-.  .P-«  +  po  .  x-.y-'.«P-«  .g 


+  p.(p-l).x-.y-.i'-».J{ 


Aas  m  and  lY  folgen  die  Differentialgleichangen 

VUI)  ^4y")  •"  ^^  •  *""*  •  y"~^ .  «*" .  <»x  -♦-  n(a— t)  •  x»  •  y»"*  .  z'  •  dy 

-^np,  x"  .  y"~*.z'-*.dz 

IX)    d(^\  «  mp.x"-i.y»,zi»-».dx  +  np.x'».y"-».zi'-*.dy 

H-  p{p— l).x™.y».zP-«-dz 
and  daraas  bekommt  man  die  totalen  DifferentialqaoUenten 


X)    «l=£i  =  mn  •  x"-i .  y»-» .  z^ 


„       ,  _   4-  n(n-l) .  x™  .  y"-«  .  z'  •  ^ 

dx  •     dx 


-f-  np  .  x"  .  y"-« .  zP-*  .  ^ 

dx 


'-1    ^y 


=  mp  .  x"*~«  .  y"  .  zP-«  -f-  np  .  x"  .  y"*-«  •  z^-     .  , 

dx 

-hp.Cp-D.x".  y~**^-*-3| 

so  dass  die  in  VI  and  X ,  sowie  anch  die  in  YII  and  XI  gewonnenen  Resultate  den  durch 
die  Glekhongen 


mA^i^m.'M 


dx  dy  dx  dz 

ausgesprochenen  Lehrsätzen  vollkommen  genfigen. 

S-  4.  Ist  u  »  ^Xy  w,  y)  gegeben  9  während  noch  gleichzeitig  besteht  y=9}(x,w); 
so  ist  u  nur  von  x  und  w  abhängig ,  was  dadurch  erreicht  wird,  dass  man  y  aus  i/;a,  w,  y) 
eliminirt.  Hat  man  aber  die  vollständigen  partiellen  Differentiale  nach  x  und  nach 
w  zu  nehmen,  und  will  man  y  selbst  aus  i^(x,  w,  y)  nicht  eliminiren,  so  differentiirt  man 
u  bekanntlich  in  der  Weise,  dass  die  Differentiale  von  y  als  veränderlich  behandelt 
werden,  und  eliminirt  dann  nur  die  Differentiale  des  y. 

Ans  u  =  i//(x,  w,  y)  folgt  nun 

I)    du  -  d,ü  +  dwü  H-  ^  .  dy,,^ 

dy 


II)    d«i  =  d!«  +  2  .  d.d.c  +  d^c  4-  3 .  iliH  .  dy...  +  2  .  4^  .  dy.„ 

«l*c      .  j         ,    d,o 

e(c. ,  etc. 

wo  die  Differeatiale  dy^.w»  d^x,^  c^c.  aazeigen,  dass  sie  von  x  und  w  zugleich  ab- 
hängig sind.   'Aas  y  »  g>ix,  w)  folgt  aber 

III)  dy  =  dy„^  «  d,y  +  d^y 

IV)  d«y  -  d»y,,^  «   d5y  -4-  2  .  d,d^y  +  d?^y 
etc.,  etc. 

Führt  man  nun  diese  Ausdrücke  in  I  und  II  ein,  so  gibt  sich 

V)    do  =  d,ü  H-  i5  .  d,y  -4-  d„ü  +  ^  .  d^y 

dy  dy 

VI)    d%  =  d?ü  +  2 .  ^  .  d.y  +  ^ ;  (d.y)«  +  ^ .  dfy  +  2  .  (d.d.ü  + 

etc.,  etc. 

Aus  V  folgt  nun 


^"^    ^  ■"  dx  +   dy  •    dx 


v,„.    ^wü        d^ü       d^ü      d^y 
^"*^    "37  —  dw  "*■  dy  •    dw 
Ferner  aus  VI  folgt 

IX)    ^      ^  ^  .      dAt-      iy  ^  <I^     /iyy  ^  iü     d^xV 
Tx?  "^  dx«    "^  -*  •  dx  .  dy  •  dx   "^  dy«  *  \dx/    "^   dy    •  IIP 

X)      ^«^^"  MwP  MrP  iry  MyP  iZ      .      ^        ^         ^ 

dx.dw  ™  dx  •  dw  ^  dx  .  dy  '   dw  "^  dw .  dy   *   dx  "^  dy«  *    dx    '  dw 

XI)    lk.-.^_^Q       ^wd.P       iry_^4^      fe\'       i5      ^ 
dw2  "~  dw«  "^  **   •  dw.dy   •   dw   "^  dy«    '  \dw/    "^   dy    '  dw« 

In  den  Gleichungen  VII  bis  XI  sind  die  doppelten  Bruchstriche  nicht  mehr  Willkür- 

lieh,  sondern  wesentlich  nothwendig;  denn  sowohl  ^  als  auch  «^  sind   Zeichen    für 

dx  dx 

partielle  Differentialqnotienten ;  aber  das  erste  Ist  der  einfache,  und  das  zweite  ist  der 

Eusammengesetzte  Begriff,  so  wie  auch  das  zweite  noch  bemerkbar  macht,  dass  relativ 

unabhängige  Veränderliche  dabei  vorkommen,  deren  Differentiale  eliminirt  wordeo  sind. 

Hat  man  einen  ausgedehnten  Ausdruck,  so  kann  man  auch  schreiben: 

gjsr  .    d?  (P,  0,  R . . .),  ^^ui      j^.»  .  d?dw  (P»  0,  »  •  •  0»  etc.,  etc. 

^"^  ^  folgt  ä(^\  =  ^  +  ^^  -h  ^  .  dy„^;  und  wenn  man  aus  Glei- 
chung  in  für  dyy,^  seinen  Ausdruck  einsetzt,  so  gibt  sich 

.  _    ^    4^      d^\    ,_  /<Ud,D     .   ^     d, 

\dy  /        \dx  .  dy  "^ 
Also  ist 

d  i^\ 

XII)     'yy/   =  Mr«    +  ^  .  Ixy 

dx  dx  .  dy         dy«       dx 


J^\_(äA^^   do:\        /d^d^^   d^\ 

Vdy  /  -  \dx  .  dy  ^  dy«    '   dx /•  \dw  .  dy  +  dy«  •  dw/  •  "* 


m 


d^d,p        <*yü      d^y 


XIII)  .  _  ,  _^ 

dw  dw .  dy  ^  dy«    •    dw 

Differentürt  man  aber  die  Gleichungen  YU  und  VIII  nach  y ,  so  bekommt  man  be- 
züglich 


d  /^«^\ 

dy  dx .  dy        dy«   '  dx 

d  (^''A  9 

W;  -.  d^Aü   ^  <»yü      d,y 


XV) 

dy  dw.dy    '    dy*    '   dw 

Aus  den  leUlen  vier  Gleichungen  folgt  also 

XVI)    Am.  =     W,  and   XVU)    JLül  =     Vp/ 
dx  dy  dw  dy 

Diese  wichtigen  Sätze,  welche  denen  der  beiden  vorhergehenden  $$  ganz  analog 
sind,  können  leicht  auf  höhere  DilTerentialquolienlen  ausgedehnt  werden ,  so  wie  es  leicht 
aber  weitläufig  ist ,  die  bisherige  Untersuchung  auf  zusammengesetztere  Fälle  auszudehnen. 
Auch  bleibt,  wie  bekannt,  Alles  dasselbe,  die  gegebenen  Functionen  mögen  in  entwi- 
ckelter oder  unentwickelter  Form  gegeben  sein.  Die  Rücksicht,  welche  Differentiale  als 
unabhängig  und  welche  als  abhängig  behandelt  werden  müssen ,  ist  dabei  der  Hauptpunkt. 

Beispiel.    Aus  u  »  x™  .  w"  .  yi*  folgt  die  Differentialgleichung 

1)    du  =  m  •  x"*— »  .  w**  .  yJ*  .  dx  -h  n  .  x"  .  w*^*  .  y^'  .  dw 

4-  p  .  X™  .  w"  .  yP-«  .  dy 
Nun  soll  y  eine  Function  von  x  und  w  sein;  es  ist  also 

II)"    dy  =  dyx  w  «  dxy  -+-  dwy 
Fuhrt  man  diesen  Ausdruck  in  I  ein,  so  bekommt  man 

III)  du  =  m  .  x™-»  .  w'*  .  y^  .  dx  4-  p  .  x™  .  w"  .  y«*-»  .  d,y 

-h  n  .  x™  ,  w"-* .  yi'.  dw  4-  p  .  x'"  .  w"  .yP-"  .  dwy 
und  daraus  folgt 

IV)  i£  =:  m  .  :«-!  .  w"  .  vP  4-   D  .  x""  .  w-  .  vi'~^     — 


^gj-  =  m  .  X — •  .  w"  .  y»'  4-   p  .  x  '  .  w"  .  y''~»  .  -j^ 
V)    ^   „  n  .   X-  .  w"-*  .  yr  4-  p  •  X"  .  w«  .  y^-»  .  ^ 


Differentiirt  man  diese  beiden  Gleichungen  nach  y,  so  bekommt  man 


Mtl. 


dity 


VI)    — :"AZ_   =  mp  .  x"»-»   .  w"  ,  yJ*-»   +    p(p-1)  .  x"'  .  w"  yi'-* 

dy  dx 

d,(is)  _ 

VII)    _A.^ZZ  =  np  .  x*»  .  w"-^  ,  yr-t  4-  p  .  (p_i)  .  x"» .  w"  .  y^-« .  ^ 
dy  dw 

Ans  der  Gleichung  u  =  x°*  .  w"  .  v^y^"  folgt  aber  auch  der  partielle  Differentialquotleot 

djv 

-T--  =  p  .  x*"  .  w"  .  y^— ^;  und   wenn  man  diesen  Ausdruck  nach  allen  Veränderlichen 

differenliirt,  so  bekommt  mau 

VUj    J^\  «  mp  .  x"^-» .  w"  .  y»'-* ,  di  4-  np  .  x™  .  w"-« .  y^'-^ .  dw 

-+-  P  .  (P— I)  •  x"  .  w"  .  yi^-2  .  dy 

Weil  aber  y  eine  Function  von  x  und  w  ist,  so  hat  man  hier  für  dy  den  in  Glei- 
chung II  aufgestellten  Ausdruck  einzuführen;  und  man  bekommt 

J^\  =.  mp  .  x"-» .  w"  .  yi'-* .  dx  +  p  .  (p-1)  •  x™  .  w"  .  y^-«  .  d,y 

^  4-np .  x"\  w"-».  y  >•-« .  dw  -H  p .  (p— I ) .  x"".  m\  y »'-».  d^y 


1 
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Daraas  folgt  nan 

IX)      '^^y^    =  mp .  X™-» .  w"  .  y«*-»  4-  p  .  (p— I)  .  x"  .  w«  .  yi*-«  .  ^ 
dx  dx 

X)        yy^   -  np  .  x"  .  w"-^ .  y^-^  4-  p  •  (p— 1) .  x"  .  w"  .  yF-«  .  ^ 
dw  dw 

80  dass  die  in  VI  and  IX,  sowie  aach  die  in  YII  and  X  gewonnenen  Resnltete  den 

darch  die  Gleichungen 

dx    =  ""d^'  °**^    dw    — ar^ 

aasgesprochenen  Lehrsätzen  yoUkommen  genügen. 


n.    Sätze,  welche  in  den  Integralcaicul  gehören. 


$.  5.  Der  ftir  die  ganze  Analysis  wichtige  Salz  „Wenn  einmal  in  einem  speciellen 
Falle  Nnll  in  den  Nenner  kommt ,  so  mass  man  für  diesen  speciellen  Fall  jedesmal  eine 
eigenthflmliche  Untersuchang  vornehmen*'  findet  vorzüglich  in  dem  Integralcaicul  sehr 
häufige  Anwendung.  Wenn  nemlich  in  einem  speciellen  Falle  einmal  ein  Integral  Null 
in  den  Nenner  bekommt,  so  ist  dieses  eine  Anzeige,  dass  für  diesen  Fall  ein  anderes 
Integral  gesucht  werden  müsse.  Man  hat  also  alle  Integrationen  noch  einmal  von  Anfange 
an  vorzunehmen,  und  beständig  die  Eigenthümlichkeiten  dieses  besondern  Falles  im  Auge 
zu  behalten.    So  ist  z.  B.  im  Allgemeinen  giltig 

J»  x"+* 

Für  den  Fall,  dass  m  «  — 1,  würde  diese  Gleichung  Übergehen  in 

n)j;-t.dx  =  c+J 

Leitet  man  aber  das  zn/x— ^ .  dx  gehörige  Integral  nicht  aus  dem  allgemeineren  Falle  I  ab, 
sondern  inlegrirt  man  hier  besonders;  so  bekommt  man 


ni) 


/X-« .  dx  =  jr?  =  c  +  Ignat  X 


Beispiele  dieser  Art  werden  in  diesem  Buche  sehr  viele  vorkommen  (s«  Aufgabe 
f63,  171,  172,  183,  194,  912,  225,  und  viele  andere). 

8.  6.  Bei  der  Integration  der  totalen  Difl(erentialgleichnngen  gehen  willkürliche  Gon* 
stanten  ein.  Man  kann  oft  von  einem  und  demselben  Diflierential  verschiedene  Integrale 
erhalten;  aber  die  Differenz  je  zweier  solcher  Integrale  ist  jedesmal  ein  constanter  Aas- 
druck, d.  h.,  wenn  man  durch  irgend  eine  Integrationsweise  aus  f(x)  .  dx  das  Integral 
9>(X)  f  und  durch  eine  andere  Integrationsweise  aus  demselben  dx) .  dx  das  Integral  V/(x) 
bekommt ;  so  ist  immer  9>(x)  —  xjHj)  —  c 

Diesen  Satz  kann  man  auch  auf  folgende  Weise  ausdrücken  „wenn  man  von  eineriei 
Dlfilerential  die  beiden  allgemeinen  Integrale  <p(x)  +  c'  und  tf/(x)  +  c''  bekommt,  so  ist  immer 

qpCX)  4-  c'  =  t^(x)  +  c" 

wenn  gleich  nicht  tpix)  » t^(X)  ist"     So  beruht  auf  der  Aenderung  der  Constanten  der 
Beweis  folgender  beachtenswerther  Sätze,  die  sehr  häufige  Anwendung  finden: 


1)  Ig  (-  yd))  +  C  «  Ig  (4>  tpjT))  +  C 

2)  Ig  (KZT^j)  4-  C'  =  Ig  (K^T^)  -+-  C" 

3)  arc  sin  (pix)  H-  C  =  —  arc  cos  gxx)  -4-  C*' 

4)  arc  cos  qpfx)  -i-  C  =  —  arc  sin  <y>fx)  +  C" 

5)  arc  tg  g>(\)  h-  C  =  —  arc  colg  gXT)  -f-  C" 

Diese  Sätze  kaoD  man*  noch  beliebig  vermehreo;  es  genögt  aber,  auf  deren  Vorhan- 

densein  aofmerksam  gemacht  za  haben.    Später  iverden  sie  sehr  oft  angewendet  werden. 


Bei  der  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  gehen  willkürliche  Functio- 
nen ein. 

A)    Wird  eine  partielle  Differentialgleichung  durch 

1)  z  =  <piT)  -I-  t/;(y) 

erfüllt,  wo  g7(x)  eine  ganz  willkürliche  Function  von  x,  und  \p{y)  eine  ganz  willkurliclie 
Function  von  y  ist;  so  wird  dieselbe  auch  erfüllt 

2)  durch  z  =  C  -+-  g>(x)  4-  v^(y),  wo  C  constant  ist. 

3)  durch  z  =  (p(c  •  x)  •+•  t/;(k  •  y) 

4)  durch  z  = 


5)    durch  z  =  cpPj  -«-  tp| - 1 


6)    durch  z  =  c  -*-  c'  •  <p(x)  +  c"  •  f(x)  4-  k'  •  x^(y)  +  k"  •  ¥(y) 
und  so  fort. 
Der  Beweis  dazu  liegt  ganz  nahe. 
ß)    Wenn  eine  partielle  Differentialgleichung  durch 

1)    z  =  r-<^) 

erlnllt  wird,  wo  <pl-\  eine  ganz  willkürliche  Function  des  Quotienten  -  darstellt;  so  tnrd 

dieselbe  auch  erfüllt  . 

•      2)    durch  z  =  y  •  (pU\ 

3)  durch  z  «  x  •  (jp!-^! 

4)  durch  z  ==  x  •  (pß\  H-  y  -  Wm 

und  so  fort.  * 

Diese  Sätze,  deren  Beweise  ganz  nahe  liegen,  lassen  sich  nach  Belieben  vermeh- 
ren; es  genügt  aber,  auf  deren  Vorhandensein  aufmerksam  gemacht  zu  haben.  Später 
werden  sie  sehr  oft  angewendet  werden. 

$.  7.  Uro  die  Kürze  des  Ausdrucks  zu  befördern»  und  in  das  Calculiren  mehr 
Sicherheit  zu  bringen,  ist  fär  die  bestimmten  Integrale  eine  eigene  Bezeichnung  nöthig. 
Die  Vernachlässigung  einer  solchen  hat  schon  so  viele  Irrthümer  veranlasst,  dass  kaum  Je- 
mand sein  dürfte,  welcher  nicht  kennen  gelernt  hätte,  wie  nöthig  eine  solche  eigenthüm- 
liche  Bezeichnung  ist.    Die  gebräuchlichste  ist  folgende: 

/•a 
1)    Hat  man  das  einfache  Integral  I     g)(x)  •  dx,  so  sagt  dieses  Zeichen,  man  solle 


inlegriren^  und  dann  das  Integral  von  x  =r  a  bis  x  =  a  erstrecken. 

2)    Hat  man  das  doppelte  Integral  1     I    i3p(x,  y)  •  dy  •  dx,  so  sagt  dieses  Zeichen, 

•/a  Jb 

man  solle  zuerst  nach  y  integriren,  und  das  sich  ergebende  Integral  von  y  «  b  bis 

y  ^=:  ß  nehmen:  hierauf  solle  man  nach  x  integriren,  und  dieses  Integral  von  x  =3  a 

2 
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bis  X  =  a  erstrecken.  Dass  man  zoerst  nach  y  und  dann  nach  x  integrire«  ist  doi^h* 
aus  Dölhig,  wenn  b  and  ß  Functionen  von  x  sind,  oder  wenn  yon  den  beiden  Elemen- 
ten b  und  ß  auch  nur  eines  eine  Function  von  x  ist  Wenn  aber  die  Integrationsgränxen 
a  und  a  yon  y  unabhängig  sind»  und  wenn  gleichfalls  die  Integralionsgränzen  b  ond  ß 
von  X  unabhängig  sind;  wenn  femer  die  Function  <3p(x,  y)  zwischen  den  Gränzwerthen 
von  X  ond  y  ihre  Stetigkeit  nicht  unterbricht;  so  kann  man  die  Ordnung  des  Integrirens 
auch  umkehren,  welche  Wahrheit  durch  folgende  Gleichung 

nß  /•/?/•« 

g)(i,  y)  •  dy  .  dx  «  I     I     y(x,  y)  •  dx  .  dy 

ausgesprochen  ist. 


3)  Hat  man  das  dreifache  Integral  1  1  1  vi^f  y»  z)  •  dz  •  dy  •  dx,  so  sagt  die- 
ses Zeichen,  man  solle  zuerst  nach  z  inlegriren,  und  dann  das  Integral  von  z  =  c 
bis  z  =  y  nehmen;  hierauf  solle  man  nach  y  integriren,  und  das  jetzige  Integral  von 
y  ■»  b  bis  y  =  /?  nehmen ;  zuletzt  solle  man  nach  x  inlegriren ,  und  dieses  Integral  von 
X  =  a  bis  X  =  a  erstrecken.  Diese  Ordnung  des  Integrirens  ist  durchaus  nölhig,  wenn 
von  den  Elementen  c  und  y  entweder  eines  oder  beide  zugleich  Functionen  von  x  und  y 
sind,  und  wenn  von  den  Elementen  b  und  ß  entweder  eines  oder  beide  zugleich  Func- 
tionen von  X  sind.  W^enn  aber  die  beiden  Integrationsgränzen  c  und  y  von  x  und  y 
unabhäDgig  sind,  wenn  ebenso  die  beiden  Integralionsgränzen  b  und  ß  von  x  und  z  anab- 
hängig sind,  und  wenn  auch  noch  die  beiden  Integrationsgränzen  a  und  a  von  y  und  z 
unabhängig  sind;  wenn  ferner  die  Function  ^^(x,  y,  z)  zwischen  den  Gränzwerthen  von 
X,  y  und  z  ihre  Stetigkeit  nicht  unterbricht;  so  ist  die  Ordnung  des  Integrirens  ganz 
gleichgiltig. 

Und  so  fort. 

(n) 

1)    Folgendes  Zeichen  Wx)  •  dx"  stellt  ein  n-mal  wiederholendes  einfaches  aber  un- 

bestimmteS  Integral  vor;  d.  h.  man  soll  n-mal  hintereinander  nach  x  inlegriren,  während 

bei  jeder  Integration  ein  willkürlicher  Constanter,  also  im  Ganzen  n  willkürliche  Con- 
en) 

staute  eingehen.   Dagegen  folgendes  Zeichen  1    (pii)  •  dx'^  stellt  ein  n-mal  wiederholen- 


jr 


des  einfaches  Integral  vor,  mit  der  bestimmten  Anfangsgränze  x  =  a;  d.  h.,  man  solle 
n-mal  hintereinander  nach  x  inlegriren,  und  jedem  der  successiven  Integrale  die  be- 
stimmte Anfangsgränze  x  =  a  geben,  so  dass  der  bei  jeder  Integration  eingehende  Gon- 
stante  sich  auch  jedesmal  bestimmt. 

(n)    (P) 

2)    Folgendes  Zeichen  |     |9(x,  y)  •  dy^'  •  dx*'  stellt  ein  n-mal  und  p-mal  wiederho- 
lendes zweifaches  aber  unbestimmtes  Integral  vor.    Dagegen  folgendes  Zeichen 

(n)     (p) 

I     1    ^(>  9  y)  '  ^y^  '  ^>"  B^^Il^  ®i°  n-mal  und  p-mal  wiederholendes  zweifaches  Integral 

vor,  mit  den  bestimmten  Anfangsgränzen  y  =  b  und  x  *»  a. 
und  so  fort. 

g.  8.    Ist  <3p(x,  x)  eine  beliebige  Function  von  x  und  x;  sind  ferner  x  und  a  ganz  an- 
abhäogig  von  x,  und  ist  wiederum  x  ganz  unabhängig  von  x  und  a;  so  Ist 

(n) 


CI      Cp(x,x)»dl"  /«Y  .m    /  ^ 

Va  ^^   '    -^  _  r   d^vU»  '*) 


dx°'  Ja       dx 


dx" 
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d.  h.  bei  der  hier  gemaehten  VoraasseUoog  ist  es  gleichgilCig>  ob  man  saersl  oach  t 
iategrirt  nod  dann  nach  x  differenliirl,  oder  ob  man  zaerst  nach  x  diflerentiirt  and  dann 
nach  X  inlegrirt. 

Beweis.  Man  setze  (x  -h  h)  slalt  x,  so  ergibt  sich  eine  nach  ganzen  positiven 
PoteDsen  des  h  anftCeigende  Reihe.  Diese  Icann  man  erstlich  aof  folgende  Weise  ent- 
wiclLeln: 

(n) 
W                                              Cn)^                                         d   f*g>(x,  x).dx- 
I)     I     g)(x,  X  +  h)  •  dx"  =  I     ip(x,  x)  .  dx"  -f-  h  •  — ^ — . H- 


(n) 

^^        <J7^(x,  X)  dx-^ 


+ 


1.S.3...m  dx"* 

Man  kann  aber  auch  die  dadurch,  dass  man  (x  -f  h)  an  die  SIelie  des  x  setzt,  sich 
ergebende  Reihe  aof  folgende  Weise  entwickeln: 

(n)  (n) 


II) 


Pv(x,  X  +  h)  .  dx«  =  P[*^(»'  «)  +  i» 


d^(p(x,  x) 


dx 
.m         d"i3p(x,  x) 


]      dK" 


^  1.2.3...m  dx" 

Man  hat  aber  nur  nach  x  za  integriren;  und  thnt  man  dieses  theilweise,  so  geht 
letztere  Gleichung  Aber  in 

(B)  (n)  (n) 

US)    PgKx.  X  4-  h)  .  dx"  —  P9>(x,  x)  .  dx"  +  h  .  P       dx'         ^*'  *^ 


r 


<lx»(X,    ») 


Da  nun  die  Reihen  I  und  HI  ans  dem  nemlichen  erzeugenden  Ausdrucke  entstanden 
sind,  so  muss  bei  jedem  beliebigen,  also  auch  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens 
befindlichen,  Werlhe  des  h  die  Reihe  III  denselben  Werth  haben,  wie  die  Reihe  I. 
Desshalb  mfissen  in  beiden  Reihen  die  zu  den  gleichen  Potenzen  gehörigen  Goefficien- 
ten  einander  gleich  sein;   und  somit  ist  unser  Satz  erwiesen. 

Ist  9>(x,  y,  x)  eine  beliebige  Function  von  z,  y,  x;  sind  ferner  x  und  a  von  x 
ganz  unabhängig,  und  ist  wiederum  x  von  z  und  a  ganz  unabhängig ;  so  bekommt  man, 
wie  im  vorigen  Falle, 

(D)     (P)  (P) 

^"TC^^*' y>  X) .dyp.dx"     5;> /dl^r^c»'  y»  ^) •dy'\ 

Sind  nun  auch  y  und  b  von  x  unabhängig,  und  ist  wiedemm  x  von  y  und  b  unab- 
hängig; so  ist  gleichfalls 

<p) 

Sind  also  alle  vier  Elemente  x,  a,  y,  b  von  x  unabhängig,  und  ist  wiederum  x  von 
z,  a,  y,  b  anabhängig;  so  ist 
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(n)    (p) 

d^P  P  v(i.  y,  x)  .  dyP  .  dl»        w  (p) 


«ry  dx^'C»»  y»  *) 


d.  h.,  es  ist  bei  der  hier  gemachten  Voraosselzang  wieder  einerlei,  ob  man  soecst  alle 
Integralionen  ausfuhrt,  und  dann  differenliirt,  oder  ob  man  zuerst  differentiirt  und  dann 
integrirt. 

Dieser  Satz  iässt  sich  auf  beliebig  vielfache  Integrale  ausdehnen.    Seine  Wichtigkeit 
wird  sich  später  (s.  $.  59)  bewähren. 

St  9.    Wenna  >  a,  so  ist  1     cp(x)  -dz  jedesmal  positiv  oder  negativ,  sobald  gxx) 

Ja  « 

selbst  für  jeden  von  a  bis  a  möglichen  Werth  des  x  beständig  positiv  oder  negativ  ist. 
Beweis.    Denkt  man  sich  h  positiv  und  im  Momente  des  Verschwindens  befindlich» 
so  dass  durch  die  Reihe 

a,  (a  -t-  li),  (a  -+-  2h),  (a  -h  3h), ,  (a  -H  (n  — l)h),  a 

alle  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthe  des  x  von  a  bis  a  vorgestellt  sind;  dann, 
aber  auch  nur  dann,  ist 

I     qp(x)  •  dx  =>  h  •  [cp(aj  4-  gxa  -f-  h)  +  ^(a  4-  2h)  4- <3p(a  H-  (u  — 1)h)l 

Dabei  hat  das  n  einen  unendlichgrossen   Zahlenwerth,    f&r   welchen    die  Gleichung 

_ 

a  4-  n  •  h  =  a  stattGndet,  d.  h.  es  ist  n  =  — r — 

n 

Hiermit  ist  unser  Satz  bewiesen.    Es  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  er  auch 
noch  giltig  ist,   wenn  einer  oder  mehrere  der  Theilsätze  <p(a).   ^(a  +  h),  qp(a  +  ^^^ 

(p{9L  4-  3h), ,  cp[ßL  4-  (n  — 1)h)  zu  Null  werden.    Dagegen  ist  offenbar, 

dass  er  nicht  mehr  gelten  kann,  wenn  einer  oder  mehrere  dieser  Theilsälze  Null  in 
den  Nenner  bekommen.  Sollten  aber  nicht  alle  Theilsätze  dasselbe  Zeichen  behalten, 
so  kann  man  im  Allgemeinen  nichts  iiber  den  Zeichenstand  des  bestimmten  Integrals 

I    <p{\) '  dx  behaupten ,  sondern  muss  jeden  speziellen  Fall  nach  seinen  Eigenthfimlich* 

keiten  untersuchen. 

$.  10.    Wenn  b  und  ß  keine  Functionen  von  x,  und  wenn  die  beiden  Differenzen 

(a— a)  und  (/^--b)  positiv  sind;  so  ist  das  bestimmte  Integral  I     I     gp(x,  y)  •  dy  •  dx 

beständig  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  qp(x,  y)  selbst  beständig  positiv  oder  be- 
ständig negativ  bleibt,  wenn  man  dem  y  alle  von  b  bis  ß  stetig  nebeneinander  liegenden 
Werthe,  und  bei  jedem  einzelnen  dieser  Werthe  des  y  auch  zugleich  dem  x  alle  von 
a  bis  a  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthe  beilegt. 

Beweis.    Denkt  man  sich  k  positiv  und  im  Momente  des  Verschwindens  befind- 
lich, so  dass  durch  die  Reihe 

b,  (b  4-  k),  (b  4-  2k),  (b  4-  3k), (b  4-  (m-l)k),  ß 

alle  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthe  des  y  von  b  bis  ß  vorgestellt  sind;  denkt  man 
sich  ferner  auch  h  positiv  und  im  Momente  des  Verschwindens  befindlich,  so  dass  durch 
die  Reihe 

a,  (a  4-  h),  (a  4-  2h),  (a  4-  3h), ,  (a  4-  (n  —  I)  •  h),  a 

alle  stetig  nebeneinander  liegenden  Werthe  des  x  von  a  bis  a  vorgestellt  sind;  dann, 
aber  auch  nur  dann,  ist 
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I     I     qp(3t.  y).  dy    dl  = 

h -k*  |[9>(a,  b)  -+-y(a-hh.b)  -h +  v(a -h  (n -  1) h .  b)] 

+  [g<a.  b  -^  k)  4-  g)(a  -h  b,  b  -h  k)     h- •+- 9<a  +  (o  -  <)  b»  b  -♦-  k)] 

-4-[g<a,  b  +  3k)        -i-<p(a  -f-  h,  b  +  2k)    4-.. ...  -4-<p(a  +  (»  -  ^>h>  *>  +  2k)] 

+  [qp(a,  bH-(iii-l)k)4-<3p(a  +  h,b+(m-l)k)  + 4-<p(a-h(n-ljh,b  +  (iii-l)k)]| 

Dabei  habeo  n  und  m  jeoe  oDeudlichgrosseo  ZabloDwerthe,   fOr  welcbe  die  Glei- 

changen  a  +  Q  *  ^  =  ^  und  b  +  m  •  k  =  ^S  stallfindeo,  d.  h.  es  ist  n  »  — r —  und 
ß  -h 

Hiermit  ist  unser  Satz  bewiesen.  Es  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  er 
seine  Giltigkeit  bebSlt,  wenn  einer  oder  mehrere  der  Theilsätze  <3p(a,  b),  <p(a,  b  +  k), 
9)(a  +  h,  b),  etc.  za  Nali  werden;  dagegen  ist  offenbar,  dass  er  nicht  mehr  gelten 
kann,  wenn  einer  oder  mehrere  dieser  Theilsätze  Null  in  den  Nenner  bekommen« 
Sollten  aber  nicht  alle  diese  Theilsätze  dasselbe  Zeichen  haben,   so  kann  man  im  All- 

gemeinen  über  den  Zeichenstand  des  bestimmten  Integrals  I     I     ^(x,    y)  •  dy  •  di 

nichts  behaupten,  sondern  muss  jeden  speciellen  Fall  nach  seinen  Eigenthömlichkeiten 
ontersachen. 

Es  ist  nun  klar,  was  die  Bedingung  ist,  unter  welcher  ein  dreifaches,  vierfaches, 
etc.  Integral  positiv  oder  negativ  wird;  und  desshalb  ist  es  nicht  nöthig,  diese  Unter« 
suchung  noch  weiter  auszudehnen. 


m.  Aufsuchung  der  Bedingungen,  unter  denen  die  homogenen 
Functionen  7  welche  entweder  rational  und  von  grader  Di- 
mension sind  y  oder  welche  sich  auf  eine  solche  Form  bringen 
lassen  7  ihr  Zeichen  nicht  wechseln  können. 


A.    ErtU  Methode  f  gegründet  auf  die  Theorie  der  unbestimmten  Coeficienten- 

$.  II.    Man  soll  die  Bedingungen  aufsuchen,  wobei  die  Function 

1)  9>(P,  q)  —  A  •  p«  -h  2B  .  pq  4-  C  •  q« 

ihr  Zeichen  nicht  wechseln  kann,    unter  der  Voraussetzung,   dass  A, 
B,  G  bestimmt  und  reell,  aber  nicht  Null  sind,   dagegen  p  und  q  jeden 
reellen  Werfh  annehmen  oder  auch  Null  sein  können. 
Man  gebe  dem  vorgelegten  Ausdrucke  folgende  Form : 

2)  y(p,  q)  =  A  .  (p  +  a  •  q)2  -h  b  •  q« 

Dieser  Ausdruck  kann  bei  jedem  reellen  Wertbe  des  p  und  q  sein  Zeichen  nicht  wech- 
seln, wenn  A  und  b  einerlei  Zeichen  haben.  Durch  Vergleichung  der  beiden  Glei- 
chungen bekommt  mau  * 

A  •  p>  +  SB  •  pq  +  C  •  qs  =  A  •  p3  +  ^a  •  pq  +  (A  •  a»  +  b)  '  qs 
Daraos  folgt 
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A  =  A,    Aa  SS  B,    A-a«-+-b«C 
also 

B       .  ,       AC  -  B» 

a  =  —  ond  b  «» j 

A  A 

Nan  bleibt  9>(p,  q)  immer  positiv,  weon  A  aod  b  gleichzeitig  positiv  siod;  aod  dieses 
ist  der  Fall,  wenn  A  ond  (AG  —  B^  gleichzeitig  positiv  sind.  Es  bleibt  9>(p,  q)  im- 
mer negativ,  wenn  A  ond  b  gleichzeitig  negativ  sind;  ond  dieses  ist  der  Fall,  wenn 
A  negativ  ond  (AG  —  B^)  positiv  ist  ' 

Der  Umstand,  dass  (AG  —  B^  in  beiden  Fällen  positiv  sein  soll,  bringt  mit  sich, 
dass  A  ond  G  einerlei  Zeichen  haben  müssen. 

Wenn  onter  den  Goefflcienten  A,  B,  G  irgend  eine  willkürliche  Relation  stattfinden 
darf,  so  kann  man  b  =  0,  d.  h.  AG  -—  B^  =  0  setzen.    Dann  ist 

3)    ijpCp»  q)  —  A  •  (p  -4-  a  .  q)2 
so  dass  in  diesem  Falle  das  Zeichen  von  9>(p,  q)  ganz  allein  vom  Zeichen  des  A  ond 
des  G  abhängig  ist 

Ist  aber  A  «  0,  so  kann  qp(p,  q)  nor  dann  sein  Zeichen  nicht  wechseln,  wenn 
aoch  B  =  0  ist.  Dann  ist  (p(p,  q)  =  G  •  q^,  ond  hat  beständig  mit  G  dasselbe 
Zeichen. 

Kann  der  Ansdrock  A  •  p^  +  2B  •  p  •  q  +  G  •  q^  sein  Zeichen  nicht  wechseln ,  so 
kann  es  aoch  der  Ansdrock  A  +  2B  •  q  +  G  •  q^  nicht  wechseln,  weil  man  annehmen 
kann,  es  sei  p  =  1  gesetzt  worden. 

$.  12.    Man  soll  die  Bedingongen  aofsochen,  wobei  die  Fonction 

0    <3P(p ,  q.  0  =  A  •  p2  -h  2B  .  pq  +  G  .  q2  4-  2D  •  pr  4-  2E  •  qr  H-  F  •  r« 

ihr  Zeichen  nicht  wechselt,    onter  der  Voraossetzong,    dass  A,  B,  G, 
D,  E,  F  bestimmt  und  reell  aber  nicht  Noil  sind,   dagegen  p,  q,  r  jeden 
reellen  Werth  annehmen  oder  aoch  Noll  sein  können. 
Man  gebe  dem  vorgelegten  Aosdrocke  folgende  Form : 

2)    qp(Pf  q,  r)  =  A  •  (p  -H  a  •  q  -+-  b  •  r)*  4-  c  •  (q  4-  e  •  r)«  -h  g  •  r« 

Dieser  Aosdroek  kann  oifenbar  sein  Zeichen  nicht  wechseln,  wenn  A,  c,  g  einerlei 
Zeichen  haben.    Vergleicht  man  daher  die  erste  ond  zweite  Gleichong,  so  bekommt  man 

_  B  _  AG  ~  Bg         _  AE  —BD 

*"A'     ^~         Ä        '    ^'^  AG  -   B2 

ond 

AGF  -H  2BDE  —  A  •  E«  —  G  •  D«  —  F  •  B« 


g 


AG  —  B« 


Non  ist  9)(p,  q,  r)  beständig  positiv,  wenn  A,  c,  g  gleichzeitig  positiv  sind;  ond  die- 
ses ist  der  Fall ,  wenn  A,  (AG  —  B^,  (AGF  4-  2BDE  —  A  •  E«  -  G  -  D«  —  F  •  B«) 
zogleich  positiv  sind. 

Ebenso  ist  ^»(p,  q,  r)  beständig  negativ,  wenn  A,  c,  g  gleichzeitig  negativ  sind; 
ond  dieses  Ist  der  Fall,  wenn  A  negativ,  (AG  —  B^  positiv,  ond  AGF  4-  2BDE  — 
A  •  E2  —  G  .  D2  —  F  .  B2)  negativ  ist. 

Diese  Bedingungen  sind  hinreichend  aber  aoch  nölhig,  wenn  (y>(p,  q,  r)  sein  Zei- 
chen nicht  soll  wechseln  können.  Andere  Bedingongen,  welche  in  den  hier  aofgestell- 
ten  eigentlich  schon  enthalten  sind,  ergeben  sich,  wenn  man  von  den  Elementen  p,  q, 
r  je  eines  verschwinden  lässt    Man  bekommt  so  nach  ond  nach 

<P(P>  q,  0)  «  A  .  p2  4-  2B  •  pq  4-  G  .  q« 
,  g>(Pt  0,  r)  =  A  •  p2  4-  2D  .  pr  4-  F  •  r» 

v(0,  q,  r)  =  G  .  q«  4-  2E  •  qr  4-  F  •  r» 

Non  kann  (p(p,  q,  0)  sein  Zeichen  nicht  wechseln^  wemi  A  ond  C  einerlei  Zeichen 
haben ,  ond  (AG  -*  B^)  positiv  ist- 
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Es  kaan  gKp,  0,  r)  seia  Zeicheo  Dicht  weclueli),  wenn  A  und  P  eineriei  Zeiehen 
habeo,  ond  (AF  —  D>)  positiv  ist 

Es  kaoo  9>(0,  q,  r)  sein  Zeicheo  Dicht  wechselD,  weDD  G  UDd  F  eiDerlei  Zeicheo 
haheo,  aod  (CF  —  E')  positiv  ist 

Daraus  folgt  im  Allgemeioeo :  Weoo  (p(p,  q,  r)  seio  Zeicheo  Dicht  wechseln  kami, 
so  haben  A.  G,  F  ond  (AGF  +  2BDE  —  A-E'  —  GD^  —  F-B^)  einerlei  Zeichen» 
ond  (AG  —  BO»  (AF  —  D^),  (GF  —  E»)  siod  positiv. 

Wenn  onter  deo  Goefßcieoteo  A,  B,  G,  D,  E,  F  irgeod  eioe  willkürliche  Relation 
stattfiodeo  kann ;  so  kann  man  entweder  gleichseitig  c  =  0  ond  g  =  0,  oder  man  kann 
aoch  allein  g  •>■  0  setien. 

a)    Will  man  gleichseitig  c  =  0  ond  g  =  0  setsen,   so  bekommt  man  lOr  g  die 

Qobestimmte  Form  §.    Man  moss  also  diese  Uotersochong  direct  vornehmen,  ond  dess- 

halb  setzen 

3)    v(p»  q,  rj  =  A  •  (p  -t-  a  •  q  -H  b  •  r)« 

Vergleicht  man  diese  Gleichoog  mit  der  orspraDglicheo ,  so  ergibt  sich  A*a  =  B, 
A*a<  =  G,A«b  =  D,A*a*b  =  E,A*b2»F,  woraos,  weoo  man  a  ond  b  eli- 
oiioirt,  die  drei  GleicboogeD 

AG  —  B2  =  0,    AF  -  D»  ==  0,    AE  ~  BD  =  0 

hervorgeheo,  welche  erfQIU  seio  mOsseo,  weoo  g>(p,  q,  r)  aof  die  in  Nro,  3  gegebeoe 
Form  gebracht  werden  soll. 

ff)  Will  mao  zwischeo  A,  B,  G,  D,  E,  F  eioe  solche  Relation  aofeachen,  dass 
nor  g  =  0  wird,  dass  mao  also  die  Form 

♦)    <p(p,  q,  r)  =  A  •  (p  -h  a  •  q  +  b  •  r)8  -+-  c  •  (q  +  e  •  r)« 
bekommt,  so  wird  mao  auf  die  Bedingnngsgleichong 

AGF  -+-  2BDE  —  A  •  E»  —  G  •  D«  —  F  •  B^  =  0 

geführt 

Ist  A  =  0,  so  kaoo  (y>(p,  q,  r)  Dicht  bei  jedem  reelleo  Werthe  des  p»  qi  r  seio 
Zeicheo  oicht  wechselo,  weoo  oicht  alle  Goefficieoteo  der  mit  p  behafteteo  Theilsäl^e 
Nail  Siod. 

Kann  der  Ansdrock 

A  •  p»  +  2B  •  pq  +  G  •  q*  +  2D  .  pr  4-  2E  .  qr  -h  F  •  f« 
sein  Zeichen  nicht  wechseln,  so  kaoo  es  auch  der  Aosdrack 

A4-2B-q-+-G.q»4.2D»r  +  2E«qr-+-F-r» 
Dicht  wechselo,  weil  mao  aooehmeo  kaoo,  dass  p  =  I  gesetzt  sei. 

$•  13.    Mao  soll  die  Bedingoogeo  aafsocheo,   wobei  die  Fnoctioo 

O    9>(P»  q,  r,  s)  —  A  •  p2  +  2B  •  pq  -f-  G  .  q«  -H  2D  -  pr  +  2E  .  qr  -H  F  •  r« 

+  2G  •  ps  +  2H  •  qs  -h  2K  •  rs  +  L  •  ä» 

ihr  Zeicheo  oicht  wechselo  kaoo,  anter  der  Voraossetzaog,  dass  A,  B, 
C,D,£,F,  G,  H,  K,  L  bestimmt  und  reell  aber  oicht  Null  siod,  dagegeo 
P»  ^9  ff  6  jedeo  reelleo  Werth  aooehmeo  oder  auch  Null  seio  können. 
Man  gebe  dem  vorgelegten  Ansdrncke  folgende  Form: 

2)    g<p,  q,  r,  s)  =  A«(pH-a»q-+-b-r-fc-8)2-He«(qH-g-r-hh«s)» 

-4-  k  .  (r  +  1 .  8)2  H-  m  •  s2 

Dieser  Ansdrock  kann  offenbar  sein  Zeichen  nicht  wechseln,  wenn  A,  e,  k,  m  alle 
einerlei  Zeichen  haben.  Vergleicht  man  diese  Gleichoog  mit  der  nrsprttoglicheo,  so 
bekommt  mao 

_  B    K  «-  I>  G        —  AC_--B«  AE  —  BD  AH  — BG 

*""A''*"A'^T'®""        A       '  ^'^  XC^  B«*  AG  -  b« 

.  _  AGF  -h  2BDE  -A>Eg-G>Dg-F>B^ 

AG  -  B« 


1« 

ACK  4-  BDH  +  BBG  -  AEH  -  GDG  -  B«  -K 


I  = 


ACF  +  2BÜE  —  A  .  £2  -  C  .  D2  -  K  .  B^ 


f  ACFL  -+-  B«  K» -I-  D2. H2 + E«. G«  4-  2AEHK+2C DGK+2BFGH+2BDEL  - 2BDHK ) 
_  (— 2BEGK-8DEGH  — AC  »  Rg-AF  >  flg- AL  -  fig— CF.G«— CL  .Dg-FL-B») 
"  ~  ACF  +  2BDE  —  A  .  E«  —  C  .  D«  -  F  .  B^ 

NuD  ist  9)(p,  q,  r,  s)  beslindig  positiv,  weno  A.  e,  k,  m  gleichzeitig  positiv 
sind. 

Ebenso  ist  <)p(p,  q,  r,  s)  besliüidlg  negativ,  wenn  A,  e,  k,  m  gleichzeitig  negativ 
sind. 

Diese  Bedingungen  sind  hinreichend  aber  auch  nöthig,  wenn  9>(p,  q,  r,  s)  sein 
Zeichen  nicht  ändern  soll.  Andere  Bedingungen,  welche  in  den  hier  aafgestellten  ei- 
gentlich schon  enthalten  sind,  ergeben  sich,  wenn  man  von  den  Elementen  p,  q,  r,  s 
je  zwei  oder  je  eines  verschwinden  Idsst  Man  bekommt  so,  wenn  man  zuerst  je  zwei 
Elemente  verschwinden  lässt 

g)(p,  q,  0,  0)  ;=  A  •  p«  -h  2B  •  pq  H-  C  .  q« 
q>(p,  0,  r,  0)  =  A  •  p«  +  2D  .  pr  -+-  F  .  r» 
g?(p,  0,  0,  s)  =  A  .  p2  H-  2G  .  ps  +  L  •  8« 
v(0,  q,  r,  0)  =  C  •  q«  H-  2E  .  qr  +  F  .  r« 
cp(0,  q,  0,  s)  =  C  .  qg  -h  2H  .  qs  -+-  L  •  s« 
g)(0,  0,  r,  s)  =  F  •  r«  H-  2K  .  rs  H-  L  •  s« 

Daraus  folgt  im  Allgemeinen:  wenn  diese  Ausdrücke  ihr  Zeichen  nicht  wechseln  kön- 
nen, so  haben  A,  C,  F,  L  einerlei  Zeichen,  und  (AG  ->  B'),  (AF--  D^),  (AL  —  G^), 
(CF  -  E2),  (GL  -  flg),  (FL  —  K2)  sind  posiüv. 

Lässt  man  aber  nur  je  eines  der  Elemente  p,  q,  r,  s  verschwinden,  so  bekommt 
man 

<3P(P»  q,  r,  0)  =  A  .  pg  4-  2B  •  pq  +  C  •  qg  -I-  2D  .  pr  4-  2E  •  qr  4-  F  •  r» 
9>(P>  q,  0,  s)  =  A  •  pg  -h  2B  •  pq  +  C  .  q«  4-  2G  •  ps  -h  2H  .  qs  -h  L  .  8« 
<y)(p,  0,  r,  s)  =  A  .  p2  4-  2D  .  pr  4-  F  •  r»  4-  2G  .  ps  4-  2K  .  rs  4-  L  •  8« 
(p(0,  q,  r,  s)  =  C  .  q«  4-  2E  •  qr  4-  F  .  r«  H-  2H  •  qs  4-  2K  •  rs  4-  L  •  s« 

Daraus  folgt  aufs  Neue:  wenn  diese  Ausdrücke  ihr  Zeichen  nicht  wechseln* \diiDeii»< so 
haben  die  Ausdrücke 

ACF  4-  2BDE  -  A  •  E^  -  C  •  D^  -  F  •  B« 
ACL  4-  2BGH  — ABP-C-Gg-LB« 
AFL  4-  2DGK  —  AKg-FG^-L-D» 
CFL  4-  2EHK  -  C  •  K«  -  F  •  H^  —  L  •  E« 

immer  einerlei  Zeichen  mit  A,  C,  F,  L. 

Wenn  nnler  den  Coefficienten  A,B,C,  D,E,F,  G,H,R,L  irgend  eine  will- 
kürliche Relation  stattfinden  kann,  so  kann  man  sie  noch  folgenden  Bedingungen  unter- 
werfen : 

a)    Man  set^e  gleichzeitig  e»0,k  =  0,  m=rO; 
ß)    Man  setze  gleichzeitig  k  »  0,  m  =  0; 
y)    Man  setze  m  =  0. 
a)    Setzt  man  gleichzeitig  e  =  0,  k  =  0,m>»0,  so  nehmen  dabei  k  und  m  die 

unbestimmte  Form  ^  an.    Man  moss  also  diese  Untersuchung  direct  vorilehmen,    und 

desshalb  setzen 

3)    9>(P5  q»r,s)  =  A«(p4-a«q  +  b«r4-c«8)« 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  ursprünglichen,  so  eigibt  sich  daraus  folgendes 
System  von  BedingungsgleichuDgeu : 

AG  -  B2  —  0   AF  —  D2  =  0   AL  -  G«  =  0 
AE  -  BD  =  0   AH  —  BG  =  0   AR  —  DG  =  0 

welche  erfüllt  sein  müssen,  wenn  g>(p,  q,  r,  s)  die  In  8  angegebene  Form  soll  anneh- 
men können. 
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ß)  Seiet  mao  gleichieitig  k  =  0  und  m  =  0,  so  oimmt  dabei  m  die  uubesümmte 
Form  g  an.     Mao  muss  also  diese  Unlersachongdirecl  vornehmen,  and  desshalb  setzen 

♦)    9<Pi  q.  r,  8)  =  A«(pH-a«q4-b«r-hc«s)2  -he-Cq  +  g-r  +  h-s)« 

« 

Vergleicht  man  diese  Glelchong  mit  der  arsprQnglichen,  so  ergibt  sich  daraos  folgendes 
System  von  Bedingangsgleichangen : 

ACF  -+-  2BDE  -  A  .  E«  -  C  .  D»  —  F  •  B«  =  0 
ACL  +  2BGH  —  A  .  H«  —  C  .  G«  -  L  •  B«  =  0 
ACK  +  BDH  +  BEG  -  AEH  -  GDG  —  K  •  B>  »  0 

welche  erlOlit  werden  mQssen ,  wenn  qp(p,  q,  r,  s)  die  in  4  gegebene  Form  aoll  annehmen 
können. 

y)  Setzt  man  aber  m  =  0,  d.  h.  den  Zähler  des  fQr  m  geftindenen  Bruches;  so 
nimmt  wegen  dieser  Bedingung  die  gegebene  Function  folgende  Form  an : 

5)    g<p»  q,  r,  s)«*A«(p-^a«q-fb«r  +  c«s)«-f-e'(q  +  g«r-hh«s)* 

-h  k  .  (r  +  I .  s)« 

Ist  A  =s  0,  so  kann  9>(p,  q,  r,  s)  nicht  bei  jedem  reellen  Werthe  yon  p,  q,  r,  s  sein 
Zeichen  nicht  ändern,  wenn  nicht  alle  Goefflcienten  der  mit  p  behaflelen  Theilsätze 
verschwinden. 

Es  ist  nicht  schwer ,  aber  weitläufig,  diese  Untersuchung  auf  Functionen  mit  noch 
mehr  Veränderlichen  auszudehnen.  Der  Weg  dazu  ist  hinlänglich  gezeigt.  Auf  ganz 
gleiche  Weise  verfahrt  man  mit  Functionen  von  noch  höheren  Dimensionen.    Z.  B. 

$.14.    Man  soll  die  Bedingungen  aufsuchen,   wobei  die  Function 

1)    v(P»  q)  =  A-p*+B«p3.q4-C-p««q2-4-D«p«q5H-E.q* 

ihr  Zeichen  nicht  wechseln,  kann  unter  der  Voraussetzung,  dass  A,  B, 
0,  D,  E  bestimmt  und  reell  aber  nicht  Null  sind,  dagegen  p  und  q  jeden 
reellen  Werth  annehmen  oder  auch  Null  sein  können. 

Man  gebe  dem  vorgelegten  Ausdrucke  folgende  Form:  , 

2)  ,  <P(P>  q)  =  A  .  (p«  -h  a  •  pq  4-  b  •  q«)'  H-  c  •  q«  •  (p  4-  e  •  q)« 
Dieser  Ausdruck  kann  offenbar  sein  Zeichen  nicht  wechseln»   wenn  A  und  c  einerlei 
Zeichen  haben.    Vergleicht  man  den  zweiten  Ausdruck  mit  dem  ersten,  so  ergeben  sich 
eben  so  viele  Bedingungen,   als  es  uubestiromle  GoefGclenten  sind,  so  dass  sich  die 
Goefficienten  a,  b,  c,  e  bestimmen  lassen. 

Man  soll  die  Bedingungen  aufsuchen,  wobei  die  Function 
v(p»  q)  =  A-pßH-B-p5-q-hC«p*-q«  +  D-p3.q3-hE-p».q^-hF«p*q*-f-G-q« 
ihr  Zeichen  nicht  wechseln  kann. 

Man  gebe  dem  vorgelegten  Ausdrucke  folgende  Form: 

g,(p,  q)=:A*(p3  +  a«p2-q  +  b*p-q3  +  c*  q^)«  -4-  e  •  q«  •  (p»  H-  g  •  p  •  q  +  h  •  q^j« 

Dieser  Avsdruck  kann  offenbar  sein  Zeichen  nicht  wechseln,  so  oft  A  und  e  einerlei 
Zeichen  haben. 

Und  so  fort  bei  noch  zusammengesetzleren  Fällen. 


B.    Zweite  Methode  ^  gegründet  auf  die  Theorie  der  Gleichungen. 

g.  15.    Man  soll  die  Bedingungen  aufsuchen,  wobei  die  Function 

U    V(P,  q)  -  A  .  p2  -h  2B  .  pq  +  G  •  q« 
ihr  Zeichen  nicht  wechseln  kann,   unter  der  Vorauaselzong,  dassA, 
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B»  C  bestimmt  and  reell,  aber  oicht  Null  sind,  dagegen  p  aod  q  jeden 
reellen  Wertb  annehmen  oder  auch  Nail  sein  können. 

Man  setze  x  stall  - ,  so  gibt  sich 

2)    <p(Pf  q)  —  p»  •  (A  +  2B  .  X  -H  C  .  X«) 
Da  p2  sein  Zeichen  nicht  ändern  kann;   so  ändert  9>(iH  q)  sein  Zeichen  nicht,   wenn 
A  +  2B  •  X  +  G  •  x'  sein  Zeichen  nicht  ändert.    Man  weiss  aber  ans  der  Theorie  der 
Gleichaogen,   dass  A  +  2B  -x  +  G  •  x^  für  jeden  reellen  Werlh  des  x  sein  Zeichen 
nicht  ändert,  sobald  aus  der  Gleichung  A+2B*x  +  G«x2=:0  sich  laaler  imagi- 

näre  Wurzeln  ergeben.    Aus  letzterer  Gleichung  folgt  x  =-  =— g .    Die 

Wurzeln  der  Gleichung  sind  aber  imaginär,  wenn  AG  >  B';  und  soll  dieses  möglich 
sein,  so  mössen  A  und  G  gleiche  Zeichen  haben,  und  (AG  —  B^)  mnss  positiv  sein. 
Es  ist  also  Alles,  wie  in  §.  11. 

$.  16.    Man  soll  die  Bedingungen  aufsuchen,  wobei  die  Function 
0    g^Cp ,  q,  r)  =  A  .  p2  -H  2B  •  pq  +  G  •  q«  +  2D  •  pr  +  2E  •  qr  -4-  F  •  r« 

ihr  Zeichen  nicht  wechseln  kann,  unter  der  Voraussetzung,  dass  A,  B,  G, 

D,  E,  F  bestimmt  und  reell  aber  nicht  Null  sind,    dagegen  p,  q,  r  jeden 

reellen  Werth  annehmen  oder  auch  Null  sein  können. 

0  r 

Man  setze  x  statt  -^,  und  y  statt  -;  so  gibt  sich 

P  P  . 

2)    9>{p,  q,  r)  —  p?  .  (A  -h  2B  •  X  +  G  •  x^  H-  2D  •  y  H-  2E  •  xy  4-  F  •  y«) 

-  p2  .  [(A  -f.  2Bx  +  G  •  x2)  4-  2(D  +  E  .  x)  .  y  -h  F  •  y»l 

Da  p2  sein  Zeichen  nicht  wechseln  kann ;  so  wechselt  auch  9>(p,  q,  r)  sein  Zeichen  nicht, 
wenn  es  der  zweite,  d.  h.  der  in  die  eckigen  Klammern  geschlossene  Factor  nicht  wech- 
selt. Dieser  zweite  Factor  hat  aber  fQr  jeden  reellen  Werth  von  x  und  y  einerlei  Zei- 
chen, und  zwar  das  yon  F,  wenn 

F  .  (A  -f-  2B  .  X  +  C  .  X»)  >  (D  -h  Ex)» 
d.  b.  wenn 

(AF  -  D2)  +  2(BF  —  DE)  .  X  -t-  (CF  —  E«)  •  x« 

positiv  ist;  und  dazu  gehört,  dass  (AF  —  D»),  (GP  -  E«),  und  [(AF  -  D»)  (GF  - E«)  - 
(BF  —  DE)2]  positiv  sind. 

Der  letzte  Ausdruck  reducirt  sich  aber  auf 

F  .  (AGF  4-  2BDE  —  A  •  E»  —  G  .  D»  -  F  •  B«) 

ist  also  positiv,  wenn  sein  zweiter  Factor  mit  F  einerlei  Zeichen  hat. 
Man  vergleiche  $.  12. 

§.  17.    Man  soll  die  Bedingungen  aufsuchen,  wobei  die  Function 

0    <P(P»  q.  r,  s)  —  A  •  p»  +  2B  •  pq  +  G  •  q»  -h  2D  •  pr  +  2E  •  qr  +  F  •  r»  +  2G  •  ps 

+  211  •  qs  -h  2K  .  rs  +  L  •  s» 
ihr  Zeichen  nicht  wechseln  kann,  unter  der  Voraussetzung,  dass  A,  B, 
G,D,E,F,,G,  H,  K,  L  bestimmt  und  reell  aber  nicht  Null  sind,  dagegen 
p,  q,  r,  s  jeden  reellen  Werth  annehmen  oder  auch  Null  sein  können. 

Man  setze  3  «  x,'  -  =  y,  und  -  =  z;  so  gibt  sich 
p  P  P  »        o 

2)    <3P(p,  qi  r,  s)  =  p2  .  [(A  -+-  2B  -  x  +  C  •  x«  +  2D  •  y  +  2E  •  xy  4-  F  •  y«) 

+  2(G  -t-  H  .  X  +  K  .  y)  .  z  +  L  .  z2] 

Da  nun  p»  sein  Zeichen  nicht  ändern  kann;  so  ändert  9(p,  q,  r,  s)  auch  sein  Zeichen 
nichts  wenn  es  der  zweite,  d.  h.  der  in  die  eckigen  Klammern  geschlossene  Factor  nicht 
ändert.  Dieser  zweite  Factor  hat  aber  f&r  jeden  reellen  Werth  von  x,  y,  z  einerlei 
deichen,  und  zwar  das  von  L,  wenn 
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L(A  -h  2B .  X  +  C  .  x2  +  2D  .  y  +  2E  .  xy  -h  F  .  >2)  >  (G  H-  H  .  X  -H  K  .  yy 

d.  h.  weDD 

(AL  -  G«)  -h  2(BL  -  GH)  .  X  -h  (GL  -  H^) .  x»  -h  2  •  (DL  -  GK)  •  y 

■f  2 .  (EL  —  HK)  .  xy  -+-  (FL  -  K«)  •  y« 

positiv  ist;  and  dazu  gehört»  dass  (FL  •—  K^)  positiv  ist,  and  zagleich  (Qr  jeden  reellen 
Werth  des  x  aach  noeh  stattfindet 

(FL  -  K«)  .  [(AL  -  GO  -H  2(ßL  -  GH) .  x  4-  (GL  -  H«) .  x2]>  [(DL  -  GK)  -h  (EL  -  HK) .  x]2 

d.  b.  es  mnss  noch 

[(FL-K«)  (AL-G0-(DL-GK)^4-2  .  [(FL-K2)(BL- GH)-(DL- GK)  (EL-HK)]  .  X 

-h  [(FL  —  K»)  (GL  -  H2)  —  (EL  -  HK)«]  •  x2 

positiv  sein,  welches  (nach  $.  15)  wiederam  der  Fall  Ist,  wenn  der  erste  und  dritte 
Goelficient  positiv,  and  zogleich  das  Product  dieser  beiden  grösser  ist,  als  das  Quadrat 
des  halben  zweiten  Coefficienten  dieses  letztem  (nur  noch  x  enthaltenden)  Ausdri^ckes. 
Es  ist  leicht,  jeden  ausgedehnteren  Fall  aof  den  nächst  vorhergehenden  zar&ckzu- 
fOhren. 

S*  tS.    Man  soll  die  Bedingungen  aafsachen,  wobei  die  Function 

0    v(p,  q)  «  A  .  p*  -h  B  .  p3  .  q  -f.  C  .  p»  .  q«  -h  D  •  p  •  q^  -h  E  •  q* 

ihr  Zeichen  nicht  wechseln  kann,  unter  der  Voraussetzung,  dass  A,  B, 
C,  D,  E  bestimmt  und  reell  aber  nicht  Null  sind,  dagegen  p  und  q  jeden 
reellen  Werth  annehmen  oder  auch  Null  sein  können. 

Man  setze  9  ■»  x,  so  ist  ^ 

P 

2)    <p(p,  q)  =  p*  •  (A  -h  Bx  +  C  .  x2  4-  D  .  x^  -h  E  •  x^) 

Da  p^  sein  Zeichen  nicht  ändern  kann;  so  ändertauch  (p(p,  q)  das  Zeichen  nicht,  wenn 
es  der  zweite  Factor  nicht  ändert.  Man  weiss  aber  aus  der  Theorie  der  Gleichungen, 
dass  A  -h  B  •  X  -*-  C  •  x2  -h  D  •  x3  44  E  •  X*  für  jeden  reellen  Werth  des  x  das  Zeichen 
nicht  ändert,  sobald  ^us  der  Gleichung  A  +  B-x  +  G-x2  4-D*x^4-£«x4=:0 
sich  lauter  imaginäre  Wurzeln  ergeben. 

Sucht  man  nun  die  Bedingungen  aur,  unter  welchen  alle  Wurzeln  dieser  Gleichung 
imaginär  werden;  so  erhält  man  die  Merkmale,  bei  denen  qp(p,  q)  sein  Zeichen  nicht 
ändert.    Dazu  ist  namentlich  erforderlich,  dass  A  und  £  einerlei  Zeichen  haben. 

Man  soll  die  Bedingungen  aufsuchen,  wobei  die  Function 

y(p,  q)  =  A  •  p^  +  B  •  p^  •  q  +  G  •  p^  -  q>  4-  D  •  p^  •  q^  -f-  E  •  p2  •  q^  +  F  •  p  •  q^  +  G  •  q^ 
ihr  Zeichen  nicht  wechseln  kann. 

Man  setze  wieder  -  «»  x,  so  bekommt  man 

P 

<p(Py  q)  =  p^  •  (A  4-  B  •  X  4-  C  -  X«  4-  D  •  x3  4-  E  •  X*  4-  F  •  x5  4-  G  •  x^) 

Sucht  man  nun  die  Bedingungen  auf,  unier  denen  die  Gleichung 

A4-B.x-+-C«x2  4-  D-x3  4-E«x*  +  F.x5-|-  Gx««0 

lauter  imaginäre  Wurzeln  hat;  so  ergeben  sich  die  Merkmale,  bei  welchen  9>(p,  q)  das 
Zeichen  nicht  wechseln  kann.  Dazu  gehört  namentlich,  dass  A  und  G  einerlei  Zeichen 
haben. 

Und  so  fort. 


C.     Schhus. 

S.  19.  Beide  (in  den  gg.  11  —  18  mitgetheilten)  Methoden  finden  geradezu  Anwen- 
dung auf  alle  homogenen  Functionen,  welche,  wenn  sie  auch  gebrochene  Exponenten 
haben,  sich  darch  Substitution  auf  eine  der  bisher  betrachteten  Formen  bringen  lassen. 
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So  I.  B.  ist 

i  i     1  I 

V<P,  q)  =  A  •  p*  -+-  2ß  .  p»  .  q*  4-  C  •  q« 

/  1.2  k     L  /  1\2 

=  A  .  \pV    +  2B  •  p8  .  q»  +  C  .  \qV 

=  A-|)2  +  2B.p*q-+-C-<|* 

t  1 

wo  man  p  anstatt  p* ,  ood  q  anstatt  q'  gesetzt  hat.    Ebenso  ist 

4  i     i  ♦ 

^(P>  q)  =  A  •  p*  4-  2B  •  p*  •  q*  4-  C  •  q^ 


=  A  .  (p*)    +  2B  .  (pV   .  (qV    +  C  .  (q*) 


=  A«p*4-2F«p«-q«4-C-q* 

t  1 

wo  man  p  anstatt  p^ ,  and  q  anstatt  q^  gesetzt  hat. 

Und  so  fort. 

Es  ist  überflüssig,  noch  zn  bemerken,  dass  hier,  wo  der  Zeiehenstand  eines 
Aosdrackes  untersacht  wird,  dio  imaginären  Formen  der  Radicale  anberücksichtigt  blei- 
ben milssen. 


lY.    Entwickelung  ungesonderter  Functionen  in  Reihen« 


$.  20.  Eine  Reihe  ist  eine  Folge  von  Ausdrücken  (Glieder  genamit),  welche. aUe 
nach  einem  gemeinschafllichen  Gesetze  gebildet  sind. 

Das  Bildangsgeselz  der  Reihen  ist  entweder  recorrent  oder  independent. 

Bas  Bildungsgesefz  ist  recorrent,  wenn  nur  bestimmt  ist,  wie  jedes  folgende  Glied 
ans  einem,  oder  aus  einigen,  oder  aus  allen  der  vorhergehenden  Glieder  gebildet  wird. 

Das  BilduDgsgeselz  ist  independent,  wenn  ein  Ausdruck  (allgemeines  Glied  ge- 
nannt) hergestellt  ist,  welcher  ein  noch  allgemeines  Element  in  der  Weise  enthält*  dass 
er  das  erste,  zweite,  dritte,  etc.  Glied  geradezu  liefert,  sobald  man  an  die  Stelle 
dieses  allgemeinen  Elementes  bezöglich  die  besondern  Zahlen  1 ,  2,  3,  etc.  setzt. 

Bei  jeder  Reihenbildung  muss  man  sich  von  dem  recurrenten  Bil- 
dongsgeselzc  zu  dem  independenten  zu  erheben  suchen. 

Bei  jeder  Reihe  rooss  man  die  syntaktischen  und  numerischen  Eigenschaften 
unterscheiden. 

Hinsichtlich  der  syntaktischen  Eigenschaften  berücksichtigt  man  nnr  die  Opera- 
tionen, welche  zur  Herstellung  einer  Reihe  angewendet  werden.  Die  Elemente,  aus 
welchen  die  Glieder  gebildet  werden,  können  entweder  schon  eine  specielle  Bedeutung 
haben,  oder  sie  können  noch  ganz  allgemein  sein,  d.  h.  weder  als  positiv,  noch  als  ne- 
gativ,  weder  als  reell  noch  als  imaginär  gelten,  so  dass  man  sogar  von  der  Form  p-Hq  •  f—i 
nicht  eher  behaupten  darf,  sie  besiehe  aus  einem  reellen  und  einem  imaginären  Theile, 
bis  p  und  q  schon  soweit  specialisfrt  sind,  dass  beide  nur  reelle  Bedeutung  haben.  Es 
gibt  Reihen,  welche  nach  steigenden  oder  nach  fallenden  Dimensionen  eines  oder 
mehrerer  Forlschreitungseleroente  fortlaufen  (steigende,  fallende  Reihen);  und  es  gibt 
Reihen^  welche  (kein  Fortsolireltongeeiement  enthalten.  Beiderlei  Reihen  können  dann 
eine  bestimmte  Anzahl  von  Gliedern  haben,  oder  die  Anzahl  der  Glieder  kann  niciaaili 
geschlosaeB  werden  (geschleasene,  anaeflidrliehe  Reiben). 
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•  

Hioaiehllicli  der  oumeriscliei]  Eigeiuchafleu  berücksichtigt  maa  deo  Werth  so- 
wohl jedes  eiozelneo  Gliedes  als  aller  Glieder  zasammeo.  Weno  aber  die  Glie|der 
einer  Reihe  einmal  numerische  Bedeutung  angenommen  hbben;  so 
kann  es  öfters  der  Fa.ll  sein,  dass  das  Bildnngsgesetz  spurlos  ver« 
schwanden  ist  Es  gibt  Reihen,  wo  von  irgend  einem  Gliede  ab  der  Werth  jedes 
einzelnen  |der  folgenden  Glieder  sich  immer  mehr  der  Null  nähert,  je  weiter  man  die 
Reibe  fortsetzt  (abnehmende  Reihen);  es  gibt  Reihen,  wo  von  irgend  einem  Gliede  ab 
der  Werth  jedes  einzelnen  der  folgenden  Glieder  sich  immer  mehr  von  Null  entfernt, 
je  weiter  man  die  Reihe  fortsetzt  (zunehmende  Reihen);  es  gibt  Reihen,  wo  von  irgend- 
einem Gliede  ab  der  Werth  jedes  einzelnen  der  auf  einander  folgenden  Glieder  bald 
sieh  der  Null  nähert,  bald  steh  von  Null  entfernt  (schwankende  Reihen).  Die  Glieder 
einer  Reihe  können  entweder  alle  das  nemliche  Vorzeichen,  oder  sie  können  theils  das 
positive  theils  das  negative  Vorseichen  haben;  und  hierbei  ist  namentlich  der  Fall  zu 
beachten,  wo  die  Vorseichen  der  Glieder  periodisch  wechseln.  Es  gibt  Reihen,  we 
alle  Glieder  reell,  und  Reihen,  wo  alle  Glieder  imaginär  sind:  auch  gibt  es  Reiben, 
wo  reelle  und  imaginäre  Glieder  beisammen  vorkommen. 

Es  Ist  also  ein  unterschied  zu  machen  zwischen  dem  Begrilfe  einer  steigenden  und 
dem  einer  zunehmenden  Reibe,  da  die  erste  Benennung  auf  die  syntaktischen,  und 
die  zweite  auf  die  Diimerischen  EigeDschaflen  hindeutet;  und  es  kann  (wenn  die  all« 
gemeinen  Elemente,  aus  denen  die  Glieder  der  Reihe  gebildet  sind,  numerische 
Werthe  annehmen)  die  steigende  Reihe  eine  abnehmende,  zunehmende,  schwankende  oder 
periodische,  und  die  einzelnen  Glieder  können  positiv,  negativ,  reell  oder  Imaginär  werden. 

Ebenso  ist  ein  Unterschied  zu  machen  zwischen  dem  Begriffe  einer  fallenden  und 
dem  einer  abnehmenden  Reihe,  da  aoeh  hier  die  erste  Benennung  auf  die  syntak- 
tischen,- und  die  zweite  anf  die  numerischen  Eigenschaften  blndeutet;  und  es  kann 
(wenn  die  allgemeinen  Elemente,  aus  denen  die  Glieder  der  Reihe  gebildet  sind,  nume- 
rische Werthe  annehmen)  die  fallende  Reihe  eine  abnehmende,  zunehmende,  etc.  etc.  wer* 
den,  und  die  einzelnen  Glieder  können  positiv,  negativ,  reell  oder  imaginär  werden. 

Eine  anaufhörliche  Reihe,  wo  alle  Glieder  numerische  Werthe  angenommen 
haben,  und  die  Summe  aller  unendlich  vielen  Glieder  eine  feste  angebbare  Gränze  nicht 
öberschreiten  kann,  sondern  sich  dieser  Gränze  immer  mehr  nähern  mnss,  je  mehr 
Glisder  man  zusammen  nimmt;  eine  solche  Reihe  helsst  a n  n ä h ernjL (convergenl). 

Eine  unaufhörliche  Reihe,  wo  alle  Glieder  numerische  Werthe  angenommen 
haben,  und  die  Summe  aller  unendlichvielen  Glieder  zwar  nicht  unendlichgross  wird, 
aber,  während  man  immer  mehr  und  mehr  Glieder  zusammennimmt,  ohne  Ende  fort 
abwechselnd  sich  bald  einer  gewissen  Gränze  nähert,  bald  sich  davon  entfernt,  oder», 
was  das  nemliche  Ist,  abwechselnd  bald  eine  gewisse  Gränze  fibersteigt,  bald  wieder 
dahinter  zurfick  bleibt ;  eine  solche  Reihe  heisst  eine  annäherungsunfähige.  Von  ihr 
kann  man  sagen :  „  Sie  hat  keine  Summe  ^  oder  „  Sie  hat  keine  numerische  Bedeutnng.^ 

Eine  unaufhörliche  Reihe,  wo  alle  Glieder  numerische  Werthe  angenommen 
haben,  und  die  Summe  der  Glieder  sich  desto  mehr  von  jeder  angebbaren  Gränze  ent- 
fernt, je  mehr  Glieder  man  zusammennimmt,  also  die  Summe  von  unendlichvielen  GHe* 
dern  auch  unendlichgross  wird;  eine  solche  Reihe  heisst  divergent.  Auch  von  ihr 
kann  man  sagen:  „Sie  hat  keine  numerische  Bedeutung.*^  Es  gibt  Reihen,  wo  die 
Glieder  sich  immer  mehr  und  mehr  der  Null  nähern  und  zuletzt  sogar  unendlichklein 
werden,  die  Summe  aber  doch  unendlichgross  ist,  d.  h.  es  gibt  auch  abnehmende  Rei* 
hen ,  welche  divergiren.  Und  so  verwechsle  man  nicht  den  Begriff  einer  abnehmenden 
und  den  einer  convergenlen  Reihe. 

Um  von  der  Convergenz  einer  unaufhörlichen  Reihe  fiberzeugt  zu  wer- 
den, mnss  man  die  beiden  Gränzen  angeben,  zwischen  welchen  die 
Summe  aller  unendlichvielen  Glieder  liegt 

Wenn  man  bei  einer  unaufhörlichen  Reihe  nachweisen  kann,  dass  von  Irgend 
einem  Gliede  ab  sie  noch  schneller  convergirt,  als  eine  andere  Reihe,  deren  Convergen« 
schon  feststeht;  so  mnss  nothwendig  auch  erstere  Reihe  convergeut  sein.  Wenn  alsa 
eine  Reihe  vorliegt,   wo  gegen  irgend  ein  Glied  die  Summe  aller  nachfAliri»na4»n  im 
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Momente  des  Versehviudeos  ist ,  so  ist  man  von  der  Convergenz  einer  soleben  Reihe 
geradezu  Qberzeogl. 

Eine  unaufbarliche  Reihe,  wo  die  Vorzeichen  der  GUeder  nach  festen  Perioden 
wechseln,  kann  als  convergent  gellen,  wenn,  sobald  man  jede  Periode  in  ein  einziges 
Glied  zasammenzieht,  sieb  eine  neue  Reihe  ergibt,  welche  den  Bedingungen  der  Gon- 
▼ergenz  genügt.  Eint)  onaofhörliche  Reihe,  wo  die  Vorzeichen  der  Glieder  periodisch 
abwechseln,  kann  also  oft  convergent  sein,  während  sie,  wenn  alle  Glieder  einerlei 
Vorzeichen  hätten,  divergent  wäre.  (Man  erinnere  sich,  dass  die  Differenz  co  *-  <x> 
oft  einen  bestimmten  angebbaren  Werth  haben  kann.) 

Reiben,  welche  langsam  convergtren,  können  in  solche  verwandelt  werden,  welche 
schnell  convergiren.    Dieses  ist  ein  Hauptpunkt  in  der  Lehre  der  Reihen.  * 

{.  21.  Die  unanfliarlichen  Reihen  sind  der  allgemeine,  und  die  geschlossenen 
sind  der  besondere  Begriff;  denn  jede  geschlossene  Reihe  kann  zugleich  als  solche 
nnauftidrliche  gelten,  wo  alle  die  noch  fehlenden  nnendlichvielen  Glieder  za  Null  ge- 
worden sind,  während  keine  nuaufhörlicbe  Reihe  als  geschlossene  angesehen  werden 
kann.  Der  besondere  Begriff  enthält  alle  Merkmale  des  allgemeinen,  aber  nicht  umge- 
kehrt. Daher  gilt  Alles,  was  von  allen  unaufhörlichen  Reihen  überhaupt  gilt,  auch 
von  allen  geschlossenen;  aber  nicht  Alles,  was  von  allen  geschlossenen  Reihen  Ober- 
haupt gilt,  gilt  auch  von  allen  unaufhörlichen. 

Von  allen  geschlossenen  Reihen  Oberhaupt  gilt,  dass  sie  syntaktische  Bedeutnug 
haben,  d.  h.  nach  einem  bestimmten  Bildungsgesetze  gebildet  sein  müssen;  dieses  gilt 
auch  von  allen  unaufhörlichen  Reihen  überhaupt. 

Ferner  gilt  von  allen  geschlossenen  Reihen  überhaupt,  dass  sie  einer  numerischen 
Bedeutung  fähig  sind;  dieses  gilt  von  allen  unaufhörlichen  Reihen  überhaupt  nicht,  son- 
dern nur  von  denen,  welche  convergent  sind. 

Reihen,  deren  Glieder  schon  soweit  specialisirt  sind,  dass  man  weiss,  dass  reelle 
und  imaginäre  Ausdrücke  dabei  vorkommen,  muss  man  in  zwei  Theile  zerlegen,  wovon 
der  eine  die  reellen,  der  andere  die  imaginären  Ausdrücke  enthält,  was  jedesmal  an- 
geht, da  jeder  imaginäre  Ausdruck  auf  die  Form  a  -h  b  •  Y—  1  gebracht  werden  kann, 
wo  a  nnd  b  reell  sind.  Eine  solche  Reihe  wird  dann  aus  zwei  Theilen  von  folgender 
Form 

(A'  -f-  A"  +  A"'  -t-  . . . .)  -f  (B'  -f-  B"  -H  B'''  -h  . . . .)  •  y^^^ 

bestehen ,  wo  die  Ausdrücke  A',  A",  A'", B',  B'',  B'" alle  reell  sind.    Da  das 

Reelle  und  Imaginäre  nicht  zusammen  snmmirt  werden  können,  so  wird  man  die  von 
Y—  \  freien  Theilsätze  für  sich  allein ,  und  ebenso  die  zu  K—  \  gehörigen  reellen  Goef- 
ficienten  für  sich  allein  summiren.  Bestehen  dann  beide  Theile  (A'  +  A''  -H  A'"...) 
und  (B'  4-  B"  +  B"' . . .)  aus  unaufhörlichen  Reihen,  so  muss  jeder  für  sich  conver- 
gent sein;  denn  ist  entweder  einer  oder  sind  gar  beide  zugleich  divergent,  so  hat  die 
Reihe 


(A'  -f-  A''  H-  A'''  +  ....)  -h  (B'  H-  B"  +  B"'   -h  ....)•  f-X 

keine  numerische  Bedeutung. 

Es  gibt  Reiben,  welche  lauter^  reelle  Glieder  bekommen  und  behalten,  man  mag 
den  Elementen,  aus  denen  die  Glieder  gebildet  sind,  reelle  Wer(be  beilegen,  welche 
man  will  (ganzreelte  Reihen);  es  gibt  aber  auch  Reihen,  welche  imaginäre  Glieder 
bekommen  und  behalten,  man  mag  den  Elementen,  aus  denen  die  Glieder  gebildet  sind, 
reelle  Werthe  beilegen,  welche  man  will  (ganzimaginäre  Reihen).  Ferner  gibt  es 
auch  Reihen,  wo  einige  oder  alle  Glieder  vom  Reellen  ins  Imaginäre  oder  umgekehrt 
übergehen,  wenn  man  die  Elemente,  woraus  die  Glieder  gebildet  sind,  bald  so  bald  so 
s^iecialisirt,  z.  B.  wenn  man  irgend  ein  Element  vom  Positiven  ins  Negative  oder  um- 
gekehrt übergehen  lässt.  Solche  Reihen,  welche  nur  unter  gewissen  Umständen  lauter 
reelle  Glieder  haben,  findet  man  zuweilen  mit  dem  Namen  ;,halbreelle  Reihen^' 
belegt. 
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Wenn  in  einer  (steigenden  oder  fallenden)  unaufhörlichen  Reibe  von  irgend  einem 
Gliede  ab  jedes  folgende  gegen  das  ihm  vorhergehende  im  Momente  des  Verschwindens 
ist,  d.  h.  von  diesem  Gliede  ab  kein  Glied  durch  die  Summe  aller  nachfolgenden  um 
etwas  Angebbares. vermehrt  oder  vennindert  werden  kann;  so  muss  man  dennoch  ans 
dem  BUdungsgesetze  wissen,  welche  Be wand tniss  es  mit  der  Realität  aller  Glieder  hat; 
denn  sowie  das  Reelle  und  das  Imaginäre  nicht  zusammen  sommirt 
werden  können,  ebenso  darf  das  eine  nicht  gegen  das  andere  in  den 
Moment  des  Verschwindens  gesetzt  werden,  und  eine  Reihe  hat  keinen  reellen 
Werth,  sobald  eines  ihrer  wenn  aoch  noch  so  späten  Glieder  imaginär  wird.  Diese 
Bemerkung  verdient  aber  alle  Aufmerksamkeit;  und  es  ist  nicht  nöthig,  Fälle  aufzuzäh- 
len, wo  Analytiker,  die  mit  verschwindeodkleineo  Ausdrücken  operirten,  dadurch  dass 
sie  sich  um  die  Realität  der  späteren  (aber  jedesmal  vernachlässigten)  Glieder  nicht 
bekümmerten,  Fehlschlüsse  begingen,  und  sich,  wenn  sie  nachher  auf  irgend  einem 
Wege  die  Falschheit  ihres  Resultates  entdeckten,  nicht  zu  helfen  wussten  (s.  z.  B.  die 
Aufgaben  11,  12,  15). 

Die  geschlossenen  Reihen  kann  man  immer  ohnewelters  zu  jedem  Zwecke  be- 
nützen; bei  den  unaufhörlichen  Reihen  muss  man  aber  sorgfältig  beachten,  was  für 
einen  Gebrauch  man  davon  machen  will.  Wenn  man  nemlich  eine  unaufhörliche 
Reihe  nur  rein  nach  ihrer  syntaktischen  Bedeutung  zu  benützen  und  anzuwenden 
hat,  so  braucht  man  sich  um  ihre  Convergenz  oder  Divergenz  nicht  zu  bekümmern; 
und  wenn  die  Elemente,  aus  denen  die  Glieder  gebildet  werden,  noch  ganz  allge. 
mein  sind,  so  kann  man  sich  oft  nicht  darum  bekümmern,  ob  die  Reihe  divergent 
oder  convergent  sei,  da  sie  in  diesem  Falle  oft  weder  als  convergent  noch  als  divergent 
gelten  kann.  Wenn  man  aber  eine  unaufhörliche  Reihe  nach  ihrer  numerischen 
Bedeutung  benützen,  z.  B.  damit  rechnen  soll ;  so  muss  sie  auch  eine  numerische  Be- 
deuti^g  haben,  d.  h.  convergent  sein.  Vergisst  man  daher  bei  einer  nach  der  on- 
merischen  Bedeutung  zu  benützenden  Reihe,  sich  vor  Allem  von  deren  Convergenz  zu  über- 
zeugen; so  läuft  man  Gefahr,  sich  in  endlose  Irrthümer  und  Widersprüche  zu  verwirren. 

So  oft  im  Caicul,  in  der  Geometrie,  in  der  Physik,  etc.  Zaiilenwertbe  oder  Grössen 
durch  ooaafhörllche  Reihen  dargestellt  werden,  müssen  diese  allerdings  convergent  sein; 
und  wenn  die  Elemente ,  aus  denen  die  Glieder  gebildet  werden ,  noch  ganz  allgemein  sind, 
so  müssen  derglelcben  Reihen  doch  in  der  Idee  als  convergent  gedacht  werden. 

Aeltere  Analytiker  haben  allerdings  den  Fehler  begangen,  niobtconvergente  Reihen 
in  solchen  Fällen  «u  gebrauchen,  wo  sie  convergent  sein  müssen. 

$.  22.  Die  lüntstehungsart  der  Reihen,  sowohl  der  mit  recurrentem  als  auch  der 
mit  independentem  ßildungsgesetze,  ist  zweierlei;  die  Reihen  können  nemlich  entweder 

1)  gradezu  durch  Definition  gegeben  sein;  oder  sie  können 

2)  sich  dadurch  ergeben,   dass  man  einen  vorgelegten  Ausdruck  in  eine  Reihe 

verwandelt 

Bei  Reihen,  welche  durch  Definition  gegeben  sind,  steht  das  Bildungsgesetz  und 
somit  aoch  ihre  syntaktische  Bedeutung  fest;  bei  ihnen  hat  man  daher  nur  zu  unter- 
suchen, wie  der  Ausdruck  beschafien  ist,  welcher  der  Summe  aller  (wenn  auch  unend- 
lichvieler)  Glieder  gleichkommt.  Die  Definition  muss  dann  auch  angeben,  ob  die  Reihe 
eine  geschlossene  oder  unaufliörliche  sein  soll. 

Bei  Reihen,  welche  durch  Entwickelung  eines  vorgelegten  Ausdruckes  sich  ergeben, 
besteht  die  Hauptaufgabe  darin,  das  Bildungsgesetz  der  einzelnen  Glieder  aufzusuchen; 
und  weiin  irgend  ein  Ausdruck  sowohl  in  eine  steigende  als  auch  in  eine  fallende  Reihe 
verwandelt  werden  kann,  so  kann  es  der  Fall  sein,  dass  dann  unter  gewissen  Be- 
dingungen die  steigende  Reihe  convergirt  und  die 'fallende  divergirt,  während  unter 
andern  Bedingungen  die  steigende  Reihe  divergirt  und  die  fallende  convergirt.  Diese 
Bedingungen  muss  man  bei  jeder  Reihe  eigens  aufsuchen. 

Wenn  man  einen  Ausdruck  in  eine  Reihe  verwandelt,  und  eine  geschlossene  Reihe 
sich  ergibt;  so  repräsentirt  diese  Reihe  den  vorgegebenen  Ausdruck  vollständig.  Wenn 
aber  die  Reihe  keine  geschlossene  sein  kann,  und  man  sie  doch  bei  irgend  einem  Gliede 
abbricht;  so  repräsentirt  diese  bestimmte  Gliedermenge  den  vorgegebenen  Ausdruck  nicht, 
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Miiideni  man  IrnusB  noeh  eineo  Th^i^^Ergäiizang  genannt)  hiniofAgen,  der  eo  be« 
schaffen  ist,  dass  er  und  die  grade ^^Rmmene  Gtiedermenge  den  vorgegebenen  Aosdmck 
▼ollstSndig  repräsentiren.  Die  Ergänzung  wird  aber  bei  einer  und  derselben  Reihe  ver* 
schieden  ausfallen,  je  nachdem  man  die  Reihe  bei  einem  Arüheren  oder  spllteren  Gliede 
abbricht.  Will  man  aber  eine  bei  Entwickelung  eines  Ausdruckes  eich  ergebende  un- 
aufhörliche Reihe  ohne  Aufhören  fort  und  fort  verfolgen,  was  freilich  nicht  ausflkhrbar 
sondern  nur  in  der  Idee  gedenkbar  ist;  so  gelangt  man  an  keine  Stelle,  wo  man  ab- 
brechen darf,  also  auch  an  keine  Stelle,  wo  man  die  Ergänzung  hinsetzen  kann,  son- 
dern muss  diese  ohne  Aufhören  in  immer  weitere  und  weitere  Feme  hinausdrängen. 

Wenn  man  einen  Ausdruck  nur  in  eine  unaufhörliche  Reihe  verwandeln  kann,  und 
eine  gewisse  Gliedermenge  nebst  der  Ergänzung  hergestellt  hat;  so  muss  diese  herge- 
stellte Gliedermenge  und  die  Ergänzung  zusammen  dem  vorgegebenen  Ausdrucke  gleich 
sein.    Daraus  folgt 

1 )  Wenn  eine  aus  einem  vorgegebenen  A nsdrucke  sich  ergebende  unaufhörliche 
Reihe  convergent  ist,  und,  je  mehr  Glieder  man  nimmt,  der  Werlli  der  jedesmaligen 
Ergänzung  sich  auch  desto  mehr  der  Null  nähert;  wenn  also  die  nach  unendlichvielen 
Gliedern  noch  hinzuzudenkende  Ergänzung  um  nichts  Angebbares  mehr  von  Null  ver- 
schieden ist;  so  ist  auch  der  Werth  der  unendlichvielen  Glieder  um  nichts  Angebbares 
mehr  von  dem  Werthe  des  vorgegebenen  Ausdruckes  verschieden.  Unler  diesen  Um- 
ständen ist  der  Werth  einer  unendlichgrossen  Gliedermenge  dem  Werthe  des  vorgege- 
benen Ausdruckes  vollkommen  gleich,  d.  b.  Alles  was  von  dem  Werthe  der  unendlich- 
grossen Gliedermenge  gilt,  gilt  auch  von  dem  Werthe  des  vorgegebenen  Ausdruckes 
selbst.  Will  man  aber  versichert  sein,  dass  man  durch  eine  bestimmte  Gliedermenge 
den  Werth  eines  Ausdruckes  annäherungsweise  berechnen  kann;  so  muss  man  im 
Stande  sein,  den  Werth  der  Ergänzung  oder  doch  wenigstens  die  bei- 
denGränzen,  zwischen  welchen  dieserWerth  liegt,  angeben  zu  können. 

^  2)  Wenn  eine  aus  einem  vorgegebenen  Ausdrucke  sich  ergebende  u  na  ufhörl  i  che 
Reihe  annäherungsunfähig  ist,  so  nähert  sich  der  Werth  der  Ergänzung  nicht  fort  und 
fort  der  Null,  je  mehr  Glieder  man  nimmt.  Eine  solche  Reihe  ist  also,  auch  wenn  maa 
onendlich viele  Glieder  nimmt,  niemals  geeignet,  den  Werth  des  vorgegebenen  Ausdru- 
ckes auch  nur  aunälierungsweise  zu  bestimmen,  sondern  es  muss  jedesmal  die  Ergänzung 
dazu  kommen. 

3)  Wenn  eine  aus  einem  vorgegebenen  Ausdrucke  sich  ergebende  unaufhörliche 
Reihe  divergent  ist,  so  Obersteigt  die  Reihe  den  Werth  des  vorgegebenen  Ausdruckes 
Immer  mehr  und  mehr,  je  mehr  Glieder  man  nimmt;  die  Ergänzung  muss  sieh  also  auch 
immer  mehr  von  Null  entfernen,  um  den  dadurch,  dass  man  immer  mehr  Glieder  zusam- 
mennimmt,  sich  auch  immer  mehr  vergrössernden  Fehler  wieder  gut  lu  machen. 

Es  ist  von  selbst  klar,  dass  eine  aus  einem  vorgegebenen  Ausdrucke 
hergestellte  unaufhörliche  Reihe,  welche  nicht  convergirt,  und  nicht 
mit  der  gehörigen  Ergänzung  versehen  ist,  auch  niemals  uns  berech- 
tigen kann,  einen  Schluss  auf  den  Werth  des  vorgegebenen  Ausdruckes 
lu  machen.  Hat  z.  R.  eine  solche  unaufliörliche  Reihe  lauter  reelle  Glieder,  so  kann 
der  Werth  des  vorgegebenen  Ausdruckes  eben  so  gut  reell  als  imaginär  sein;  und  um- 
gekehrt, wenn  eine  solche  Reihe  lauter  imaginäre  Glieder  hat,  so  kann  der  Werth  des 
vorgegebenen  Ausdruckes  eben  so  gut  reell  als  imaginär  sein. 

Bei  nnaufliörlichen  Reihen,  welche  durch  DeGnition  gegeben  sind,  kann,  wie  sich 
von  selbst  versteht,  von  einer  Ergänzung  keine  Rede  sein. 

Die  im  ganzen  Galcul  so  wichtigen  Regeln : 

1)  „Jede  Entwickelung  ist  falsch,  wenn  dereinst  ein  wenn  auch  noch  fo  spiles 
„Glied  Null  in  den  Nenner  bekommt ^M  ood 

2)  „Wenn  man  aufsuchen  will,  in  welchen  Fällen  die  grade  ansgefUfarte  Entwieke- 
„lung  ihre  Giltigkeit  verliert,  so  untersuche  man,  ob  man  bei  einem,  oder  bei  einigen, 
„oder  bei  allen  Gliedern  die  Neimer  so  specialisiren  kann,  dass  diese  Nenner  za  NaH 
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„werden;  dabei  wird  man  erlLemieD,  ob  in  allen  Fällen  die  audgelührle  Eni  wickelang 
,4pltig  ist,  oder  in  welchen  Fällen  sie  nicht  gilUg  ist,  d.  h.  welche  Fälle  man  als  Aus- 
t,nahmsläUe  besonders  behandeln  muss^' 
sind  schon  einmal  ($.  5.)  berührt»  und  werden  später  noch  sehr  oA  benützt  werden. 

Diese  äuscerst  wichtigen  Regeln  sind  Tielen  Analytikern  unbekannt  geblieben;  diese 
haben  dann,  wenn  sie  einmal  anf  so  einen  Ansnalinisfall  stiessen,  sich  auf  die  possierlichste 
Weise  zn  helfen  gesQcht,  und  nicht  selten  ausgesprochen:  »Die  Analysis  yerlisst 
ans  hier.^  Kennt  man  aber  obige  zwei  Regeln,  so  erkennt  man  auch ,  dass  die  Analysis, 
fort  und  fort  die  zuverlässigste  Fahrerin,  auch  an  den  Stellen,  wo  ein  Seitenweg  einge- 
schlagen werden  mnss,  uns  zuruft,  inne  zu  halten.  Somit  erscheint  das,  was  solche  Ana- 
lytiker für  ein  Gebrechen  halten,  geradezu  als  Yortheil,  der  nicht  genug  za  schätzen  ist. 

Nach  Anfzählung  dieser  (in  den  drei  letzten  §§.  mitgetheilten)  Thatsachen,  welche 
in  der  Elementaranalysis  ihre  Begründung  gefunden  haben,  soll  das  vorgelegte  Problem 
auch  wirklieh  vorgenommen  werden. 

S-  23.  Ist  die  angesonderte  Function  9>(o,v)  =  o  gegeben,  und  soll  für  n  eine 
nach  (steigenden  oder  fallenden)  Potenzen  des  v  fortlaufende  Reihe  entwickelt  werden; 
so  wird  man,  um  bequem  operiren  zu  können,  die  gegebene  Function  zuerst  auf  die 
einfachste  Form  bringen.  Dahin  gehört  namentlich,  dass  man  ihre  transcendenten  Be- 
standtheile  in  eine  algebraische  Form  umsetzt,  und  dass  man  dann  alle  einzelnen  Theil- 
satze  in  eine  gewisse  Ordnung  bringt  Ist  ausserdem  9?(u,v)  =  0  eine  Gleichung  mit 
einer  bestimmten  Anzahl  von  Theilsätzen;  so  ist  es  gewiss  bequem,  wenn  man  alle 
negativen  Potenzen  des  u  und  des  V  wegmnltiplicirt,  und  hierauf  noch  so  viele  Dimen- 
sionen des  u  und  des  v  wegdividirt,  als  möglich.  Dieses  wird  sich  aber  nicht  immer  als 
vortheilhaft  erweisen,  wenn  9>(a,v)  =  0  eine  Gleichung  mit  einer  unendlichen  Anzahl 
von  Theilsätzen  ist;  sondern  in  diesem  Falle  ist  es  besser,  vor  Allem  irgend  ein  Gesetz 
in  die  gegebene  Gleichung  zu  bringen. 

Man  suche  zuerst  eine  steigende  Reihe,  und  gebe  ihr  die  Form 

I)    u-Aj.v»H-A,.v*  +  '*-hA3.v»  +  *' +  *H-A^  .v»  +  *»  +  *"  +  '' H- 


wo  a  eine  (ganze  oder  gebrochene)  positive  oder  negative  Zahl  oder  auch  Null 
sein  kann,  dagegen,  eben  weil  die  Reihe  eine  steigende  seinmuss,  durch  die  Buchstaben 
b,  c,  d  . . .  nur  positive  (ganze  oder  gebrochene)  Zahlen  vorgestellt  sein  dürfen.  Die 
gegebene  Gleichung,  aus  welcher  die  Reihe  entwickelt  werden  soll,  sei  nun  folgende: 

iP  .  vi'  -f-  Q  .  vP  +  '  4-  S  .  vP  +  *»  +  ■  -I- \ 
H-N  .  u"  .  v"'  -h  M  .  u"  .  v"'  -I-  K  .  u""  .  v"''  -h  H  .  u*»  ■  v**    I  =  Ö 
H-  G  .  u8  .  v8'  -f- F  .  u'-  v'^  -f-  E  •  u'  .  V«'  4- ) 

Diese  Gleichung  ist  in  zwei  Theile  getheilt,  welche  geschlossene  oder  unaufhörliche 
Reihen  sein  können.  Der  erste  Theil  enthält  das  u  nicht,  und  ist  nach  steigenden 
Potenzen  des  v  geordnet,  wo,  wenn  auch  p  negativ  ist,  doch  q,  s, . . . .  positiv  sein 
müssen,  weil  p  <  (p  +  q),  (p-Hq)  <  (p  +  qH-s),  etc.  ist.  Der  zweite  Theil  enthält 
die  mit  n  versehenen  Theilsätze,  und  ist  nach  steigenden  Potenzen  des  u  geordnet,  so 
dass  also  n<m,m<k,k<h,h<g,  etc.  etc.  ist.  Sollte  aber  irgend  eine  Di- 
mension des  n  mehrmals  vorkommen,  so  mnss  die  Anordnung  von  der  Art  sein,  dass 
jedesmal  die  niedrigere  Dimension  des  v  der  höheren  vorangeht.  Dabei  bemerke  man 
aber,  dass  ein  negativer  Exponent  für  desto  kleiner  gilt,  je  grösser  sein  absoluter 
Werth  ist. 

Führt  man  nun  die  Reihe  I  in  die  Gleichung  II  ein,  so  bekommt  man 
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III)    P  .  vi'  4-  Q  •  \''  +  *»  4.  s  .  yP  +  *»  +  •  -h 

N.AJ  .  \"'  +  "•-hn  .  N  .  A?-*  .  (A2  •  \**H-  A3  .>•'  +  "  H-  .,..)•  v""^  "* 


M  -  A?  .  v"'  +  "*-h  m  .  Bf  .  A?-*  •  (A^  .  v*»  h- A3  •  v»»  +  V. . . .)  •  v"'  +' 

^  ^  +  ^!^ .  M .  Ar*  .  (A,  .  v»»  +  A3  .  v»»  +  <^  +  ....)«.  V-'  +  - 
H- 

K  .  Ar  v^'+«"  +  k  .  K  .  Ar'  •  (A,  .  V»»  H- A3  .  V«»  +  ^  4-  . . . .)  •  ^^'  "^  "^ 

-^J-+--r^^i^-Ar'-(A,-v»»-hA3.v''+^4-....p.v'^'  +  ^ 


H.  Af  .  Y»^'^***4-h  .  H  .  Ar^  •  (A,  .  y^  -^A^  •  i»^  +  V  .. . .)  •  v'*'+  •»• 

+ '^.H. Ar*  •(A^.v'^H- A3.  v^+^H-.... )«•>''  +  '" 
+ 

G.  Af  .  v8'+g*^  g  .  G  .  Ar'  •  (Aj  .  v«»H- A3  .  V*»  +  ^  4-  . . . .)  •  v«'**  «* 

H- j-+-  i|I=^.  G.Ar*  •  (A,  •  V**  H- A3  .  V**  +  *^  -h  . .  .  .)^  •  V«'  ■^8* 


=  0 

Zanäcbst  weiss  man  voo  dieser  Gleichung,  dass  sie  eine  identische  ist,  d.  h.  für  jeden 
Werth  des  v  gill;  und  daraus  folgt,  dass  jedesmal  die  Summe  aller  Theilsälze,  welche 
das  V  in  einerlei  Dimension  enthalten ,  für  sich  verschwindet,  dass  also  diese  Gleichung 
in  so  viele  einzelne  Gleichungen  zerfallt,  als  das  v  in  verschiedenen  Dimensionen  vor* 
kommt. 

In  den  LehrhQchem  der  Elementaranalysis  ist  diese  Wahrheit  auf  mancherlei  Weise 
bewiesen  worden;  und  es  ist  nicht  ndthig,  auch  hier  einen  solchen  Beweis  noch  einmal 
aufzustellen. 

g.  24.  Es  kommt  nun  darauf  an,  auszamitteln,  weiche  Theiisatze  in  Gleichung  III 
die  niedrigste  Dimension  des  v  enthalten;  diese  Theiisatze  können  sich  aber  offenbar 
nur  unter  folgenden 

P.v»\   N.Arv»'+»%  M.  A[».v»'+"»*,   K-Ar^"'"^*"*,  H  •  Ar  v""'^***» 

G.Af  .v«^'+«*,    P.Af.v'*+^    E.Ar  v*'  +  '^«,  etc.,  etc. 

befinden,  und  es  handelt  sich  zunächst  darum,  iur  a  einen  solchen  Werth  aufzufinden, 
dass  von  den  Zahlen 

p,  (n'H-na),  (m'+ma),  (k'-hka),  (h'-hha),  (g'-4-ga),  (f'-f-fa),  (e'H-ea),  etc.,  etc. 

zwei  oder  mehrere  einander  gleich  und  dabei  kleiner  als  alle  flbrigen  werden.  Zunächst^ 
ist  klar,  dass  nicht  jeder  der  unbestimmten  Exponenten  (n'  ■+■  na),  (m'  +  ma),  (k'+ka}, 
etc.  grösser  werden  darf,  als  der  bestimmte  Exponent  p;  denn  dabei  wQrde  der  Theilsatz 
P  •  v^'  fQr  sich  allein  dastehen  mit  seiner  niedrigsten  Dimension  des  v.  Man  vergleiche 
nun  alle  unbestimmten  Exponenten  zunächst  mit  p,  und  stelle  zu  dem  Ende  folgende 
Gleichungen  auf: 
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-—-(-4=;) 

k'  -+-  ka  —  p  -+-  k  .  /a—  E !^\ 

O  h-  -+-  ha  =  p  -h  h./a-?JZj^| 

g*  -H  ga  =cr  p  -h  g  .  /a—  ?JZl!\ 
r  -h  fa  =  p  -h  f./a  — ?JZÜ| 
e'  +  ea  ==  p  +  e  .la  — E-ZI_Ll 

p  —  n'      p— m'      p  —  k'    p  —  h' 
Erstens.  Sucht  man  nun  onter  den  Qootienten  — - —  >    — ^ —  ♦    — 7- — »  — j- — 

'-— — »    ^- — = — j ,  etc.  den  grössten  aaf;  und  findet  man,  dass  nor  einer  dieser 

p  — k' 
Qootienten  der  grosste  werden  kann,  und  dass  z.  B.  — ^ —  dieser  grösste  ist;  so  setze 

p  — k' 
man  a  =  ^— r — ,  und  es  wird  k'  +  ka  =  p,  dagegen  alle  andern  Exponenten  (n'+na), 

(m*  -f-  ma),  (h'  h-  ha),  (g'  -+-  ga),  (f  -4-  fa),  (e'  -4-  ea),  etc.  werden  grösser  als  p. 

p  — k' 
Somit  ist  an — j^^ —  ein  braachbarer  Werth  des  a. 

Betrachtet  man  nochmals  die  obigen   Gleichungen,   so  eriiennt  man,   dass  nicht 

p  — k' 
a  >  — r —  werden  darf,   weil  dabei  jeder  der  Exponenten  (n'  -4-  na),  (m'  -4-  ma), 

(kf  -H  ka),  (h'  +  ha),  etc.  grösser  werden  wikrde,  als  p;  dagegen  kann  es  möglich  sein, 

p  —  k'  P  —  it' 

dass  mancher  brauchbare  Werth  des  a  kleiner  ist  als  — r — .    S<d>ald  aber  a  <  — r — 

so  ist  (k'  -h  ka)  <  p,  (k'  H-  ka)  <  (n'  -H  na),  und  (k'  -4-  ka)  <  (m'  -f-  ma).   Diese 

Ungleichungen  ergeben  sieh  durch  einfache  Betrachtung  der  Gleichungen  (S),  und  die 

zwei  letzten  dieser  Ungleichungen  finden  namentlich  desshalb  statt,  weil  k  >  n,  und 

p  — k' 
k  >  m.    Unter  der  Voraussetzung  also,  dass  man  a  <  — r —  nehmen  will,  kann  man 

den  Exponent  (k*  +  ka)  nur  mit  den  nachfolgenden  vergleichen.  Zu  diesem  Ende  stelle 
man  sich  folgende  Gleichungen  auf: 

k'  +  U  n  k'  +  ka 

/        k'— h'\ 
h'  +  ha  =  k'  +  ka  +  (fa  — k)'|a  — ^  _A 

g'  -h  ga  .*  k'  -h  ka  -h  (g-k)  .  (a  -~5^) 

^  .  /      k'  — r\ 

r  H-  fa  =  k'  -4-  ka  H-  (f  —  k)  •  I  •  —  f-ZTi] 
'  -^  ea  =  k'  +  ka  -♦-  (e—  k)  •  M—  tEij) 


e 


Alle  die  DifTerenzen  (h  —  k),  (g  — k),  (f  ^  k),  (e  -k),  etc.  sind  positiv;  ferner  ist 
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111)    P  .  vi«  -t-  Q  •  v'^  ^  ^  4-  S  .  V»  +  *»  +  »  -h 

+  i+  ^^T^^  •  N  •  Ar*  .  (A^  •  v'^-t- A3  .  v^^^  *^  +  . . .  .  y  .  v"'  +  »* 


M  .  Af  .  v"' +  ■•-+-  m  .  M  .  a;^"*  .  (Aj  •  v*»  H- A3  •  ¥*»  +  ^4-. . . .)  •  v"'  + 

^i+ T;=T^-M.  Ar*.  (A,.v»'+A3.y'»+^ +  ....)«  •^■*'  +  - 

H- 

K  .  Ar  v'^'+^'+k  .  K  .  Ar*  •  (A,  .  y^  H-Aj  •  v»»  +  ^  4-  . . . .)  •  ^^'"^  ^ 

+J4--?Fr-K.Ar*-(A,-v»»4-A3.v»»  +  ^4-....y-^'^'^^ 


H.  A?  .  v'*'+**»4-h  .  H  .  Ar^  .  (A.  •  y^  -hA,  •  \*»  +*^-l-  .. . .)  •  v**'-^  '^^ 


+  5^ .  H.Ar*  •  (A,  .  y""  +A3  .  V»»  +«+  . . .  .y .  v'*'  +  '« 

4- 

G.  Af  .  vB'+«»  -+-  g  •  G  .  Ar'  •  (Aj  •  v'^H-  A3  .  V*»  +*-+-....)'  V*'  "*  *• 
+  J-+-  ip=^.  G.Ar*  •  (A,  .  y^  +  A3  .  v»»  ■+  "  H-  . . .  .)2  .  v8'  +  8* 


=  0 

Zanächst  weiss  man  von  dieser  Gleichang,  dass  sie  eine  identische  ist,  d.  h.  für  jeden 
Werth  des  v  gilt;  und  daraus  folgt,  dass  jedesmal  die  Summe  aller  Theilsätze,  welche 
das  V  in  einerlei  Dimension  enthalten,  flkr  sich  yerschwindet,  dass  also  diese  Gleichung 
in  so  viele  einzelne  Gleichungen  zerfallt,  als  das  v  in  verschiedenen  Dimensionen  vor* 
kommt. 

In  den  LehrbQchem  der  Elementaranalysis  ist  diese  Wahrheit  auf  mancherlei  Weise 
bewiesen  worden;  und  es  ist  nicht  nöthig,  auch  hier  einen  solchen  Beweis  noch  einmal 
aufzustellen. 

$.  24.  Es  kommt  nun  darauf  an,  auszumitteln,  welche  Theilsätze  in  Gleichung  III 
die  niedrigste  Dimension  des  v  enthalten;  diese  Theilsätze  können  sich  aber  offenbar 
nur  unter  folgenden 

P-vP,   N•Arv"'+"^  M.  A|».v"'  +  '",   K-Ar^'"''^*'*,  H-Ar^'"'^'". 

G.Af  .v'^'+«*,    P.A[.v'*+'*,    E.Arv*'  +  *^',  etc.,  etc. 

befinden,  und  es  handelt  sich  zunächst  darum,  für  a  einen  solchen  Werth  aufzufinden, 
dass  von  den  Zahlen 

p,  (D'-hna),  (m'+ma),  (k'4-ka),  (h'-hht),  (g'-hga),  (fH-fa),  (e'-i-ea),  etc.,  etc. 

zwei  oder  mehrere  einander  gleich  und  dabei  kleiner  als  alle  flbrigen  werden.  Zunächst^ 
ist  klar,  dass  nicht  jeder  der  unbestimmten  Exponenten  (n'  ■+-  oa),  (m'+ma),  (k'+ka), 
etc.  grösser  werden  darf,  als  der  bestimmte  Exponent  p;  denn  dabei  würde  der  Theilsatz 
P  •  v^  für  sich  allein  dastehen  mit  seiner  niedrigsten  Dimension  des  v.  Man  vergleiche 
nun  alle  unbestimmten  Exponenten  zunächst  mit  p,  und  stelle  zu  dem  Ende  folgende 
Gleichungen  auf: 
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p  =  p 

n'  +   na  =  p-l-n.la  —  ^      °  I 
iii'4-ma  =  p-l-m«|Ä  —  P""""  I 
k'  -+-  ka  —  p  ^  k  .  U—  LZJ^I 
O  h'  -+-  ha  =  p  -h  h  .  |a  —  E^Zlt! \ 

g'  -+-  ga  =cr  p  -H  g  .  I a—  EJZij 
r  -h  fa  =p-hf./a—  B.JZÜ \ 
e'  +  ea  =  p  +  e  .la  — B-H-^-i 

p  —  n'      p  —  m'      p  —  k'    p  —  h' 
Ers  teos.  Sucht  man  nun  nnler  den  Quotienten  — - —  >    — jj —  »    — 7- — »  =—7- — 

P  —  8'p  —  ''p  —  e' 

'--- — »    ^-— j: — »    ^— — ,  etc.  den  grössten  auf;  und  findet  man,  dass  nur  einer  dieser 

p  — k' 
Quotienten  der  grSsste  werden  kann,  und  dass  z.  B.  — j^ —  dieser  grösste  ist;  so  setze 

p  — k' 
man  a  :=  — r — ,  und  es  wird  k'  +  ka  =  p,  dagegen  alle  andern  Exponenten  (n'+na), 

(m*  -f-  ma),  (h'  -h  ha),  (g'  -h  ga),  (f  -+-  fa),  (e'  -4-  ea),  etc.  werden  grösser  als  p. 

p  — k' 
Somit  ist  a>a^--£ —  ein  brauchbarer  Werth  des  a. 

Betrachtet  man  nochmals  die  obigen   Gleichungen,   so  erkennt  man,   dass  nicht 

p  — k' 
a  >  — g —  werden  darf,   weil  dabei  jeder  der  Exponenten  (n'  H-  na),  (m'  -4-  ma), 

(k'  -H  ka),  (h'  +  ha),  etc.  grösser  werden  wtkrde,  als  p;  dagegen  kann  es  möglich  sein, 

p  —  k'  p k' 

dass  mancher  brauchbare  Werth  des  a  kleiner  ist  als  — j^ — .    S<d>ald  aber  a  <  ^—r — 

so  ist  (k'  H-  ka)  <  p ,  (k'  H-  ka)  <  (n'  +  na) ,  und  (k'  h-  ka)  <  (m'  -h  ma).   Diese 

Ungleichungen  ergeben  sieh  durch  einfache  Betrachtung  der  Gleichungen  (S),  und  die 

zwei  letzten  dieser  Ungleichungen  finden  namentlich  desshaib  statt,  weil  k  >  n»  und 

p  — k' 
k  >  DL    Unter  der  Voraussetzung  also,  dass  man  a  <  — j^^ —  nehmen  will,  kann  man 

den  Exponent  (k*  +  ka)  nur  mit  den  nachfolgenden  vergleichen.  Zu  diesem  Ende  stelle 
man  sich  folgende  Gleichungen  auf: 

k'  +  ka  n  k'  +  ka 

/        k-— h'\ 
h'  -h  ha  =  k'  4-  ka  -h  (h ~k)  •  I a  —  jp^rj l 

g'  H-  ga  «*  k'  4-  ka  -4-  (g-k)  .  ^a  -~5^) 

^  ,  /      k'  — r\ 

(r-k)(--r=l^) 

e'  -4-  ea  =  k'  4-  ka  -♦-  (e—  k)  •  |a~^  ^TJ 
Alle  die  DifTerenzen  (h  —  k),  (g  — k),  (f  —  k),  (e  -k),  etc.  sind  positiv;  ferner  ist 


r  -4-  fa  =  k'  -4-  ka  H- 
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III)    Pv«'  +  Q.\''  +  ''  +S.Y»  +  ""  +  *  + 

N.A?  .  v"'  +  "  +  0  .  N  .  A?-'  .  (Aj  .>"+  Aj  •  v"  +  *=  +  ....)•  v"'  +  ■" 

+  i+  't^*  •  N  •  Ar'  •  (Aj  .  v*  + A3  •>"+'+....  y  .  v"+" 


M  •  AJ" .  V-' +  ■•-»-  m  .  M  .  Af-*  •  (A,  •»"  +A,  •¥"  +  '+....)  •  v"'  +' 
■^  ^  + 'tTT^  •  M  •  Ar  *•  (A,  •  v' +  A3  .  V* +«  +  ....)»•'»■'+ - 

-P 

K  •  Af  .  t^'+i^  +  k  .  K  .  Ar'  •  (A,  •  v"  +A3  .  y*  +  •=  +  ....)•  '»^'+  •- 

+i+  -rfr .  K-Ar*  •  (A, .  v-H-  A, .  v"  +  «+...  .y .  >^'+^ 


H.  A?  .  ■»''-*'»  +  h  .  H  .  Ar*  •  (Aj  •  v"  +A3  •>'•+«+....)•  v'''+  *" 

+  ^  .  H.Ar' •  {A,  .  v" +A,  •  v"» +'+....)«•  >"+'- 
+ 

G.Af  .T»*+«*-t-g-G-Ar'-(A,  •v*4-A3.\''  +  *  +....)•  v**"^** 

+  JH-  Ü!:^.  G.Ar"  •  (A,  •  v"  +A,  .»"  +  «+....)«•■»*'  +  «• 


-h 

=  0 

Zonächsl  weiss  man  von  dieser  Gleichung,  dass  sie  eine  identische  ist,  d.  h.  für  jeden 
Werth  des  v  gilt;  und  daraus  folgt,  dass  jedesmal  die  Summe  aller  Theilsätze,  welche 
das  V  in  einerlei  Dimension  enthalten,  für  sich  verschwindet,  dass  also  diese  Gleichung 
in  so  viele  einzelne  Gleichungen  zerfallt,  als  das  v  in  verschiedenen  Dimensionen  vor- 
kommt. 

In  den  LehrbOchem  der  Blementaranalysis  ist  diese  Wahrheit  auf  mancherlei  Weise 
bewiesen  worden;  und  es  ist  nicht  nöthig,  auch  hier  einen  solchen  Beweis  noch  einmal 
aufzustellen. 

$.  24.  Es  kommt  nun  darauf  an,  ausznmltteln,  welche  Theiisätze  in  Gleichung  111 
die  niedrigste  Dimension  des  v  enthalten;  diese  Theilsätze  können  sich  aber  oiTenbar 
nur  unter  folgenden 

P.v^   N.A?.v"'+"*,  M.  A|".v"'  +  "»*,   K.Af  .v'^'  +  '^%  H-A? -v*'^»*, 

G.Af.vK'+8*,    p.A[.v'*+'*,    E.Ar  v^^*^*,  etc.,  etc. 

befinden,  und  es  handelt  sich  zunächst  darum,  für  a  einen  solchen  Werth  aufzufinden, 
dass  von  den  Zahlen 

p,  (n'H-na),  (m'+ma),  (k'-hkt),  (h'-hha),  (g'-hga),  (f-f-fa),  (e'-hea),  etc.,  etc. 

zwei  oder  mehrere  einander  gleich  und  dabei  kleiner  als  alle  Übrigen  werden.  Zunächst^ 
ist  klar,  dass  nicht  jeder  der  nnbestimmten  Exponenten  (n'  +  na),  (m'+ma),  (k'+ka}, 
ele.  grösser  werden  darf,  als  der  bestimmte  Exponent  p;  denn  dabei  würde  der  Theilsatz 
P  •  v^  für  sich  allein  dastehen  mit  seiner  niedrigsten  Dimension  des  v.  Man  vergleiche 
nun  alle  unbestimmten  Exponenten  zunächst  mit  p,  und  stelle  zu  dem  Ende  folgende 
Gleichungen  auf: 


27 


O 


p  =  p 

n' 

4.   na  =  p  -h  n  • 

m' 

+  «a  ^  p  -1-  m  • 

k' 

+  ka  —  p  +  k  . 

h' 

-h   ha  s=  p  +  h  • 

g' 

-+-  ga  =  p  -h  g . 

r 

-h     fa     =r    p  -H  f . 

e' 

-h  ea  ==  p  +  e  - 

m 
P  — 


(- 
(- 


9 
P  — 


p  — e 


p  —  n'      p  —  m'      p  —  k'    p  —  h' 
Erstens.  Sacht  man  nan  unter  den  Quotienten  — - —  >    — jj —  1    — j- — »  — r — 

»    ^- — j= — >    *-^;; — ,  etc.  den  grössten  auf;  und  findet  man,  dass  nur  einer  dieser 


g 


e 


p  — k' 


Quotienten  der  grSsste  werden  kann,  und  dass  z.  B.  — |^^ —  dieser  grösste  ist;  so  setze 

p  — k' 
man  a  =  ^—r — ,  und  es  wird  k'  +  ka  =  p,  dagegen  alle  andern  Exponenten  (n'+na), 

(m*  -f-  ma),  (h'  -f-  ha),  (g'  -f-  ga),  (f  -4-  fa),  (e'  -4-  ea),  etc.  werden  grösser  als  p. 

p  — k' 


Somit  ist  a 


ein  brauchbarer  Werth  des  a. 


Betrachiet  man  nochmals  die  obigen   Gleichungen,   so  erkennt  man,   dass  nicht 

p  —  k' 
a  >  *--j —  werden  darf,   weil  dabei  jeder  der  Exponenten  (n'  -H  na),  (m'  -4-  ma), 

(kf  -H  ka),  (h'  +  ha),  etc.  grösser  werden  wikrde,  als  p;  dagegen  kann  es  möglich  sein, 

p  —  k'  P  —  k' 

dass  mancher  brauchbare  Werth  des  a  kleiner  ist  als  — |^ — .    Sobald  aber  a  <  — r — 

so  ist  (k'  -f-  ka)  <  p,  (k'  H-  ka)  <  (n'  +  na),  und  (k'  -^  ka)  <  (m'  -h  ma).   Diese 

Ungleichungen  ergeben  sieh  durch  einfache  Betrachtung  der  Gleichungen  (§>,  und  die 

zwei  letzten  dieser  Ungleichungen  finden  namentlich  desshalb  statt,  weil  k  >  n»  und 

p  — k' 
k  >  m.    Unter  der  Voraussetzung  also,  dass  man  a  <  — j^^ —  nehmen  will,  kann  man 

den  Exponent  (k'  +  ka)  nur  mit  den  nachfolgenden  vergleichen.  Zu  diesem  Ende  stelle 
man  sich  folgende  Gleichungen  auf: 

k'  +  ka  «  k'  +  ka 

/        k'— h'\ 
h'  +  ha  =  k'  +  ka  +  (*"  — k) '  (*""lirrkl 

g'  H-  ga  «  k'  -4-  ka  +  (g-k)  .  ^a  -~3Ti) 

^  ,  /        k'  — r\ 

r  -H  fa  =  k'  -H  ka  H-  (f  —  k)  •  I  •  —  7-zrt  l 

e'  -^  ea  =  k'  4-  ka  -f-  (e— k)  •  |a>>^  ^1^) 


Alle 


die  DifTerenzen  (h  —  k),  (g  — k),  (f— k),  (e  ~k),  etc.  sind  positiv;  ferner  ist 
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k'— h'      k'—g'      k'  — r      k'— e'  p  — k' 

jeder  der  QaoüeDlen  g-^-j^ »    r^lTf'    f"^  j^  '    ^  «-  k'  ®^^'  '^®"'^^''  ^  — T — '  ^*^ 

aaf  folgeDde  Weise  bewiesen  werden  mag: 

p— k'       p— h' 
Weil  — £ —  >  — g —  gefanden  worden  ist,  so  ist  aneh  h(p--k')  >  k  •  (p— h'), 

h  .  k'— h'  •  k 
also  aach  p  •  (h — k)  >  (h  •  k'  —  hit) ,  oder  p  >  .  __  ■ — .    Sablrahirt  man  k'  aaf 

k  .  (k'  —  hO 
beiden  Seiten  dieser  Ungleichong,  so  hat  man  (p  ~  k^)  >  — hTHT — *  ^^^  daraus 

.     p— k'       k'— h' 
folgt  ^>g^^. 

p  — k'       k'— g' 
Ebenso  wird  bewiesen,  dass  — g —  >      _ .  ,  etc.,  etc. 

k'— h'      k'— g'       k'— r       k'  — e' 
Sacht  man  jetzt  unter  den  Quotienten    ^  ^  ■  »        .  >     T^HT '     ^ k>  ®*^ 

den  grössten,  und  iBndet  man,  dass  nor  einer  dieser  Qdotiente  der  grdsste  werden  kann, 

k'— g'                                                                        k' — g' 
nnd  dass  z.  B.     _  ■    dieser  grösste  Quotient  ist;  so  setze  man  a  «=      .^  ,  und  es  wird 

k'  +  ka  =  g'  +  ga,  dagegen  alle  andern  Exponenten  werden  grösser;  somit  ist  auch 

k'—g' 
a  =      ■  ■  ein  brauchbarer  Werlh  des  a. 

k*— g* 
Es  kann  aber  auch  noch  mancher  brauchbare  Werth  des  a  kleiner  sein ,  als     __  |^ 

k'— ff' 
Sobald  aber  a  <  g_\  >  so  ist  (g'  H-  ga)  <  (k'  4-  ka),  und  (g'  H-  ga)  <  (h'H-ha); 

diese  Ungleichungen  ergeben  sich  durch  einfache  Betrachtung  der  Gleichungen  3,   und 

die  letzte  dieser  Ungleichungen  findet  namentlich  desshalb  statt,  weil  h  <   g.     Unter 

k'— g' 
der  Voraussetzung  also,  dass  man  a  <  .  __     nehmen  will,  kann  man  den  Exponenten 

(g'  +  ga)  nur  mit  den  nachfolgenden  vergleichen.     Zu  diesem  Ende  stelle  man  sich 
folgende  Gleichungen  auf: 

g'  -h  ga  —  g'  H-  ga 

f^  +  fa-g'  +  ga-h(f-g)-^a-5^^ 

/       ff'— eU 
'  +  ea  =  g'  +  ga  -{-  (e-g) .  M-f-ZT^l 


e 


Alle  die  DiflTerenzen  (f  —  g)i  (e  —  g),  etc.  sind  positiv;  ferner  ist  jeder  der  Quotienten 

gi f»      g* Q*  k' g' 

7 — - »      .  __„,  etc.  kleiner  als  •- — r-,  wie  auf  folgende  Weise  bewiesen  werden  mag: 

> "~  g        e      g  ö      *• 

k'— g'     k'  — r 

Weil      __  ■   >  Y_k   geftio<JöD  worden  ist,  so  ist  auch 

[k' . (f ~ k)  -  g' .  (f-^k)]  >  [k' . (g - k)  -  r .  (g- k)] 

also  aueh 

k'(f-g)  >  [g'-(r-k)-r'.(g-k)] 

oder 

g^.(f-k)-f».(g-k) 

^  t-g 

Sobtrahirt  man  jetzt  g'  auf  beiden  Seiten  dieser  Ungleichung;  so  hat  man 
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oad  daraas  folgt 

g— k         f— g 

k-'— g'       g'  — e* 
Ebenso  wird  bewiesen,  dass  ■— jir  >      __     ,  elc-,  elc.    Sacht  man  jetzt, unter  den 

g'  —  r      g'  — *e' 
Quotienten   ^ »        etc.  den  grdsaten,  und  findet  man,  dass  nar  einer  dieser 

g'  —  f 
Quotienten  der  grösste  werden  kann,  und  dass  z.  B.  ^ dieser  grösste  Quotient  ist; 

g'  — r 
so  setze  man  a  =   ^ ,  and  es  wird  g'  -f-  ga  »-  f  +  fa ,  dagegen  alle  andern  Ex- 

ponenten  werden  grösser;  somit  ist  auch  a  »   ^ •  ein  branchbarer  Werth  des  a. 

g'—  V 
Es  kann  aber  noch  mancher  brauchbare  Werth  des  a  kleiner  sein ,  als  ^  __     .  So^ 

g"— I' 
bald  aber  a  <  rur»  so  ist  (f  +  fa)  <  (g'  +  ga).     Diese  Ungleichung  ergfibt  sich 

durch  einfache  Betrachtung  der  Gleichungen  $.    Unter  der  Voraussetzung  also,  dass 

g'  —  f 
man  a  <    ^ nehmen  will,  kann  man  den  Exponenten  (V  +  fa)  nur  mit  den  nach- 
folgenden vergleichen.    Zu  diesem  Ende  stelle  man  sich  folgende  Gleichungen  auf 

r  -f-  fa  =  I-  -h  fa 

5  c'  -^  ea  —  f  +  fa  -h  (e  —  0  •  (*  "•  e^\) 

r— e' 
Alle  Differenzen  (e—  f),  etc.  sind  positiv;  femer  ist  jeder  der  Quotienten  ^  _  ^  ,   etc. 

g'  —  f 
kleiner  als   - ,  worüber  der  Beweis  geführt  wird,  wie  bei  den  vorigen  Fällen.  Nun 

r  — e' 
suche  man  unter  den  Quotienten      _  #  ,  etc.  den  grössten,  und  setze  a  diesem  gross- 

ten  Quotienten  gleich,  etc. 

f  —  e' 
Sollte  (e'  +  ea)  der  letzte  unter  den  unbestimmten  Exponenten  sein,  so  ist       ^ 

nothwendig  ein  brauchbare^  Werth  des  a,  und  zugleich  der  kleinste  unter  allen  brauch- 
baren Werthen  des  a. 

Aus  allem  Vorhergehenden  ist  nun  ersiditllch,  dass  der  grösste  unter  den  brauch- 
baren Werthen  des  a  sich  nur  aus  einer  Gleichung  ergibt,  in  welcher  der  erste  der 
bestimmten  Exponenten  (hier  p)  vorkommt,  und  dass  der  kleinste  unter  den  brauch- 
baren Werthen  des  a  sich  nur  aus  einer  Gleichung  ergibt,  in  welcher  der  letzte  der 
unbestimmten  Exponenten  (hier  e'  -h  ea)  vorkommt. 

Zweitens.    Geht  man  wieder  zu  den  Gleichungen  (§>  zurück,  und  sucht  man  unter 

den  Quotienten — - — »    — j^— '>    — £ — »    *— g — >    — - — >    — j — > — j — ,  etc. 

den  grössten  auf,  und  findet  man,  dass  zwei  dieser  Quotienten  die  grössten  also  aueh 

p — m'         p  —  h' 

einander  gleich  werden,  und  z.  B.  — r; —  und  — |- —  diese  grössten  sind;  so  setze  man 

m  n  ^ 

p — m'       p  —  h' 
a  «B  — — -  =  — r — ,  and  es  wird  m'  -h  ma  =  h'  -I-  ha  =  p,  dagegen  alle  andern 

Exponenten  (n*  -H  na),  (k'  -h  ka),  (g'  ■+•  ga),  (r  -h  fa),  (e'  H-  ea),  etc.  werden 

p — m'       p  —  h' 
grösser  als  p.     Somit  ist  a  =—  — ^j —  =  ^— j —  ein  brauchbarer  Werth  des  a. 
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p  —  m'  p  —  h' 

Sobald  a  <  ^-^ —  oder  a  <  '— g — ;  so  ist  (h'  -+-  ha)  <  p,  (h*  -h  ha)  <  (n'-hoa), 

(h'  -+-  ha)  <  (m'  -h  ma),  (h'  4-  ha)  <  (k'  -+-  ka).  Diese  UogleichaDgen  ergeben  sich 

durch  einfache  Betrachtung  der  Gleichungen  O ,  und  die  drei  letzten  dieser  Ungleichungen 

finden  mmentlich  desshalb  statt,  weilh  >  n,  h  >  m  und  h  >  k.     Unter  der  Voraos- 

p  —  m'  p  —  h' 

Setzung  also,  dass  man  a  <  — — —  oder  a  <  — jj —  nehmen  will,  kann  (h'  +  ha) 

nur  unter  den  nachfolgenden  Exponenten  einen  gleichen  finden.    Zu  diesem  Ende  stelle 
man  sich  folgende  Gleichungen  auf  : 

h'  +  ha  r=  b'  +  ha 
g'  +  ga  »  h'  +  ha  + 


(^--)(-7irt') 

(h'— f  \ 
a  — -^— -j^l 

/        h'  —  e'\ 
e'  -h  ea  =  h'  +  ha  +  (e  — h)  •  ja ^  ^  i 


Alle  die  Differenzen  (g— h),  (f— h),  (e— h),  etc.  sind  positiv;  ferner  ist  jeder  der 
Quotienten       _^>    T^T'     e  — h  *  **^'  l^^einer  als  r— — ^   worüber   der   Beweis 

ebenso  geführt  wird,  wie  schon  frQher  geschehen  ist.  Unter  diesen  Quotienten  sucht 
man  jetzt  wieder  den  grössten  oder  die  grössten  auf,  etc. 

Ueberhaupt  wird  man,  sobald  von  den  Exponenten  p,  (m'  +  ma),  (n'  4-  na), 
(k*  -h  ka),  (h'  -h  ha),  (g'  -+-  ga),  (P  -H  fa),  (e'  -+-  ea),  etc.  mehrere  zugleich  einen 
für  a  brauchbaren  Werlh  liefern,  und  dadurch  einander  gleich  werden,  bei  Aufsuchung 
eines  neuen  für  a  brauchbaren  Werthes  jedesmal  von  demjenigen  der  gleichgewordenen 
Exponenten  weiter  gehen,  welcher  von  dem  ersten  am  weitesten  absteht;  und  dieses 
Verfahren  wird  man  so  lange  fortsetzen,  bis  man  den  kleinsten  für  a  brauchbaren Werth 
gefunden  hat  Dieser  kleinste  für  a  brauchbare  Werth  ergibt  sich  aber  aus  einer  solchen 
Gleichung,  in  welcher  der  letzte  der  unbestimmten  Exponenten  (hier  e'-H  ea)  vorkommt, 
sowie  sich  der  grösste  für  a  brauchbare  Werth  aus  einer  solchen  Gleichung  ergeben  hat, 
in  welcher  der  erste  der  bestimmten  Exponenten  (hier  p]  vorkommt. 

Wenn  also,  in  <y>(u,v)  =  o  das  u  in  einer  unendlichen  Anzahl  verschiedener  Dimen- 
sionen vorkommt,  so  kann  es  Fälle  geben,  wo  man  für  a  eine  unendliche  Menge  aber 
immer  kleiner  werdender  brauchbarer  Werthe  auffindet,  und  es  kann  Fälle  geben,  wo 
man  für  a  nur  eine  bestimmte  Anzahl  brauchbarer  Werthe  auffindet  (s.  die  Aufgaben 
in  S-  38,  39,  40,  41). 

8*  25.  Um  nun  die  Coefflcienlen  und  Exponenten  aller  steigenden  Reihen,  welche 
sich  aus  <]p(u,v)  =  o  entwickeln  lassen,  mit  der  grössten  Bequemlichkeit  aufzufinden, 
gebe  man  den  zu  suchenden  Reihen  die  einfachere  Form 

u=A-v«-hB.v^4-C'VyH-D.v*-|-E.v«4- 

wo,  eben  weO  die  Reihen  steigende  sein  sollen,  a<^,  ^<y,  y<9,  d<e,  etc. 
sein  muss.     Zunächst  setze  man  bloss  (A  •  v^  +  R^)  an  die  Stelle  des  n  in  9(a,v)  -»o 

Aberall  ein,  so  geht  ^u,  v)  =  o  über  in  (p[(JL  •  v^  +  R^),  v]  «  o.    Hier  bedeutet  R^ 

di^  zuzufiigende  Ergänzung,  wenn  man  die  Reihe  nach  dem  ersten  Gliede  abbrechen 
will.  Hat  man  nun^den  grössten  für  o  brauchbaren  Werth  gefunden,  wobei  von  den 
Exponenten  p,  (n'  -f  na), . . . .,  (e'  +  ea),  etc.  zwei  oder  mehrere  einander  gleich  und 
kleiner  als  alle  übrigen  werden;  so  muss  sich  bekanntlich  p  unter  diesen  kleinsten  Ex- 
ponenten befinden.  Sind  z.  B.  p,  (h'  +  ha)  und  (g'  +  go)  diese  einander  gleichen 
und  kleinsten  Exponenten,  so  muss  (s.  Gleichung  H  in  §.  23)  folgende  Gleichung  statt- 
finden: 


daraus  folgt 
ood 
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p  a  h'  H-'  ha  =  g'  +  ga, 


P-hH-A^'-HGA«  =0 
ans  welcher  Gleichung  A  bestimmt  wird.  Man  f&hre  nun  die  für  a  and  A  erhaltenen 
Resultate  in  ip[(A  •  v'^  +  Aj),v]  =:  0  ein,  und  reducire  so  viel  als  möglich,  so  geht 
letztere  Gleichung  in  eine  andere  ikber,  welche  durch  <y>'(R^,  v]  »  0  dargestellt  sein  mag. 
Diese  Gleichung  ordne  man  wieder  nach  demselben  Prinzipe,  nach  welchem  man  Glei- 
chung II  in  S*  ^  geordnet  hatte.  Hierauf  setze  man  (B  •  v^  +  R,)  an  die  Stelle  des  R^ 
in  Gleichung  9>'(R^, v)  =  0  überall  ein,  so  dass  man  qp'[(B  •  yr  +  62)9 v]  »  0  bekommt 

R2  bedeutet  hier  die  noch  zuzufügende  Ergänzung,  wenn  man  die  Reihe  nach  dem  zweiten 
Giiede  abbrechen  will.  Man  suche  nun  die  verschiedenen  WerChe  von  ß  auf,  wie  man 
zuvor  die  von  «aufgesucht  hat;  unter  diesen  verschiedenen  Werthen  von ^  können  aber 
nalQrlich  nur  diejenigen  beibehalten  werden,  welche  grösser  sind,  als  der  jedesmal  für 
a  genommene  Werth.  Wenn  aber  zu  einem  und  demselben  Werthe  des  a  mehrere 
brauchbare  Werthe  des  ß  zugleich  existiren,  die  grösser  sind  als  a;  so  ist  dieses  in  so 
ferne  recht  gut  möglich,  als  mehrere  verschiedene  für  u  sich  ergebende  Reihen  mit  ei- 
nerlei erstem  Giiede  A  •  v^  anfangen  können,  während  die  Verschiedenheit  erst  im  zwei- 
ten ,  ja  erst  in  einem  noch  spätem  Giiede  sichtbar  werden  kann. 

Hat  man  nun  B  und  ß  bestimmt,  so  fiihre  man  die  Resultate  in  9>'[(B  •  ^ß  H-Rg),  v]  =  0 

überall  ein,  und  reducire  soviel  als  möglieh;  letztere  Gleichung  geht  dabei  in  eine  an- 
dere über,    weldM  durch  9>''(R29  v)  =  0  bezeicimet  sein  mag.      Nun    setze    man 

(C  .  v^  -♦-  R3)  statt  Rg  in  (p*'(fi2  »  ^)  *-0  überall  ein,  so  dass  man  <p"[(C  •  v^  +  R3),  v]=0 
bekommt.    R3  bedeutet  die  zuzufügende  Ergänzung,   wenn  man  die  Reihe  nach  dem 

dritten  Giiede  abbrechen  will.  Man  bestimme  nun  y,  wie  man  zuvor  ß  bestimmt  hat, 
jedoch  mit  steter  Rücksicht,  dass  y  >  ß  sein  muss.    Und  so  fort* 

Hat  man  nun  die  mit  dem  ersten  Werlhe  des  a  anfangende  Reihe  soweit  fortgesetzt, 
als  man  zu  dem  grade  vorliegenden  Zwecke  fiir  nöthig  erachtet;  dann  hat  man  noch 
diejenigen  Reihen  zu  entwickeln,  welche  mit  den  anderen  für  a  brauchbaren  Werthen 
anfangen.    Das  dabei  zu  beachtende  Verfahren  ist  dem  schon  beschriebenen  ganz  gleich. 

Hat  man  eine  Reihe  schon  so  weit  fortgesetzt,  dass  man  nachweisen  kann,  dass  von 
irgend  einem  Giiede  ab  alle  Exponenten  nach  einem  gewissen  Gesetze  aufeinanderfolgen, 
und  dass ,  wenn  irgend  einer  dieser  Exponenten  fehlen  sollte ,  es  nur  dadurch  möglich 
ist,  dass  der  zugehörige  Coefßcient  Null  wird;  so  kann  man  die  Form  der  Reihe  gradezu 
voraussetzen,  und  sich  dadurch  die  Reihenent Wickelung  oft  sehr  erleichtern.  Findet 
man  z.  B. ,  dass  vom  dritten .  Exponenten  y  ab  alle  folgenden  aus  den  in  der  arithme- 
tischen Progression 

y.  (y  -t-  n),  (y  -h  2n),  (y  4-  3n),  (y  H-  4n), 

fortschreitenden  bestimmten  (ganzen  oder  gebrochenen)  Zahlen  genommen  werden 
müssen,  so  setze  man  gradezu  folgende  Reihenform  voraus 

Q  «  A  •  V«'    -+-  B  .  vi*  -h  Cj  .  vT  -+-  C,  .  vy  +  n  4-  C3  .  VV  +  2n  ^ 

Da  aber  die  Exponenten  a  und  ß  sowie  die  zugehörigen  Goeflicienten  A  und  B  schon 
bestimmt  sind;  so  setze  man  lieber 

R,  -  C^  .  VX  4-  C,  .  VV  +  n  H-Cj  .  vX+'^n  ^  _ 

in  Gleichung  (3p''(R,,v)  »  0  überall  ein,  und  die  Gleichungen,  durch  welche  die  Coeffi- 
deoten  bestimmt  werden ,  müssen  dann  ein  jedesmal  leicht  aufzuGndendes  Discerptions- 
gesetz  beobachten.  Aber  eben  um  dieses  Discerptionsgesetz  zu  entdecken,  desshalb  hat 
man  die  Goeflicienten  nur  durch  die  daran  befindlichen  Localzeichen  von  einander  un- 
terschieden. 
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g.  26.  Will  man  aber  aus  9>(u,v)  «  0  die  nach  fallenden  Potenzen  des  v  fori- 
schreitenden  Reihen  entwickeln,  so  setze  man  nar  —  statt  v  in  ^(n,  v)  =  0  überall 

HO 

ein,  und  entwickle  die  nach  steigenden  Potenzen  des  to  fortschreitenden  Reihen.  Hier- 
auf führe  man  ~  statt  a  zurQck ,  und  man  hat  die  nach  fallenden  Potenzen  des  v  fort- 
schreitenden Reihen. 

Sonach 'ist  es  nicht  nöthig,  noch  eine  besondere  Methode  f&f  die  Entwickeinng  der 
nach  fallenden  Poteozen  des  v  fortschreitenden  Reihen  aufzustellen  (s.  die  Aufgaben 
in  S  29,31,  33,  35,  39,  41). 

$.  27.  I)  Ist  9^(u,  V. . .  .w)  »  0,  d.  h.  eine  nngesonderte  Function  mit  mehreren  an- 
abhängigen Veränderlichen  gegeben;  so  setze  man  %  •  r  statt  v,  etc.  und  zuletzt  x  •  s 
statt  w,  betrachte  u  als  Function  von  nur  x,  und  entwickle  u  in  nach  steigenden 
oder  fallenden  Potenzen  des  x  fortlaufende  Reihen.  Dadurch  ist  der  Fall  mit  mehre- 
ren Unabhängigen  auf  den  mit  einem  einzigen  Unabhängigen  zurückgeführt  (Man  sehe 
die  Beispiele  in  Aufgabe  21  und  23 ,  und  besonders  in  Aufgabe  34).  Nach  vollendeten 
Reihenentwickelungen  kann  man  dann  wieder  v  an  die  Stelle  das  Productes  x  •  r,  etc., 
und  zuletzt  w  an  die  Stelle  des  Productes  x  •  s  zurückfuhren.  Soll  aber  eine  solche 
Reihe  zu  dem  Zwecke  entwickelt  werden,  um  u  für  den  Fall,  wo  die  unabhängigen 
Veränderlichen  unendlichgross  oder  unendlichklein  gesetzt  werden ,  beurtheilen  zu  können ; 
so  bleiben  die  Elemente  r  . . . .  s  endlich ,  und  jedes  für  sich  willkürlich ,  bald  positiv 
bald  negativ;  und  nur  x,  welches  auch  nach  Belieben  bald  positiv  bald  negativ  genom- 
men werden  kann,  darf  onendlichgross  oder  unendiichklein  gesetzt  werden. 

II)  Es  seien  die  zwei  angesonderten  Functionen  9>(u,  v,w)  =  0  and  f(v,w)  =  0 
gegeben,  wo  w  der  absolute  Unabhängige,  v  der  relative  Unabhängige,  und  n  der 
Abhängige  ist;  und  man  soll  für  u  die  nach  steigenden  oder  fallenden  Potenzen 
des  absoluten  Unabhängigen  w  fortschreitenden  Reiben  entwickeln.  Hierzu  hat  man 
nun  zwei  Wege: 

A)  Man  eliminire  v  aus  (3p(a,v,w)  =  0  vor  den  Reihenentwickelungen,  so  dass  man 
F(u,w)  =  0  bekommt;  und  dann  kann  man  aus  dieser  letzteren  Gleichung  die 
verlangten  Reihen  entwickeln. 

B)  Will  man  aber  aus  irgend  einem  Grunde  diese  den  Reihenentwickelungen  voran- 
gehende Elimination  nicht  vornehmen ;  so  kann  man  aus  f(v,  w)  =  0  zuerst  für 
V  die  nach  steigenden  oder*  fallenden  Potenzen  des  w  fortschreitenden  Reihen 
entwickeln.  Hierauf  setze  man  von  diesen  Reihen  eine  nach  der  andern  an  die 
Stelle  des  v  in  <y>(u,v,w)  ■»  0  ein,  und  entwickle  jedesmal  die  für  u  sich  erge- 
benden (nach  steigenden  oder  fallenden  Potenzen  des  w  fortschreitenden)  Reihen. 

in)  Es  seien  die  zwei  ungesonderten  Functionen  <y)(u,v,w)  =  0  und  V;(u,v,w)  =  0 
gegeben,  wo  w  der  absolute  Unabhängige,  v  der  relative  Unabhängige,  und  u  der 
Abhängige  ist.  Man  soll  für  u  die  nach  steigenden  und  fallenden  Potenzen  des  w  fort- 
schreitenden Reihen  entwickeln.  Man  eliminire  zuerst  den  Abhängigen  a  aus  den 
beiden  gegebenen  Gleichungen,  so  dass  man  f1[v,w)  =  0  bekommt  Mittelst  dieser 
letzten  Gleichung  eliminire  man  hierauf  den  relativen  Unabhängigen  v  aus  <3p(u,v,w}  =  0 
und  V/(u,v,  w)  =0,  so  bekommt  man  zwei  neue  Gleichungen  F'(u ,  w)  «  0  und 
F''(u,w)  »  0.  Zwischen  diesen  zwei  Gleichungen  suche  man  den  gemeinschaftlichen 
Theiler,  welcher  ;r(u,w)  -»  0  sein  mag;  und  ans  dieser  letztern  Gleichung  hat  man  für 
u  alle  nach  steigenden  oder  fallenden  Potenzen  des  w  fortschreitenden  Reihen  zu  ent- 
wickeln. 

Es  hat  keinen  Anstand,  diese  Untersuchung  auf  zusammengesetztere  Falle  auszu- 
dehnen. 

Anhang.  Ehe  die  bisherige  Theorie  auf  Aufgaben  angewendet  wird,  soll  hier  noch 
bemerkt  werden,  dass  man  bei  dergleichen  Reiheuentwickelungen  sehr  oft  vielflSrmige 
Potenzen  bekommt,  weiche,  wenn  Bequemlichkeit  und  Sicherheit  in  das  Caicuiiren  kom- 
men soll,  eine  eigenthümliche  Bezeichnung  nöthig  machen. 
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n 


druck  (ifdLO"  •  V  +  a™  za  setzen,  wo  man  den  Radicalen  Vh-  a  und  }/  4-  a"    nur 
eine  einzige  und  zwar  ihre  reelle  positive  Form  beizulegen  hat 

m 

II)    Der  Ausdruck  a^^jgo  der  Exponent  einen  doppelten  Bruchstrich  hat,  zeigt  an, 
dass  er  seine  n  verscKTedenen  Formen  zugleich  repräsentirt ;  dagegen  der  Ausdruck 

m 

an,  wo  der  Exponent  einen  einfachen  Bruchstrich  hat,  zeigt  an,  dass  er  nur  eine  ein- 

L 
zige  und  zwar  seine  einfachste  Form  repräsentirt.     So  ist  z.  B.  (a^)^  =  j:.  a;  dagegen 

11  11 

ist  (a2)*  =  -h  a  und  —  (a^)^  =  —  a.    Ebenso  ist  (— a)^  =  jL  (—  a)* ;    dagegen  darf 

1 
( — a)'  nur  mit  dem  Vorzeichen  genommen  werden,  welches  grade  davor  steht    Oft 

n  Di        ^      in  in 

ist  es  bequem,  statt  (+  a)»"  folgenden  Ausdruck  (+1)^  •  (+a)n  ,  und  statt  (— -  a)D  folgen- 

den  Ausdruck  (—  1)»  •  (+a)i^  zu  setzen,  wo  man  der  Potenz  (-ha)»  nur  eine  einzige 
und  zwar  ihre  reelle  positive  Form  beizulegen  hat. 

$.  28.    Man  soll  aus  der  unentwickelten  Gleichung 

I)    u2  —  2muv  —  2nv  4-  v2  =  0 

die  nach  Potenzen  des  v  aufsteigenden  Reihen  entwickeln. 

Zu  diesem  Zwecke  ordne  man  die  gegebene  Gleichung  auf  folgende  Weise  : 

U)    2nv  —  v«  +  2muv  —  u«  =  0 

Man  nehme  der  Bequemlichkeit  wegen  für  die  zu  suchende  Reihe  die  einfache  Form 

u  =  A  .  v**  H-  B  •  ^'^  -h  C  v''  +  D  .  v*  +  . . . . 

wo  a  <  ^,  ^  <  y,  y  <  d,  etc.  sein  muss.    Um  nun  den  Coeffieienten  und  Exponenten 
des  ersten  Gliedes  zu  bestimmen,  setze  man  zur  weitern  Bequemlichkoit  vorerst  nur 

(A  •  v'^  +  R^)  an  die  Stelle  des  u  in  Gleichung  II  überall  ein.    R^  bedeutet  die  zuzu* 

fügende  Ergänzung,  wenn  man  die  Reihe  nach  dem  ersten  Gliede  abbrechen  will.  Glei- 
chung II  geht  nun  über  in 

III)    2nv  -  v2  -<-  2m  .  A  .  V*  + '  —  A«  •  v^**  H-  2mv  •  Rj  -  2A  •  v**  •  R^  -rJ  —  0 

Die  zu  v^gleichenden  Exponenten  sind  folgende: 

1,  (a  +  i),  2« 

und  man  bekommt  desshalb  folgende  Gleichungen: 

a-f-i  =  i4-(a—  0) 

,«  =  ,  -H  2  .  (a  -  1) 

Der  grösste  Werth,  welchen  hier  a  bekommen  kann,  ist  a  =^^'  und  weil  dabei  der  erste 
and  letzte  der  zu  vergleichenden  Exponenten  einander  gleich  werden,  so  gibt  es  keinen 


n    Das  Radical  Wa  zeigt  an,   dass  es  seine  n  verschiedenen  Formen  zugleich 

repräsentirt;  dagegen  das  Radical  Va  zeigt  an,   dass  es  nur  eine  einzige  und  zwar 

seine  einfachste  Form  repräsentirt     So  ist  z.  B.  )fT  =  i  1 ;  dagegen  ist  f^f  = -h  I 

und  —  yi  =  —1.    Ebenso  ist  iT^  «  +  ^--i;  dagegen  darf  f/— I   nur  mit  dem  Vor- 
zeichen  genommen  werden,    welches  grade  davor  steht     Oft  ist  es  bequemer,  statt 

■  n  n n n „ 

Ifä  folgenden.  Ausdruck  OC-hi)  •  f'-Ha,  statt  if -a  folgenden  Ausdruck  (W—l)  •  V+a, 
statt  ifACa")  folgenden  Ausdruck  (jf±i)  •  y^-h  a"',  und  statt  (ifjü)"'  folgenden  Aus- 
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ferneren  fQr  a  braaehbaren  Werth  mehr.    Man  hat  nan  zanSchst  die  Gleichang 

2nv  —  A«  .  v'"  «  0  * 

1  __  I  __ 

Darana  folgt. a  =  g  und A  =  If2n.  Man  föhre  nun  ^  för  «,  und  Iran  f&r  A  in  Glei- 
chung III  ein»  and  reducire  soviel  als  mdglich;  so  bekommt  man 

2m  .  A  .  v»  —  v2  —  2A  .  V«  .  Rj  -h  2mv  .  Rj  —  R*  «  0 

Ans  dieser  Gieichung  kann  man  die  Ergänzung  R^  bestimmen ,  wenn  man  dft  Reihe  schon 
nach  dem  ersten  Gliede  abbrechen  will.    Will  man  sie  aber  weiter  fortsetzen,  so  setze 

man  (R  •  v^  +  R,)  an  die  Stelle  des  R^  in  letztere  Gleichung  überall  ein.    R^  bedeutet 

die  Ergänzung  nach  dem  zweiten  Gliede  der  zu  sucheoden  Reihe.  Dadurch  bekommt 
man 

IV)   2m  .  (lf25)  .  V«  -  V«  -2(lfS;)  .  B  •  v''"^^  H-  2mR  •  \'^"*"  *  -H«  •  v'*^ 

—  2(lf25)  •  V«  .  R^  -h2mv  •  R,  --2B  •  v**  •  R^  — R*  =  o 
Die  jetzt  zu  vergleichenden  Exponenten  sind  folgende: 

und  man  hat  folgende  Gleichungen: 

2/3=1  +  2.(^-1) 

Der  grösste  Werth,  welchen  hier  |3  bekommen  kann,  ist  ^  ^  i;  und  man  hat  jetzt 
noch  den  Exponenten  (^+  |)  mit  allen  folgenden  zu  vergleichen,  so  dass  man  folgende 
Gleichungen  bekommt: 

ß-h  1  =^-^"¥^-1 

2p=p  +  i-h(/J-|) 

Der  grösste  Werth,  welchen  hier  ß  bekommen  kann,  ist  J3  =  |;  da  aber  schon  «  « | 
ist,  und  |3  >  a  sein  muss,  so  darf  j3  =  |  nicht  weiter  beiflcksichtigt  werden.  Setzt  man 
nun  j3  =-  1,  so  bekommt  man  die  Gleichung 

2m  .  (r5S)  .  v«  -2 .  (ifäS)  .  B  .  v''"^'  =  0 
Daraus  folgt  ß  =  i  und  R  »  m.    Gleichung  lY  reducirt  sich  nun  auf 

V)    (m«  — 1).v2  — 2.(lf2E)-v2  •Rjj  — R|  —  0 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  R^  bestimmen,  wenn  man  die  Reihe  schon  nach  dem 
zweiten  Gliede  abbrechen  will.  Will  man  sie  aber  weiter  fortsetzen,  so  setze  man 
(c  •  v^  -+-  R3)  an  die  Stelle  des  R^  in  letztere  Gleichung  überall  ein.  R3  bedeutet  die 
Ergänzung  nach  dem  drilten  Gliede  der  zu  suchenden  Reihe.  Dabei  geht  Gleichung  V 
über  in 

VI)    m«  -  I).  v?-2.(lf2S).C.vy"^«-C'  •  v'^-«  •  (ifSS)  •  v«  •  R3 

—  2C  .  v^  .  R3  —  R3  «  0 
Da  nun  r  >  1  «ein  muss,  so  ist  offenbar,  dass  dabei  2y  >  (y  -h|);  und   (  y-H  |)  wl 
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6ßf  kleinsle  unter  den  noch  anbeftlainiiitoD  Exponentea.    Man  hat  abo  folgeode  Gleichung 

Daraus  folgt  y  «  |  and  G  =  -^  -—=.    Man  föhre  non  diese  Resultate  in  Gleichung 

VI  ein ,  reducire  soviel  als  möglich ,  und  setze  dann  (D  •  v  +  R J  an  die  Stelle  des  R^. 
Hier  bedeutet  R^  die  Ergänzung  nach  dem  vierten  Gliede  der  zu  suchenden  Reihe.  Glei- 
chung VI  geht  dann  über  in 

18  i 

VD)  -C»  .  v3-2  .  (ifS)  .  D  .  v*"*"*~2C  .  D  •  v*"*"'-«D«  .  v**-2  .  (»TSS)  .  v*  •  R^ 

—  2C  .  v'  .  R^  —  2D  .  v'  .  R«  — R4  —  0 

Die  nun  zq  vergleichenden  Exponenten  sind  folgende: 

»d 

Da  aber  9  >  |  sein  muss,  so  ist  ojQTenbar,  dass  (^  +  |)  der  kleinste  unter  den  unbe- 
sümmlen  Exponenten  ist.     Man  kann  also  nur  ^  +  1  =  3  setzen,    und  daraus  folgt 

^  »  I  und  D  =  —       ^—    Die  in  VIII  aufgestellten  uiybestimmten  Exponenten  gehen 

nun  in  folgende  besl|S(aite  Zahlen  ükber: 

3,4,5 
Indem  man  aber  für  d  und  D  die  Resultate  einführt,  soviel  als  möglich  redudrt,  und 

dann  (E  •  v'  +  R^  an  die  Stelle  des  R^  einsetzt,  wobei  R^  die  Ergänzung  nach  dem 
fünflen  Gliede  der  zu  suchenden  Reihe  bedeutet;  so  bekommt  man 

IX)    —  2C  .  D  •  v*-D«  .  V«  —2  .  (»fS;  .  E  •  v*"*"*  -  2C  •  E  •  v*  "**  «  *^  2DE  .^v*  '*'  ' 

—  E»..  v"— 2  .  (lf2n)  .  V«  .  R,-2C  •  v'  •  R5-2D  -  v^  •  R5-2E  •  v*  .  R^-R^O 
Die  nun  zu  vergleichenden  Exponenten  sind  folgende: 

Es  ist  offenbar,  dass  nurre4- 1)  der  kleinste  unter  den  unbestimmten  Exponenten  sein 

.  7  2GD 

kann,  weil  <  >  |  sein  muss   somit  bekommt  man  c  "»  |  undE  ->•  —  -| — jt;==.     Die  in 

X  aufgestellten  unbestimmten  Exponenten  gehen  nun  in  folgende  bestimmte  Zahlen  über: 

4,  5,  6,  7. 
Indem  man  aber  für  c  und  E  die  Resultate  einführt,  soviel  als  möglich  reducirt,  und  dann 

(F  -  v^  +  R^  an  die  Stelle  des  R^  überall  eiosetzt;  so  simi  die  sich  nun  ergebenden 
unbestimmten  Exponenten  folgende 

xi)   i(f-^f)'  (s-^-f)'  (f^l)'  i^^l) 

Es  ist  also  t;  +  I  =  5,  d.  h.  i:  =  |.  Man  erkennt  nun  schon  mit  Bestimmtheit,  dass 
die  Exponenten  der  einzigen  möglichen  Reihe  nur  aus  folgenden  Zahlen 

i       -       8        6        7        9        11 

jf»    ^9     2>     ji     2*     2'     X' 

genommeo  werden  können.     Alle  Exponenten  vom  dritten  Gliede  an  steigen  in  arith- 
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metischer  Progression  aaf;  und  wenn  irgeod  einer  dieser  Exponenten  nicht  vorkommen 
kann,  so  mass  der  GoefBcient  des  fraglichen  Gliedes  Null  sein.  Man  ist  also  auf  dem 
Punkte,  die  Form  der  Reihe  zu  haben,  und  man  kann  geradezu 

XII)    0  =  ()f55)  .V*  -f  m  .  V  -f-  Aj  .  V»  -h  A^  ,  v'  -h  A3  .  v«  ^ 

setzen.  Betrachtet  man  jedoch  noch  einmal  Gleichung  Y;  so  sieht  man,  dass  man  leichter 
zum  Ziele  gelangt,  wenn  man 

3                      6                      7                      9 
R,=  Aj  ,  v^  -h  A3  .   v2  H-  A3  .  v2  4-  A^  .  V«   -h 

in  Gleichung  V  einsetzt.  Die  Coefficienten  bestimmen  sich  dminrch,  dass  man  dann 
alle  mit  einerlei  Dimension  des  v  behafteten  Theiisälze  f&r  sich  verschwinden  lässt  Die 
Goefßcieulengleichungen  beobachten  aber  folgendes  Discerptionsgesetz: 

1)  (m2  -  I)  -  2  .  (ifSä)  .  A,  —  0 

2)  2  .  (ifäö)  .  Aj  H-  A^Aj  «  0 

3)  2  .  (lf5n)  •  A3  -H  2A^A2  =  0 

4)  2  .  (ifS)  .  A^  -h  2AjA3  H-  A^A,  =  0 

5)  2  .  (lf2n)  .  A^.  -h  2A^A^  -h  2AjA3  =  0 

6)  2  .  {^2ii)  .  Ag  -+-  2AjA^  -4-  2A,A^  -H  A3A3  —  0 

und  Wb  fort. 

m«  —  1  , 

Hieraus  folgt  A^  «  -h  - — ;^=,  d.  h.  A^  Ist  zweiformig,   jer  nachdem    man  dem 

^  •  IT  ^0 

Radical  seine  positive  oder  negative  Bedeutung  beilegt ;  und  da  in  jeder  dieser  Coef- 
ficienlengleichuDgen  der  jedesmal  zu  bestimmende  Goefficient  nur  in  der  ersten 
Potenz  vorkommt,  so  kann  ein  jeder  derselben  durch  eine  rationale  Function  von  A^ 

ausgedrückt  werden;  und  somit  ist  dargethan,  dass  diese  Reihe  nicht  mehr  und  nicht 
weniger,  als  die  zwei  Formen  des  u  zugleich  repräsentirU  B.estimmt  man  diese  succes- 
siven  Goefficienten,  so  geht  die  Reihe  XII  über  in 

XIII)  ^  =  [^^)'y^  ^^'y^^'--jf^'^^-rr^'-^^'y' 

1.1.3      (m^-1)3      I      1.1.3.5    (m»-l)^       I 

^2.4.6   ^^^y       2.4.6.8  (^2Ey   ^  •••• 

Hätte  man  aber  die  gegebene  Gleichung  schon  anfangs  umgeformt  in  (o  —  mv)^  >»  2nv 

-H  (m^  —  1)  •  v2,  80  hätte  sich  daraus  u  =  mv  -f-  ir2nv  -h  (m^  —  I)  •  v^  ergeben,  so 
dass  man  mittelst  des  binomischen  Lehrsatzes  die  Reihe  XIII  wieder  bekommt 

Die  hier  gefundene  Reihe  ist  aber  eine  von  denen,  wo  die  Vielfdrmigkeit  schon  bei 
dem  ersten  Gliede  beginnt;  nnd  man  kann  sie,  wenn  man  will,  in  zwei  eindeutige  Reihen- 

formen  zerlegen ,  dadurch  dass  man  einmal  den  beiden  Radicalen  ir2n  nnd  v^  dnrchweg 
einerlei  und  hierauf  durchwesg  entgegengesetzte  Bedeutung  beüagt 

$.  29.    Man  soll  aus  der  unentwickelten  Gleichung 

t)    vfi  —  2muv  —  2nv  -h  v^  «  0 
die  nach  fallenden  Potenzen  des  v  fortschreitenden  Reihen  entwickeln. 

Man  setze  —  an  die  Stelle  des  v ,  und  Gleichung  I  geht  über  in 

...      „2m  2n         1 

II)    u^ Q 1 — 5  =  0 

oder 

Hl)    i  — 2n.a>  --2m.ii>.n  -h<^'U'=so 
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Aus  dieser  Gleichttog  eat^ickle  oimi  die  nach  PoimzeD  des  a>  aiiWeigendeo  Reihen, 
ODd  setze  zunächst  die  unbestimmte  Form 

ifo  a  <  ß,  ß  <  Yi  Yy  <  Ä^-etc.  sein  mnss.  Zor  filqaemlicJUieit  setze  man  vorerst  nur 
(A  •  «>''  4*1^  An  die  Stellei^es  u  in  Gleichung  III  öberall  ein.     R^- bedeutet  hier  die 

Ergänzung  nach  dem  ersten  Gliede  der  zu  entwickelnden  Reihe.    Gleichung  III  geht  nun 
ober  in 
IV)    1  — 2n.a>  — äm.Aö)"  "*"  '  -h  A«  •  <o*"^  *  -  2m«>  •  R^ -|-2A  •  «* '^  ^  .  R^ 

Dasdie  Zahl  1,  welche  den  ersten  Theilsatz  in  dieser  Gleichung  ausmacht,  soviel  ist, 
als  ü}^;  so  hat  man  folgende  Exponenten  mit  einander  zu  vergleichen 

o ,     a  -f-  1 ,     2a  -H  2 

und  man  bekommt  folgende  Gleichungen 

0  =  0 

a  H-  1  =  o  -4-  («  —  (—1)) 
ia  -h  «  =a  o  -+-  8  •  (a  —  (—  1)) 

Hier  kann  man  nur  a  •s=  —  i  setzen ;  und  da  dabei  alle  drei  Exponenien  einander  gleich 
werden ,  so  hat  a  nur  diesen  einzigen  brauchbaren  Wertl^  Man  hat  nun  zunächst  die 
Gleichung  ' 

1  — 2m  •  A  •  o)""^*  H-A2  .  o)'"  "^  '  =  o 

Daraus  folgt  «  =  —  1  und  A  ■»  m  4-  Cii^  —  1.    Man  hat  also 

u  ==  (lÄ-f-lfm»  ~l)  •  ö)-^  -+-  R,  =  (m  4-  )fm«— !)•  v  -h  R^ 
Gleichung  IV  geht  mn  ^ber  in 

V)     —  2n  . «  —  2ro«>  •  R^  -h  2  •  (m  -h  Wn^  —  1 )  •  »  •  R^  +  «2  .  R«  =,  o 
oder,  wenn  man-  statt  a  zurückfuhrt,  in 


—  2nv  —  2mv  •  R^  H-  2  -  (m  -h  iTm«  —  1)  .  v  •  R,  -h  R*  =  o 

Aus  dieser  letzten  Gleichung  kann  manR^  bestimmen,  wenn  man  die  Reine  schon  ipch 
dem  enl6n  Gliede  abbrechen  will.    Will  man  alter  die  Reihe  weiter  fortsetzen,  so  setze 

man  (B  •  «o^  +  R^)  an  die  Stelle  des  R^  in  Gleichung  V  äberaU  ein.    R,  bedeutet  hier 

'die  Ergänzung  nach  dem  zweitei»>  Gliede 'der  zu  entwickelnden  Reihe.  Gleichung",  V  geht 
nun  Qber  in  ,  ,  '      . 

VI)    —  2na>  +  2B  •  (lfm*  —  l)  .  J'  "*"  '  4-  B«  .  ü>'''  "^  *  -h  2  .  (lf5^"=^)  •  »  •  R^ 
-h  2ß  .  </  "*■  '^^  R,  4-  «2  .  r2  =  0      . 

3  2 

Die  jetzt  zu  vergleichenden  Exponenten  sind  folgende: 

1,   03  4-0»  Oi^-t-O 

und  nan  bekondmt  folgende  Gleichungen: 

|J  -H  I  «=  1  4-  0?  -  o) 

2^  4-    2   =  1    4-   2  .  (P  -  (-  i^)      ^ 

Der  gipsste  Werth,  welchen  hiec  ß  bekommen  kann,  ist  ß  =z  o;  und  fllan  hat  noch 
(ß  -hl)  mit  (2^  4-  2)  zu  verglek^n,  bekommt  also  folgende  Gleichungen: 

(J  4-  1  =  |J  4-  1 

2^  4-  2  =  /?  4-   I   4-  (j5  —  (—  1)) 

Der  einzige  Werth ,  welchen  hier  ß  bekommen  kann ,  ist  |3  »  —  1 ;  da  aber  schon 
a  r=  ~  1  gefunden  ist ,  so  darf  ß  =  —  1  nicht  weiter  berücksichtigt  werden ,  und  man 
darf  nur  ^  =  o  setzen.    Man  bekonmit  also  die  Gleichung 


38 

—  2d«>  +  9B  •  (lfm«  —  !)  .  «<'"^  ^  «6 

n 
Daraus  folgt  B  =  ^-  Blan  bat  diso 

Gleichung  VI  redocirt  sich  non  auf 

VU)    B«  .  «2  -+-  2  .  (»Td?^)  .  «d  .  R,  -f-  28  . ««  .  Rj  -h  0)2  •  R^  =  o 

Führt  man  wieder  -  statt  «  zarQck,  so  geht  YII  Ober  in 

B2  4-  2  .  (lfm«  -  1  ) .  V  .  Rg  H-2B  .  R,  -h  R2  «  0 

Ans  dieser  Gleichnug  kann  man  R,  bestimmen,  wenn  man  die  Reihe  schon  nach  dem 
zweiten  Gliede  abbrechen  will.     Will  man  aber  die  Reihe  weiter  fortsetzen,  so  setze 

«an  (G  •  6)^  +  R3)  an  die  Stelle  des  R^  in  Gleichung  VII  äberall  ein.    R3  bedeutet  die 

Ergänzung  nach  dem  dritten  Gliede  der  zu  entwickelnden  Reibe.,  Gleichung  VII  geht 
nun  über  in  ^ 

VUI)    B» .  «»*  +2C  .  (lfm«  -  1  )  .«?-•■*  -t-aBC  ••»'+*  +0*  .«»»'  +  ** 

-t-  2  .  {lfm«  —  1  ) .  ö» .  »j  +  2B  .'«B«  .  Rj  +2C  •  «a'  "*■  *  .  Rj -+-«»« •  R*  =  0 

Da  nun  y  positiv  sein  muss,  so  ist  offenbar,  dass  (y  +  i)  der  klejnsLe  unter  den  jetzigen 
imbestimmten  Exponenten  ist  Man  hat  also  y  +  1  =  2  zu  setzen,  und  daraus  folgt 
y  =  1.    Die  jetzigen  unbestimmten  Exponenten  gehen  nun  über  in  die  bestimmten  Zahlen 

2,3,4 
Indem  man  aber  flir  y  und  G  die  Resultate  einführt,   soviel  als  möglich  reducirt,    und 

dann  (D  •  «a    -H  R4)  an  die  Stelle  des  R3  einsetzt ,  bekommt  man  folgende  Exponenten 

nü||inander  fu  vergleichen: 

3 

{8  -h  1),  (d  -h  2),  id  -h  3) 

(99  4-  t)  ' 

Da  aber  ^  >  1  sein  mussj  so  kann  nur  (^  4-  1)  der  kleinste  unter  den  noch  unbestimiä- 
fen  Exponenten  sein;  tfhd  man  kann  nur  ^  +  1  «  3ls6tzen,  woraus  ^  =  2  folgt.  Die 
zuletzt  aufgestellten  unbestimmten  Exponenten  gehen  non  in  folgende  bestimmte  Zahlen 
über  '4 

3,'«4,  5,  6 

Die  ferneren  unbestimmtep  Exponenten  sind 

JO  +  0»  0  -H  0»  («  +  3),  (6+4) 

Man  erkennt  nun  schon  mit  Bestimmtheit,  dass  die  Exponenten  der  einzigen  hier  mdg- 
lichen  Reihe  nur  aus  folfpnden  Zahlen 

-1,0,  1,2,3,  4,5 

genommen  werden  können,  und  man  ist  auf  dem  Punkte,  die  Form  der  Reihe  zil'liaben, 
und  kann  geradezu 

IX)    u  =  Aj  •  <ö-^  -h  Ag  -f-  A3  . «  -h  A^  •  «o»  +  A5  •  «3  -+- 

in  Gleichung  III  einsetzen,  und  alle  mit  einerlei  Dimension  des  co  behafteten  Theilsatze  fikr 
sich  verschwinden  lassen.  Die  Gleichungen,  aus  welchen  die  Coefficienten  bestimmt 
werden,  beobachten  dann  folgendes  Disoerptionsgesetz : 
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1)  1  —  2m  .  Aj   +  A^Aj  =  0 

2)  ~  2d  -  2iii .  A3  H-  2AjA2  =  0 

3)  —  2inA3  -h  (2A4A3  4-  AgAg)  =  0 

4)  -  2m  .  A^  -f-  (2AjA^  +  2A2A3)  =-  0 

^5)    -  2m  •  A5  4-  (2A^Ag  4-  2A2A^  +  A3A3)  «  0 

ond  80  fort 
Hieraas  folgt  A|  =  m  +  lfm«  —  1 ,  d.  h.  Aj  Ut  zwoffSrmig»  je  nachdem  man 
dem  Radieal  seine  positive,  oäer  negative  Bedeutung  beilegt;  and  da  in  jeder' dieser 
Goefficienteogleicbungen  von  der  zweiten  an  der  jedesmal  za  bestimmende  CoefBcient 
nur  in 'de(  ersten  Potenz  vorkommt,  ao  kann  aqdi  ein  jeder  Goefficient,  vom  zweitea 
an,  durch  eine  rationale  Function  von  A|  aasgedrQckt  werden;  and  somit  ist  dargethan, 
daaa  diese  jleihe  nicht  mehr  und  nicht  weniger,  als  die  zwei  Formen  des  a  zugleich 

repräsentirt    Bestimmt  man  diese  suc^essiven  [Goefficientea*  and  setzt  man  wWier  - 
statt  «d  zurück;  so  geht  die  Reihe  iX  Ober  in 

•^  ^    lfm«'—  1       a .  4    (lfm»  —  1 1' 

i^TJ  (gay  -^       11 .3.5  (2n)* 

2.4.6    (lfm»  —  1  )ö  2.4.6-8    (lfm« --  1]^ 

Hätte  man  aber%e  gegebene  Gleichung  I  schon  ahfangs  umgeformt  in 

(fkrr  miiy  =  (m«  -^1)  .  v«  -f-  2nv 
so  hätte  man 

u  =  V  .  Fm  4-  li|^(m«-1)  4-~l 

bekommen,  woraus  sich  mittelst  des  binomischen  Lehrsatzes  die  Keihe  X  gradezu  ergibt 
Die  hier  gefundene  Reihe  ist  aber  eine  von  denen ,  wo  die  Yielldrmigkeit  schon  bei 
dem  ersten  Gllede  beginnt;  und  man  kann  sie,  wenn  4lau  will,  in  zwei  verschiedene  ein- 
deutige Reihenformen  zerlegen,  dadurch  daa^  man  bei  der  einen  Reihenform  dem  Ra* 

dical  iTm*  —  1  durchweg  sein^  positive  Bedeutung,  bei  der  andern^  Reihenform  aber 
durchweg  seine  negative  Bedeutung  beilegt 

S.  30.    Man  soll  aus  dßr  unentwickelten  Gleichung 

I)    u3  —  6u» .  V  +  12a  .  v«  —  27 .  V«  —  «v^  =  0 
die  nach  Potenzen  des  v  aufsteigenden  Reihen  entwickeln. 

Za  diesem  Zwecke  ordne  man  die  gegebene  Gleichung  auf  folgende  Weise: 
U)    27  .  V*  -h  8  .  v^  —  12v*  .  u  -h  6v  .  u»  —  u3  «  0 

Man  hat  also  die  Reihe  u  =  A  •  v*  -I-  B  .  v^  -h  C  .  v^  -h mit  der  Räcksioht 

zu  entwickeln,  dass  a  <  ß^  ß  <  y,  etc.,  etc.  sein  muss.    Man  setze  an  die  Steile  des 

u  vorerst  nur  (A  .  v    +  R|),  wo  R^  die  Ergänzung  nach  dem  ersten  Gliede  bedeutet 
Gleichung  H  geht  nun  Ober  in 

Hl)    27.V«  4-8.V3— 12A.v*  +  '-H  6.A«.v'"  +  *  -A*  .v*"-12.v2.R, 

+  i2A  .  v*  +  ^   .  Rj  -  3A2  .  V*"  .  R|  4-  6v  .  1^  -  3A  .  v'"  .  R«  —  Rj  =  0 
Die  hier  zu  vergleichenden  Exponenten  sind 

2,  •(«4-0»    (««-♦-Ol    5« 
und  man  hat  folgende  Gleichungen: 

9  SS  2 

«  4-  t  =  8  4-  (a  —  «) 
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2«   4-    1   =  2   -^   2  .  (a  — I) 


,  +  3.(a-|) 


^«  -   —     -    -        8. 


Der  grösste  Werth ,  welchen  hier  a  annehBien  kann ,  ist  a  =  | ;  ond  da  dabei  der  erste 

and  letzte  der  zu  vergleichenden  Exponenten  einander  gleich  werden ,  so  kann  a  keinen 
andern  branehbarcn  Werth  mehr  aanehmen.    Man  hat  daher  zunächst  die  Gleichung 

IV)    27  .  v2  —  A3  .  v3a  —  0 

9  8_ 

Darauf  folgt  a  =r  |  und  A  =  3  •  )f f.    Fährt  man  nun  lUr  A  und  a  die  Resultate  ein, 

so  reducirt  sich  Gleichung  III  auf 

V)    ÖA«  •  v»  —  I2A  .  v»   -h  8v3  —  3A2  .  v»  .  R.  4-  J2A  •  v'  •  R.  -  I2v«  .  R^ 

—  3A  .  v^  .  rJ-i-6v  .  Rj  —  Rj  =  o 

An  die  Stelle  von  R^  setze  man  nun  (B  •  v'^  +  R2))  wo  Rj  die  Ergänzung  nach  dem 
zweiten  Gliede  bedeutet.    Dadurch  bekommt  man 

7  8  '4  Ä      4  /r 

VI)    6A2  .  V*-  12A  .  V»  4-  8  .  v3  -  3A2  .  B  •  v^  "^  »  ^  12AB  •  v»*  "^  »-12B  •  yP"*"  ^ 

-  3A  .  ß»  .  v^^  "*"  *  -h  6B«  .  v^  "^  *  —  B3 .  v''^-  3A»  .  v'f  •  Rg  4-  12A  •  v*  •  R^ 

—  i2v»  .  R2  — 6AB  .  v'^"^* .  R2  -h  12B  .  v''"^  *  .  Rg  -  3B2  .  v*^  .  R< 


'2 


3A  .  V«  .  R*  -h  6v  .  Rj-  3B  •  v^  .  Rg  —  R^  •=  0 


Die  jetzt  zu  vergleichenden  Exponenten  sind 

h  i^  +  Ük'  iß  +  i)^  0»  +  »).  (»/»  +  !).  («?  +  «).  »ß 

und  man  hat  folgende  Gleichungen : 


8 

■> 

4   _ 
3  "" 

^ 

+ 

(ß- 

-1) 

5  — 
8  ■" 

^ 

+ 

(ß- 

■|) 

ß 
ß 

/»  +  « =  1  +  1^-1) 

,p+t=I  +  2.(/»-|) 

Der  grösste  Werth,  welchen  hier  ß  bekommen  kann,  ist  |9  =  1;  man  hat  also  den  Ex- 
ponenten ß  -^  ^  noch  mit  aUen  folgenden  zu  vergleichen ,  und  bekonmt  daher  folgende 
Gleichungen : 

ß  +  "ß  +  i  +  l 

Der  grösate  Werth ,  welchen  hier  ß  bekommen  kann«  Ist  (?  «»  J ;  da  aber  aehon  a  »  | 

ist,  und  (}  >  a  sein  muss,  so  kann  ^  =|  nicht  weiter  berttcksichtigt  werden.  Man 
darf  also  nur  |9  =  I  nehmen,  und  dabei  bekommt  man  die  Gleichung 
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6A2  .  v'  -  3A»  .  B  .  v''  ■*■  »  =  0 


Daraas  folgt  B  :£=  2  and  ß  =  i.  Fährt  man  diese  Resalüite  in  Gleichang  VI  ein,  so 
redocirt  sie  sich  aaf 

-  3A«  .  V«  .  Ro  —  3A  .  V*  .  »j  -  R^  -  0 
oder 

VII)    (sA«  .  v^  4-  3A  .  v'  .  R2  4-  Rg)  •  Rg  =  0 

Die  hier  za  suchende  Reihe  ist  nun  his  zom  zweitOD  Gliede  einschliesslich  entwickelt, 
d.  h.  man  hat 

VIII)    u  «  8  .  y^f .  v'  -h  »¥  4-  Rj 

Das  erste  Glied  ist  dreUSrmig»  and  somit  sind  darck  diese  steigende  Reilie  die  drei 
Formen  des  a  zugleich  reprftsentirt. 
Aas  Gleichang  VII  folgt: 

entweder  IX)    R2  «»  0 

oder  X)    SA«  .  v»  -f-  3A  •  v'f  •  Rg  ■+-  Rj  =  0 

Erstens.    Nimmt  man  R2  »  0,  so  redacirt  sich  VUI  aof 

XI)    a  «  3  .  (»TT)  .  4  ^.  2v 

Non  hat  sowohl  ^fi  als  aach  v^  drei  Formen «  so  dass  es  den  Anschein  hat,  als  hätte 

das  erste  Glied  nenn  Formen,  allein  es  hat  nar  drei  Formen,  wie  aaf  folgende  Weise 
nachgewiesen  werden  soll: 

Es  stelle  ▼'  die  reelle  und  eindeutige  Form  des  v'  vor,  so  sind  die  dreiFor- 

I 

men  des  v'  dargestellt  durch 

I         I    /       4h  --      ^     4h      \ 

v*  =  V*  •  Icos  "ö"  •  ^  ±.  V — *  '  ™  "3" '  ^/ 

s 
Ebenso  sind  die  drei  Formen  des  ifT  dargestellt  durch 

5rr  =  cos  ^  •  *  ±  V^  •  sin  *  .  « 

I 
Man  bekommt  die  drei  Formen  von  v',  wenn  man  zuerst  h  =  0  und  dann  b  =  1  setzt; 

ebenso  bekommt  man  die  drei  Formen  von  ffl ,  wenn  man  zuerst  k  »  0  und  dann 
k  «s  1  setzt.    Die  Reihe  XI  nimmt  also  folgende  Form  an 

XII)  n«3.v«./cos  y-*±  /^  •  sin  ^  .  « Wcos  ^  or  ±  ^^  .  sin  j  •  it\ 

-h  2v 
oder 

▼Tiw^             Q      I    /       2^(k4-2h)         ^     .—.      .    2 .  (k 4-2h)      \       ^ 
XIII)    u  =»  3  .  v'  •  (cos  — ^=^3 •  X  ±  y—i  .  sm  — ^ ^  .  ;f  |  -I-  2v 

Hier  mass  man  nach  nnd  nach  h  »  0  mit  k  =  0,  h  =  0  mit  k  »  1 ,  h  =  1  mit  k  »  0, 
and  h  ^  f  mit  k  »  1  verbinden,  und  man  bekommt  dieselben  drei  Formen  flir  das 
erste  Glied  der  Reihe,  wie  wenn  man  zuerst  (k  +  2h)  =  0,  und  dann  (k  -h  2h)  «s»  1 
setzt,  d.  iL  man  bekommt  anter  allen  Umständen  zwei  Resultate,  nemlich 

6 
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s 

XIV)    u  =  3v«  -+-  2v 
und  hieranf 

^  —       ^ 

XV)    ö  =  ?  •  (-  1  ±  |/-3)  .  V»  H-  2v 

Zweitens.    Läsftt  man  aber  Gleichung  X  gellen,  so  setze  man  (G  •  v^  -+■  R3)  an 

die  Stelle  des  R3  In  X  aberall  ein;  ond  es  ergeben  sich  bei  Vergleichang  der  Exponenten 
folgende  Gleichungen: 

1  =  1 

y+f  =  |  +  (r-|) 

Es  ist  also  X  =  1»  ond  einen  andern  für  y  brauchbaren  Werth  gibt  es  nicht.     Da 

aber  schon  a  =  |  ist,  so  erkennt  man,  dass  die  Reihe  kein  drittes,  kein  viertes,  etc. 

Glied  haben  kann,  d.  h.  dass  die  Reihe  nur  aus  zwei  Gliedern  besteht 

Die  Reihe  XI  ist  also  die  gesuchte  Reihe.    Wollte  man  aber  dessenungeachtet  aus 
Gleichung  X  das  R,  entwickeln,  so  würde  man 

XVI)    R,  =  |.(-3±  |/=3).(lfT).Yi 
bekommen,  und  Gleichung  VIII  würde  übei^ehen  in 

XVU)     u  =  [3-  (Ifl)  -h  |.  (^  3  ±  |/=3).  (jrl)]  .  v'  -H  2v 
Diese  Reihe  reducirt  sich  zunächst  auf 


0  =  I .  {-  i   ±  V^3)  .  (h)  .  V*  -h  5!v 


Indem  man  aber  auch  hier  für  das  Product  yf^)  -  v'  den  gleichbedeutenden  Ausdruck 
setzt,  geht  letztere  Reihe  über  in 


XVIIl) 


3    /      ^    .      .— :x    /       2.(k-H2h)  , —         2.(k+2h)      \ 

n«2-(-  1  ±  V— 3).<co8  — 5^-3 ^-^il/— 1  -sin —    3—  ^  *) 


1 

V«-h2Y 


Setzt  man  k  +  2h  «■  0,  so  bekommt  man 

3  Ä 

XIX)    u  =  2  .  (^  1  dt  V'^)  •  V»  H-  2v 

Also  ganz  dieselbe!)  zwei  Formen ,  wie  in  XV.     Setzt  man  aber  k  H-  2h  =  1 ,  so  be- 
kommt man  zunächst 

XX)    u  =  I .  (-  i  ±  y^)  .  5  .  (-  1  ±  1/1:3) .  V»  H-  2v 

Lassl  man  bei  den  Doppelzeichen  entweder  durchweg  die  oberen  oder  durchweg  die  un- 
teren gelten,  so  bekommt  man 

3  1 

XXI)    u  =  2  .  (-  1  T  V'^  .  V»  4-  2v 

Diese  Reibe  repräsentirt  (aber  in  umgekehrter  Ordnung)  dieselben  zwei  Formen, 

welche  schon  durch  XV  und  XIX  repräsentirt  sind. 

Lässt  man  aber  in  XX  bei  den  Doppelzeichen  jedesmal  die  entgegengesetzten  gelten, 

so  bekommt  man 

s 

XXII)    u  =  3  .  V«  -h  2v 
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und  diese  Reihe  repräsentirt  dieselbe  eiadeattge  ond  reelle  Form,  welche  schon  dareh 
XIV  repräsentirl  ist 

Man  vergleiche  noch  $.  37,  wo  eine  steigende  Reihe  vorkommt,  die  ebenfalls  eine 
geschlossene  ist.  Hinsichtlich  der  Behandlang  vielförmiger  Aosdrficke  sehe  man  noch 
$.41. 

S*  31.    Man  soll  aus  der  unentwickelten  Gleichung 

l)    u3  —  6u2  .  V  -+-  12u  .  V»  —  27  .  v^  —  8  .  v^  «  0 
die  nach  fallenden  Potenzen  des  v  fortschreitenden  Reihen  entwickeln. 

Man  setze  -  an  die  Stelle  des  v  in  Gleichung  I  ein ,  so  bekommt  man 
II)    8  +  27  •  <0  —  I2fi>  .a  +  6<93*u2  —  o>3-a3s0 

Man  hat  nun  die  Reihe  u  =  A  •  oi"  +  B  •  a>'^  H-  G  •  ca^  +  •  -  •  «mit  der  Rück- 
sicht zu  entwickeln,  dass  a  <  /?,  /9  <  y,  etc.     Man   setze  an  die  Stelle  des  n  vorerst 

nur  (A  •  «>  4-  R^),  wo  Rj  die  Ergänzqng  nach  dem  ersten  Gliede  der  zu  suchenden 
Reihe  bedeutet.    Gleichung  II  geht  dann  über  in 

US)    8  4- 27-«-  i2A.a>«"^'  4- 6A^  .«««  +  2  _^3  .^3«+ 3  _  i^^  .  r^ 
-H  12A.«D«"*'*.R,  ~.3a'  .«**"^*.R,  -h6«2  .  R«  -  3A  .««"^^R« 

—  <li>3  .  r3   ^  0 

1 

Da  die  Zahl  8  soviel  ist,  als  8  •  «»<>,  so  sind  die  hier  zu  vergleichenden  Exponenten 
folgende : 

0,    («  -h  i),     (2a  -h  2),    (3a  -h  3) 

und  man  hat  folgende  Gleichungen 

0   «xs    0 

a  -I-  1  «-  0  -h  (a  —  (-1)) 
2a  +  Ä  «  0  4-  2  •  (a  —  (-1)) 
3a  +  3  =  0  4-  3  •  (o  —  (— 1)) 

Ber  einzige  Werth,  welchen  hier  a  bekommen  kann,  ist  a  es  —  t;  und  da  dabei  alle 
zu  vergleichenden  Exponenten  einander  gleich  werden,  so  kann  a  keinen  andern  brauch- 
baren Werth  mehr  bekommen.    Man  hat  nun  zunächst  die  Gleichung 

8  4n      A         Ot~h  1     .    rt      a2         2a  4-2         .3  3a  4-3  /v 

—  i2*A-a>  4-6«A-ft>  — A'ft)  »«0 

oder 

(a- A.a»«  +  ')»  =  0 
Daraus  folgt  A  =  2  und  a  »  —  1.    Gleichung  III  reducirt  sich  nun  anf 

IV)    27  .  Ol  -  «3 .  R?  =  0 

Daraus  folgt  R^  =  27  •  a>— 2,  und  Ri  =  3  •  \^/  •  &>  ^.  Da  man  für  Ri  einen  ge- 
schlossenen Ausdruck  bekommen  hat,  so  ist  die  gesuchte  Reihe  selbst  eine  geschlossene, 
nemlich 

U  «  2  .  ©-1  4-  ä  .  \^)  .  a>~~  ^ 

und  wenn  man  -  statt  a>  zurückführt,  so  bekommt  man 

V  * 

u  =  2v  4-3.\1^j  .v» 
Diese  fiiUende  Reihe  ist  aber  die  umgekehrte  von  der  vorhin  gefundenen  steigenden, 


44 

wie  sein  muss,  weil  die  Reihen  geschlossene  sind.  4aeh  diese  Reihe  reprilseotirt  aichl 
mehr  and  Dicht  weniger  als  die  drei  Formen  des  a  zugleich;  und  man  kann,  wenn  man 
will,  ae  in  drei  versehiedeoe  eindeutige  Formen  zerlegen. 

Diese  Reihe  ist  aber  eine  von  denen»  wo  die  Vielfönnigkeil  nicht  gleieh  bei  dem 
ersteil  Gliede  anfängt. 

S-  32.    Man  soll  aus  der  unentwickelten  Gleichung 

I)  u^  —  3n  •  u  •  V  -+-  v3  =  0 

die  nach  Potenzen  des  v  aufsteigenden  Reihen  entwickeln. 
Man  ordne  die  gegebene  Gleichung  auf  folgende  Weise: 

II)  V«  —  3n  .  u  .  V  4-  u3  =5  0 

Nun  fßhre  mau  vorerst  (A  •  v^  -f-  Ri)  statt  n  überall  ein ,  und  man  bekommt 

UT)    v3  ^  3A  .  n  .  v"  "•"  *  -^  a'  .  v^*  -  3nv  •  Ri  -+-  3A*  .  v'"  •  Rj   H-  3A  •  v"  •  RJ 

4-rJ=-o 

Die  zu  vergleichenden  Exponenten  sind  »,  (a  +  D  und  3a,  und  man  bekommt  folgende 
Gleichungen : 

3=3 

a  +  i»3+(a—  2) 
3a  SB  3  +  3  •  (a  —  l) 

Der  grösste  Werth,  welchen  hier  a  bekommen  kann,  ist  a  =  2;  und  man  hat  jetzt 
den  Exponenten  (o  +  i)  mil  allen  folgenden  zu -vergleichen,  so  dass  man  folgende  Glei- 
chungen bekommt: 

a  -f-  1  =  a  -H  1 

3a  =  a  H-  1  -h  2  .  (a  —  ^) 

Der  grösste  Werth,  welchen  hier  a  bekommen  kann,  ist  a  «  ^;  und  da  sich  jetzt  unter 

den  kleinsten  Exponenten  auch  der  letzte  befindet,  so  hat  a  keinen  weiteren  brauchbaren 
Werth  mehr. 

Erstens,  es  sei  «  =  2.    Dabei  gibt  sich  aus  Gleichung  III  noch  folgende: 

v^  -  3n.A.?*'^*  =  0 

I 

also  ist  a  «»  2,  und  A  »  s-.    Man  iUhre  diese  Resultate  in  III  ein,  und  reducire  soviel 

on 

als  möglich.  Hierauf  setze  man  (E  •  v^  +  Ro)  an  die  Stelle  des  R^  wo  Rj  die  Er- 
gänzung nach  dem  zweiten  Gliede  der  zu  suchenden  Reihe  bedeutet.  Dadurch  bekommt 
man  dann 

f*r^         ^®  OD        ß  -^  ^  B       j8  4-  4  R«         2/J  H-  2  -,3         iß  ^  ^ 


^Ä-*2-^^-''"^^R^  +  3b'.v^^r,  +  ^.r,»-h3r.v^.r: 


^»2  =  0 

Die  hier  zu  vergleichenden  Exponenten  sind  6,  (/9  +  i),  (ß  +  ^)j  (2/3+2))  ^ß-  ^^ 
aber  a  =  2  ist,  so  muss  /?  >  2  sein;  und  unter  diesen  Umständen  kann  nur  (/9  +  i) 
der  kleinste  unter  den  unbestimmten  Exponenten  sein.    Man  hat  also  die  Gleichung 
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Daraus  folgt  /?  »  5  uod  fi  =i  l^j  .    Man  föbre  oao  diese  Resultate  io  Gleichcmg  IV- 
ein»  uod  redoeire  so  viel,  als  mdglich;  dadurch  bekonunt  man 

An  die  Stelle  des  B,  setze  maa  jetzt  (G  •  v^  -h  Ra)»  and  die  nun  zo  venyleiclieodfii  Ex- 
poDenten  sind 

9 

^*^    H^y+O»  (2y-»-5) 

Da  nan  y  >  5  werden  mnss,  so  kann  nnr  (y  +  i)  der  kleinste  anter  den  n«eh  nnbe- 
stimmten  Exponenten  sein.     Man  bekommt  also  y  +  lBx>9,  d.  h.  ^»8  ond  G  = 

3  i^— I  .   Die  in  VI  aufgestellten  unbestimmten  Exponenten  gehen  nun  in  folgende 

ganze  Zahlen  iUl)er: 

9,  12,  15,  18,  91,  A 

Indem  man  aber  die  für  y  und  G  gefundenen  Resultate  einsetzt»  soviel  als  möglich  re- 

ducirt,  und  dann  (D  •  v    +  R^  an  die  Stelle  des  R3  setzt;  «o  sind  die  sich  nun  ei^e- 

1» 

benden  unbestimmten  Exponenten  folgende: 

/(Ä+i),  («-+-♦),  (a-i-7),  (a-Hio),  (a-H^ij),  («-f-ie) 

VII)      ]  (2*  -+-  «)  »  (2*  +  5),   (2^4-  8) 

Man  erkennt  nun  schon  mit  ResGmmtheit,  dass  die  Exponenten  der  zu  suchenden  Reihe 
nur  aus  folgenden  Zahlen 

2,  5,  8,  11,  14,  17,  20,  23,  etc. 

genommen  werden  können;  und  wenn  irgend  einer  dieser  Exponenten  nicht  vorkommen 
darf,  so  muss  der  Goefficient  des  fraglichen  Gliedes  Null  sein."*  Man  ist  also  auf  dem 
Punkte,  di^  Form  der  Reihe  zu  haben,  und  man  kann  geradezu 

VIII)    u  =»  A^ .  v2  -h  Aj  .  v«  +  A3  .  v»  -H  A4 .  V"  -h  A5 ,  v^*  + 

in  Gleichung  I  einsetzen,  und  alle  mit  einerlei  Dimension  des  v  behafteten  Theilsätze 
ffiir  sich  verschwinden  lassen.  Die  Gleidbungen,  aus  welchen*  die  Goefficienten  bestimmt 
werden,  beobachten  Mann  folgendes  Discerptionsgesetz : '  * 

1)  1  —  3n  .  Aj  «  0 

2)  —  3n  •  A2  +  AjAjAj  —  0 

3)  —  3n  .  A3  4-  (3AiA|A2)  =  0 

4)  —  3n  .  A4  4-  (3A1A1A3  -H  SA^AgAg)  =  0 

5)  —  3n  .  A5  -h  (3AjAiA4  -h  OAjAgAj  H-  AgAgAg)  «  0 

und  so  fort 
Da  der  erste  Goefficient  A^  reell  und  eindeutig  ist,   und  alle  folgenden  Goeffi- 

cientengleichungen  den  jedesmal  zu  bestimmenden  Goefficienten  nur  in  der  ersten  Potenz 
enthalten;  so  sind  alle  GoefOcienten dieser  Reihe  eindeutig  und  reell.  Diese  Reihe 
repräsentirt  also  nur  eine  Form  des  u.  Hinsichtlich  der  zu  dieser  Reihe  hinzuzufugen- 
den Ergänzung  sehe  man  die  Anmerkung  am  Schlüsse  dieses  $. 

1 
Zweitens.     Es  sei  a  =  5.    Dabei  gibt  sich  aus  Gleichung  III  noch  folgende: 

A3.v^'*  -  3nA.v*"^^  =0 
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f 

Daraus  folgt  «  =  5  und  A  =  ItId  .    Mao  führe  diese  Resultate  io  III  ein ,  und  redu- 

dre  soviel  als  «möglich.  Hierauf  setze  man  (B  •  v  +  R^)  an  die  Stelle  des  R,  überall 
ein,  und  es  ergibt  sich 

IX)    v3  4.  6nB  .  ^'^^  -h  3A  .  fi«  .  v*''"^  5  -h  B^ .  v^*^  -h  6n  .  v  •  R« 

H-  6AB  •  M^'^^'  Rj  -h  382  .  V*''  .  Rg  H-  SA  .  V«  .  R2  -h  SB  .*''  .  r|  H-  R«  =  0 
Die  hier  zu  Tei^leichenden  Exponenten  sind  nun 

und  man  bekommt  folgende  Gleichungen 

3  =  3 

2/J4-1-  3  H-2.(j3^D 

3jJ  =  3   4-   3  .  ((3  —  1) 

Der  grösste  Werih,  welchen  hier  ß  bekommen  kann,  ist  ß  =  2;  und  man  hat  jetzt  d^n 
Exponenten  (ß-hi)  mit  allen  folgenden  zu  vergleichen,  so  dass  man  folgende  Gleichungen 
bekommt : 

3/J  =  (J-|-   1   -+-  2  •(/?-!) 

« 

Hier  kamt  nur  /3  =  |  werden;  und  da  schon  a  «  ^  ist,  so  kann  ß  =  ^  nicht  weiter  be- 
rücksichtigt werden.    Man  hat  nun  folgende  Gleichung 

v3  -h  6n.B.  v''"*"*   =ß 

i 
I^araus  folgt  ß  =  2  und  B  »  —  ^.  Man  führe  diese  Resultate  in  Gleichong  IX  aberall 

ein,  reducire  sovif^  als  möglich,  und  es  ergibt  sich 

-hSA.v«  .R^-^.l^H-B^^O 

Indeipi  man  nun  (G  •  v^  +  R3)   an  die  Stelle  des  R^  überall  einsetzt ,  bekommt  man 

folgende  Exponenten  mit  einander  zu  vergleichen: 

9 
2 

(y  +  0,  (yH-|),(y+4) 

r(^y+f)'C2y-H  2) 

3y 

Da  nun  y  >  2  werden  muss,  so  kann  nur  (y  +  i)  der  kleinste  unter  den  noch  unbe- 
stimmten Exponenten  sein.    Man  bekommt  also  (y+  1)  s  i    d.  h.  y  =  |,  und 

G  =  —  -- —    '^ .    Die  in  XI  aufgestellten  unbestimmten  Exponenten  gehen  nun  in 
24  •  n*  •  ir  Sn 

folgende  bestimmte  Zahlen  über, 

?     6      1^    9     ?1 
Indem  man  aber  für  y  und  C  die  Resultate  einlUhrt,  soviel  als  möglich  reducirt,  und 


dann  (D  -  v     +  R^)  bd  die  Stelle  des  R,  überall  eiUBetzl;  so  sind  die  sich  uan  erge- 
benden anbealimmleD  Exponenten  folgende: 

/(a+0,  (»+*),  (a  +  4).  («+  V)'  (•  +  '> 
"")     (»»+i).  (.»+0,  H+i) 

lUn  erkennt  nan  schon  mit  Bestininitheit,  da»  die  Eip«Denl«i  de: 
ODr  aas  folfenden  Zahlen 


genommen  werden  Lflnnen;  und  wenn  irgeod  einer  dieser  Expooeotes  nicht  vorlionmen 
darf,  so  mass  der  CoefScienl  des  rragticben  Gliedes  Null  sein.  Man  ist  also  aaf  dem 
PoDkte,  die  Form  der  Reibe  za  haben,  und  mau  kann  gradeza 

Xni)    n  =  Aj  .  V*  +  Aj  .  V»  +  Aj  .  V*  +  A^  .  V* 

in  Gleicbong  I  einselzen,  ond  alle  mit  einerlei  Dimension  des  v 
IBr  sich  verschwinden  lassen.  Die  Gleichungen,  aus  welchen  die 
werden,  beobachlea  folgendes  Discerplionsgeselz : 

1)  -  3n  ■  A,  +  A,A,Aj  =  0 

2)  1  —  3n  .  A2  +  (SAjAjAj)  —  0 

3)  —  3n .  A3  +  (3A,A,Aj  +  SAjA^Aj)  =  0 

4)  ~  3n  .  A4  +  (SAjAjA^  +  CAjAjAj  +  AgAjAj)  =  0 

5)  —  3n  ■  Aj  +  (3A,AtA5  +  «AjAjA^  +  SAjAjAj  +  SAjAjAj)  =  0 
und  so  fiH-L 

Der  erste  dieser  Coedictenten  hat  zwei  Formen.  Da  in  jeder  dieser  Gleicfaansen 
von  der  zweiten  an  der  jedesmal  zu  bestimmende  CoeOIcienl  nor  ia  der  ersten  Potenz . 
vorkommt,  so  kann  anch  jeder  CoefBcient  vom  zweiten  an  darcb  eine  rationale  Func- 
Uoo  von  A,  ausgedruckt  werden.  Und  somil  ist  dai^etban,  dass  diese  Reihe  nicht  mehr 
und  Dicht  weniger  als  zwei  verschiedene  Forraen  des  n  ingleich  repräsentirL  Diese  Reibe 
bat  die  Eigeaschan,  dass  schon  das  erste  Glied  zweilSrnrig  ist. 

Darcb  diese  und  die  vorige  Reibe  sind  nun  die  drei  Formen  des  n  in  steigenden 
Reihen  vollständig  hergestellt;  nnd  mau  kann  sich,  wenn  man  will,  drei  verschiedene 
eindenlige  Reihenfarmen  bilden- 

Bemerkong  hinsichtlich  der  zoiofUgenden  ErgSnznng. 

mile  man  die  Reihe  VIII  z.  B.  nach  dem  zweiten  Gliede  abbrechen  wollen,  so 
halte  man  die  entsprechende  Ergänzung  ans  Gleichaog  V  entnehmen  müssen.  Ans  dieser 
Gleichung  ergeben  sich  aber  für  R,  zwei  Aasdrflcke,  nerolich  ein  eioRirmiger  und  ein 
zweiarmiger.  Der  eiaffirmige  ist  derjenige,  welcher  hinter  das  zweite  tilied  der  Reihe 
VIII  gesetzt  werden  mass,  aber  der  zweiarmige  ist  zn  verworfen;  denn  er  wDrde,  wenn 
man  ihn  hinter  das  zweite  Glied  der  Reihe  VIII  setzt,  die  bereits  hergestellten  zwei 
Glieder  zerstören,  und  hierauf  geradezu  in  Reibe  XIII  Dbergehen  (einige  solche  Fftlle 
kann  man  in  Aufgabe  53  finden). 

Bitte  man  ebenso  die  Reihe  XIII  nach  dem  tweiten  Gliede  abbrechen  wollen,  so 
hätte  mau  die  entsprechende  ErgSnznng  aus  der  Gleichung  X  entnehmen  miissen.  Hau 
bitte  aber  auch  jetzt  zwei  verschiedene  AusdrQcke  fQr  R,  bekommen.  Der  eine  wfkrde, 
wenn  man  ihn  hinter  das  zweite  Glied  der  Reihe  XIII  setzt,  die  bereits  bergeslelltea 
■wet  Glieder  zerstören,  and  dann  gradeio  in  die  Reihe  Vill  äbergeben;  dieser  Ausdruck 
iil  aber  nicht  die  zn  XIII  gehörige  Erginzung,  mnss  also  verwarfen  werden.  Dagegen 
der  andere  (Br  Bj  sich  ans  X  ergebende  Ausdruck  ist  die  hinter  das  zweite  Glied  der 
Reibe  XIII  hioztosangend«  Ergfinzoog. 
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$.  33.    üao  soll  aos  der  aneDtwickeiten  Gleichuag 

I)    u3  —  Sil .  u  •  V  +  v^  =5  0 
die  nach  ralienden  Poteazen  des  v  rortschreitenden  KeiheD  entwickeln. 

Man  setze  -  an  die  Stelle  des  v,  and  Gleichong  I  geht  ftber  in 

U)    1  —  3na  •  fi»2  +  a>3^-  u^  »  0 
Man  setze  (A.  •  «a''  -v  R^  an  die  Stelle  des  n  ein,  so  gibt  sich 

III)    1  -  3nA  .  o>*^  '  -h  A3  .  ö^«-^"^  -  3nö)2  •  Rj  H-  SA«  •  w'"'*'  ^  -  R, 

H-  SA  .  »" "*"^  .  R«  -h  »3 .  RJ  —  0 

Da  die  Zahl  1,  nwlche  den  ersten  Theilsafz  In  dieser  Gtoichoqg  aasmacht,  soriel  ist, 
als  cd^;  so  hat  man  folgende  Exponenten 

0,     (of-l-2),     (3a -f- 3) 

miteinander  za  vergleichen,  so  dass  man  folgende  Gleichangen  bekommt 

0  «=»  0 

c  -+-  2  =  0  H-  (a  —  (—  2)) 
3«  -H  3  =  0  -h  3  •  (a  —  (—  1)) 

Der  grösste  Werth,  welchen  hier  a  bekommen  kann,  ist  a  =  —  i;  und  da  dabei  der 
erste  and  letzte  Exponent  einander  gleich  werden,  so  kann  a  keinen  weiteren  braach- 
baren  Werlh  mehr  annehmen.    Vfin  hat  also  folgende  Gleichong 

8  

Daraas  folgt  a  «-  —  1  and  A  =  lf— 1.    Man  fiUire  diese  Resultate  in  III  ein,  and  re- 

dacire  soviel,  als  möglich.  Sodann  setze  man  (B  •  o»^  +  R,)  an  die  Stelle  von  R^ ;  and 
man  bekommt 

IV)    -  3nA  .  Ol  4-3A2  .  B  .  «''  "^  *  —  3nB  .  J'^  *  4-  3A  .  B« .  «*'*  "*"^4-  B*  •  •^''"^^ 
-h  3A2  .«.  Rj  -  3n  .  «2  .  R,  -h  6A  •  B  .(/'*"*.  R,  -h  3B«  .  a>*'^  "*■  ^  .  R, 

-f^  3A  .  a»2  .  R|  -h  3B  .</"*"  ^  .  R|  -h  «P  •  R|  =  0 

Die  hier  zu  vergleichenden  Exponenten  sind  nun  folgende 

and  man  bekommt  folgende  Gleichangen 

1  =  1 

/34-i=:iH-(fl  —  o) 

PH-2  =   1-+-((J—    (—1)) 
2(J  H-   2    -1   1   4-  2  .  (P  —   (—  D) 

3/J  -h   3  «   IH-   3  .  (P  -  {-  D) 

Der  grösste  Werth,  welchen  hier  ß  bekommen  kann,  ist  i9  »  0;  und  man  hat  nun 
(^+i)  mit  allen  folgenden  Exponenten  za  vergleichen,  bekommt  also  fofgende  Glei- 
chungen : 

p  -+-  1  =  ß  -f-  1 

/J-|-2-«»iJ-+-lH-i 
2/J  -h  2  =s  ^  -h   1   -+-  (p  —  (—  1)) 
3^  4-   3   =«  P  -h   1   -h   2  .  (P  —  (—  1)) 

Der  einzige  Werth,  w^khen  hier  ß  bekommen  kann,  ist  ^9  =s  —  1;  da  aber  schon 
a  —  --  1  ist,  so  darf  /?  =  —  1  nicht  weiter  berücksichtigt  werden.  Man  hat  also  jetzt 
die  Gleichong 

—  3nA  •  «>  4-  3Aa  .  B  .  «^"^  *  —  0 
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Daraas  folgt /3=0and  6  =s  -.    Man  (Ohre  diese  ResaUale  in  IV  ein,   reducire  soviel 

als  möglich ,  aod  setze  dauu  (C  •  <J  +  R3)  ao  die  Sielte  des  R^ ;  und  man  l)ekoiiimi 
folgende  Exponenten  mit  einander  zn  vergleichen 

3 

V)   J(y  -+-  0»  (y  +  2)»  (y  +  0 
(2y  -e  2)»  (2y  -H  3) 
Oy  -h  3) 

Da  nan  /?  =  0  ist,  so  mass  y  positiv  sein;  und  unter  dieser  Bedingung  kann  nar(y+  i) 

der  kleinste  anter  den  unbestimmten  Exponenten  sein.    Man  bekommt  also  y  + 1  a-3, 

n^ 
d.  h.  y  =  2,  und  C  =  — -  q^  .    Die  in  V  aufgestellten  unbestimmten  Exponenten  gehen 

nun  in  folgende  bestimmte  Zahlen  über: 

3,  4,  5,  6,  7,  8 
Indem  man  aber  für  y  und  G  die  Resultate  einfuhrt,  soviel  als  möglich  reducirt,  und 

dann  (D  •  cd  +  R4)  an  die  Stelle  des  R3  einsetzt;  so  sind  die  sich  nun  ergebenden 
unbestimmten  Exponenten  folgende: 

l(ß  -H    1),   (Ä   4-    2),   id  -h  3),    (S  -h    4),  (a  4-    5),   (^  +   7) 
VI)       5(2^   -t-    2),    (2Ä  -f-   3),  (2^   -t-    4) 

Man  erkennt  nun  schon  mit  Bestimmtheit,  dass  die  Exponenten  der  zu  suchenden  Reihe 
nur  aus  folgenden  Zahlen 

—  1,  0,  1,  2,  3,  4,  5 

genommen  werden  können;  und  wenn  irgend  einer  dieser  Exponenten  nicht  vorkommen 
darf,  so  muss  der  Goefficient  des  fraglichen  Gliedes  Null  sein.  Man  ist  also  auf  dem 
Punkte,  die  Form  der  Reihe  zu  haben,  und  man  kann  gradezu 

vn)  u  =  Aj .  «-»  4-  A2  -H  ^3 .  «  -»-  A^  • '«''  -»-  A5 .  ö>3  4. 

in  Gleichung  11  einsetzen,  und  alle  mit  einerlei  Dimension  des  a>  behafteten  Theilsätze 
für  sich  verschwinden  lassen.  Die  Gleichungen ,  aus  welchen  die  Goefficienten  bestimmt 
werden,  beobachten  dann  folgendes  Discerptionsgesetz 

1)  1  H-  AjAjAj  =  0 

2)  —  3nAj  -H  (SAjA^Ag)  =  0 

3)  —  3nA2  -h  (3AiAjA3  +  SA^AgAg)  —  0 

4)  —  3nA3  -H  (3AjAjA4  H-  6A1A2A3  -+■  AjAgAg)  ^  0 

5)  —  3nA4  -h  (3AjAjA5  -h  6A^A2A4  -h  3AJA3A3  -f-  SAgAgAj)  =  0 

und  so  fort 

Der  erste  dieser  GoefBcienten  hat  drei  Formen;  da  aber  in  jeder  dieser  Goefficlen- 
tengleichungen  von  der  zweiten  an  der  jedesmal  zu  bestinmiende  Goefficient  nur  in  der 
ersten  Potenz  vorkommt,  so  kann  auch  jeder  Goefficient  vom  zweiten  an  durch  eine 
rationale  Function  von  Ai  ausgedrQckt  werden;  und  somit  ist  dargethan,  dass  diese 
Reihe  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  die  drei  verschiedenen  Formen  des  u  zugleich 

repräsentirt    Setzt  man  zuletzt  wieder  -  statt  a>  zurück,  so  hat  man  eine  fallende  Reihe 

von  der  Form 


Vm)    u  =  A^  .  V  -h  A,  4.  A3  ,  V-*  +  A4 .  v-2  -H  A^  .  V--3  -h 


£ei  Bestimmung  der  Goefficienten  wird  man  finden,  dass  A3  =  0  ist  Diese  Reihe 
hat  also  die  Eigenschaft,  dass  schon  das  erste  Glied  dreiförmig  ist;  und  man  kann  sie, 
wenn  man  will,  in  drei  verschiedene  eindeutige  Reihenformen  zerlegen. 

7 
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Bemerkung  hinsichüicli  der  zazufügenden  Ergänzong. 


HäUe  man  die  Reihe  VII  z.  B.  nach  dem  zweileo  Gliede  abbrecheo  wollen ,  so  häUe 
man  die  entsprechende  Ergänzung  aas  Gleichung  IV  entnehmen  mftssen.  Da  aber  die 
hiesige  Reihe  alle  Formen  des  n  zugleich  repräsenlirt,  so  kann  sich  auch  aus  Gleichung 
IV  für  Rj  kein  Ausdruck  ergeben ,  welcher  nicht  hinter  das  zweite  Glied  der  Reihe  VI!  ge^ 

setzt  werden  dQrfle  (vergleiche  in  dieser  Beziehung  §.  32,  besonders  die  dortige  Schlussbe- 
merkung).   So  wie  aber  die  Reihe  VII  in  die  Reihe  VIII  übergeht,  dadurch  dass  man  » 

in  -  zurückkehren  lässl;  ebenso  geht  auch  die  zu  Reihe  VII  gehörige  Ergänzung  jedes- 
mal in  die  zu  Reihe  VIII  gehörige  Ergänzung  ikber,  dadurch  dass  man  o»  in  -  znrQck- 
kehren  lasst. 

g.  34.    Man  soll  ans  der  unentwickelten  Gleichung 

I)    m  •  v2  -t-  v3  -+-  m«  .  u  -^  2m  •  V  •  u  —  2m  .  u2  —  3v  •  u2  -h  u3  =  0 

*  j 

die  nach  Potenzen  des  y  aufsteigenden  Reihen  entwickeln. 
Die  vorerst  zu  vergleichenden  Exponenten  sind 

2,      O,      (o-hl),      2«,      (20-hl),      3« 

und  man  hat  folgende  Gleichungen 

2    SS    2 

«  =  2    -I-  (a  —  2) 

a-Hl«s2-h(o  — i) 

2a  =r  2  +   2  •  (a  —  t) 

2«  -H   1   =   2   -^   2  .  («— |) 
30  =   2   4-   3  .  («  — I) 

Der  grösste  Werth,  welchen  hier  a  bekommen  kann,  ist  a  =  2;  und  man  hat  jetzt  den 
Exponenten  a  mit  allen  Qbrigen  zu  vergleichen,  so  dass  man  folgende  Gleichungen  be- 
kommt: * 

a  +  1  SS  a  H-  1 

2«  =  a  -h  (a — o) 
2ft  -h  1  —  «  +  (a  —  (—  1)) 
3a  e=  er  -H  2  •  (a  —  o) 

Der  grösste  Werth,  welchen  hier  a  bekommen  kann,  ist  a  =  0,  und  da  jetzt  der  erste 
und  letzte  der*  hier  verglichenen  Exponenten  einander  gleich  werden,  so  kann  a  keinen 
weiteren  branchbaren  Werlh  mehr  annehmen. 

Erstens.    Es  sei  a  «  2.    Man  setze  (A  •  v^  +  R^)  an  die  Stelle  des  u  in  Glei- 
chung I  überall  ein,  so  bekommt  man  zunächst  die  Gleichung 

m  -f-  m*  •  A  =s:  0 

Daraus  folgt  A  = ;  und  Gleichung  I  redncirt  sich  auf 

m 

">    -  "'  ~  -S 5P-  -  ^  +  r'  -^  2mv  +  4.  v^  4-  -jjj ^)'  Rt 


—  ( 2m  4-  3v  -^  ^j  .  rJ  4-  rJ 


An  die  Stelle  des  R^  setze  mau  (B  •  v^  -f-  R^)«  und  man  bekommt  ß  =  3  und  B  »=  4 — ^ 

Ueberhaupt  wird  man  bald  erkennen ,  dass  die  Reihe  folgende  Form 

u  «  A,  .  v2  4-  Aj  •  v^  4-  A3  •  v*  4-  A4  •  V«  4- 

haben  muss;  und  sollte  irgend  eines  dieser  .Glieder  nicht  stattfinden  dürfen,  so  muss 


51 

deswD  Co^fBcient  N«ll  sdo.     Die  Goefficielileii§rleichoiigeo  beobachtoo  aber  folgeodes 
DiscerptioDSgesetz : 

1)  m  -^  m2 .  A^  =  0 

2)  1  -h  m«  •  Ag  -H  2m  .  A,  =  0 

3)  iii>  •  A3  +  im  •  Aj  —  2m  •  (A^A^)  =  0 

4)  m» .  A4  +  iniAj  —  2m  •  (2A1A2)  —  3 .  (A|Ai)  —  0 

5)  m^  .  A5  +  2m  •  A4  —  2m  •  (2AJA3  -h  A^Ag)  —  3  .  (2AjA2)  -h  (A,AjAj)  =  0 

6)  rf  •  Ag  -h  2m  .  A5  —  2m  .  (2A|A4  "*"  ^2^3)  ~"  ^  '  (^1^3  "^  ^2'^2) 

+  (3  .  AjAjAg)  «  0 

7)  m2«A7  +  2m«A^'2m.  (2A1A5  "*"  ^^2^  +  ^3^3)  ""  ^  *  (^^1^4  +  ^^2^3} 

4-  (3  .  AjA|A3  +  ^^iA2A2^  =  ^ 
und  80  fort 

FQr  A^  gibt  sich  der  reelle  and  elDdeuUge  Ausdruck  l—  --j;  and  da  der  Jedes- 
mal za  bestimmende  Coefficient  nar  in  der  ersten  Potenz  vorkommt ,  so  kann  aoch  jeder 
Coelficient  durch  eine  rationale  Function  von  A^  aasgedrQckt  werden;  und  somit  sind 

alle  Goelficienten  der  zu  suchenden  Reihe  eindeutig  und  reell. 

Z  weiten s.    Es  sei  a  —  0.    Man  setze  (A  +  R^)  an  die  Stelle  des  u  in  Gleichung 

1  überall  ein,  so  bekommt  man  zunächst  die  Gleichung  A  -  (m  —  A)'  :=  0,  d.  h.  A  ■*•  m. 
Führt  man  jetzt  noch  die  fUr  a  und  A  gefundenen  Ausdrücke  ein,  so  ergibt  sich 

lO)    —  m«  •  V  H-  m  .  V«  4-  v3  —  4m  •  V  •  R^  H-  m  •  Ri  —  3v  .  Rj  -h  Ri  =  0 

Man  fahre  nun  (B  •  v^  +  R^)  an  die  Stelle  des  R^  überall  ein,  so  bekommt  man  fol- 
gende Exponenten  mit  einander  zu  vergleichen: 

und  man  bekommt  nun  folgende  Gleichungen: 

1  =  1 

p  -h  1  «  1  -h  0?— 0) 

iß,-h  1  =  1-1-2. QJ  —  o) 

3^«   1   -+.   3.(^-1) 

Der  grösste  Werth,  welchen  jetzt  ß  bekommen  kann,  ist  ^9  =  |t  und  man  hat  jetzt 

den  Exponenten  2ß  mit  allen  folgenden  zu  vergleichen,  so  dass  man  noch  folgende 
Gleichungen  bekommt: 

2ß  =  2ß 
2j5  -+-   1  =   2^   H-   1 

3/J  =   2^  -h  (ß—O) 

Hier  kann  ß  keinen  andern  Werth  als  Null  bekommen;  da  aber  schon  a  =  0  ist,  so 
kann  ß  =0  nicht  weiter  berücksichtigt  werden ,  und  man  kann  nur  j9 «»  |  setzen.  Dazu 

bekommt  man  noch  B  =  ffm*.  Fährt  man  so  fort,  so  erkennt  man  bald,  dass  die 
späteren  Exponenten  nur  aus  fofgenden  Zahlen 

•      2>        '8*         

genommen  werden  können.  Man  kann  also  die  Form  der  Reihe  gradezu  voraussetzen, 
and  die  CoefBdentengleichungen  herstellen.  Man  sieht  aber  auf  der  Stelle,  dass  Glei- 
dnng  III  dazu  bequemer  ist,  als  Gleichung  I;  und  desshalb  setze  man 

4  2  £ 

R,  =  Aj  .  V«  -h  Ag ,  V  -h  A3 .  V*  -i-  A^ .  V»   -h  A^  .  V«  4- 

in  GieidkUBg  lUein;  und  sollte  eines  dieser  Glieder  nicht  vorkommen  dllrfen,  so  mass 
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dessen  Coelfident  NoU  sein.  Die  Goeffieientengleichangen  beobachten  nan  folgendes 
DiscerpUonsgeselz : 

1)  —  m2  -h  m  •  AjA|  =  0 

2)  —  401  •  Aj  H-  m  •  (^AjAg)  -H  (A^A^Aj)  =  0 

3)  -H  m  —  4m  •  A;g  —  3  .  (A,Aj)  +  m  •  (SAjAj  -h  A^Ag)  -+-  (SA^AjA^)  =  0 

4)  —  4m  •  A3  —  3  .  (SAjA^)  -f-  m  •  (SA^A^  -f-  SAjAj)  -+-  (SA^AjAj  H-  3AjA2A2)=0 

5)  1  —  4m  .  A4  —  3  •  (2A1A3  -H  AgAg)  +  m  .  (äA^A.  -f-  2A2A4  4-  A3A3) 

-+-  (3AjA|A4  -^  ^^i^h  +  A3A2A2)  «  0 

6)  —  4mA5  —  ^  •  (^^1^4  -^-  2A2A3)  H-  m  •  (2A^A^  H-  2A2A5  -h  2A3A4) 

H-  (3A|A|A5  "^  ö-^iAgA^  H-  3A1A3A3  -H  3A2A2A3)  =  0 
und  80  fort 

Von  jetzt  an  geht  das  Gesetz  der  Coefßcientengleichangen  angestört  weiter,  weil  alle 
in  Gleichung  I  beGndlicben  Theilsälze,  welche  ohne  a  sind,  bereits  au(|;ebraQcht  sind. 
Der  erste  dieser  Coefßcienten  hat  zwei  Formen ;  alle  obigen  Gleichangen  von  der  zweiten 
an  enthalten  den  jedesmal  zu  bestimmenden  CoefRcienten  nur  in  der  ersten  Potenz, 
und  sonach  kann  jeder  der  Goefficienten  vom  zweiten  an  durch  eine  rationale  Function 
von  A|  ausgedröckt  werden,  wodurch  dargethan  ist,  dass  diese  Reihe  nicht  mehr  und 

nicht  weniger  als  zwei  verschiedene  Formen  des  u  zugleich  repräsentirt.  Die  Reihe 
selbst  ist 

h  I 

u  »  m  4-  A^  .  V*  -+-  Ag  .  V  4-  A3  .  V»  -+-  A^ .  v«  -h 

Diese  Reihe  hat  die  Eigenschaft,  dass  das  erste  Glied  noch  einfOrmig  ist,  und  die 
Zweiformigkeit  erst  bei  dem  zweiten  Gliede  beginnt. 

Durch  diese  und  die  vorige  Reihe  sind  also  die  drei  Formen  des  u  in  steigenden 
Reihen  vollständig  hergestellt;  und  man  kann  sich,  wenn  man  will,  drei  verschiedene 
eindeutige  Reihenformen  bilden.  Hinsichtlich  der  zu  diesen  beiden  Reiben  jedesmal 
hinzuzufagenden  Ergänzung  vergleiche  man  die  am  Schlüsse  des  S*  ^^  gemachte  Be- 
merkung. 

§.  35.    Man  soll  aus  folgender  unentwickelten  Gleichung 

I)    m  •  V*  -h  v^  -h  m'  •  u  4-  2mv  .  u  —  2m  •  u«  -  3v  •  u«  4-  u^  «  0 

die  nach  fallenden  Potenzen  des  v  fortschreitenden  Reihen  ent- 
wickeln. 

1 
Man  setze  -  statt  v,  so  geht  Gleichung  1  ttber  In 

II)    1  +  ma>  4-  2m  «  6)^  •  u  4-  m'  •  oP  •  u  —  3cd'  .aS-~2m*ii»^-u2  4-  ta^  ^ui^  =  0 

Da  aber  i  =  titfi  ist,  so  sind  folgende  Exponenten 

0,     («4-2),     («4-3),     (2a4-«),     (2a4-3),     (3a4-3) 

miteinander  zu  vergleichen,  und  man  hat  folgende  Gleichungen: 

0  =  0 
a  -h  2  =  0  -h  («  —  (-  2)) 
a  4.  3  »  0  -f-  («  —  (— 3)) 
2«  4-  2  BS  0  4-  2  •  («  —  (—1)) 

2«     4-    3    =a    0    4-    2    •  («— ^-) 
30  4-   3  =  0   -h   3  •(«'—('-  1)) 

Der  grösste  Werth,  welchen  hier  a  bekommen  kann,  ist  a  =  —  1 ;  und  da  dabei  der 
erste  und  letzte  der  verglichenen  Exponenten  einander  gleich  werden,  so  hat  a  keinen 
weiteren  brauchbaren  Werth  mehr.    Man  setze  also  (A  •  <o-^  +  R^)  an  die  Stelle  des 

u  in  Gleichung  II  überall  ein,  so  bekommt  man 

1  —  3A2  4-  A3  =  0 

woraus  sich  drei  verschiedene  Formen  f&r  A  ergeben.  Gleichung  U  aber  reducirt  sich  auf 
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III)     (I  -h  2A  —  2A2)  •  moi  -h  A  .  m2  •  to«  —  3  .  (i  —  A)  .  A  .  o» .  R, 
4-  2m  •  (I  —  2A)m  •  o»»  .  R^  -h  m^  .  aPR^  —  3  .  (1  —  A)  •  w^  .  R^ 
—  2m  .  ft»3  .  R2  -h   a>3  .  Rj  »  0 
Die  Jelzl  zu  vergleichenden  Exponenten  sind 

^,      (P-*-l),      (p-f-2),      (|3-h3),      (2(J-|-2),      (2^-4-3),     (3^4-3) 

und  man  bel&ommt  folgende  Gleichungen 


^  H-  2  = 

/?  -h   3    = 
2^   -H   2   == 


-H  tf— o) 
4-0?  —  (-1)) 
4-  05  -  (-2)) 


2 

2|3  -h  3  =   1   4-   2  .  05  —  (—  1)) 

3^   4-   3   =    1    4-    3  .  (jJ  —  — ) 

Der  grossle  Werlh,  welchen  hier  ß  bekommen  kann,  ist  ß  z=  0;  und  man  hal  jetzt 
den  Exponenten  0^  +  ^)  ^^^  ^l'^n  folgenden  zu  vergleichen  y  so  dass  man  folgende 
Gleichungen  bekommt:  , 

^  4-  1  «-  |3  4-  1 
|J-h2«^4-i4-i 

^  4-  3  =  /J  4-  1  4-  2 

2|3  4-  2  —  ^  4-  1  4-  05  —  <~  D) 
2jJ  4-  3  ^  j5  4-  1  4-  05  —  (—  2)) 

3|?4-3=j54-i  4-2.  05— (—1)) 

Der  grdsste  Werth,  welchen  hier  ß  bekommen  kann,  ist  /?  ==  —  1;  und  da  dabei  der 
erste  und  letzte  der  zuletzt  verglichenen  Exponenten  einander  gleich  werden,  so  gibt 
es  keinen  andern  Vür  ß  brauchbaren  Werth  mehr.  Nun  ist  aber  schon  a  =3  —  f ;  es 
kann  also  /?  =  —  1  nicht  berQcksichtigt  werden;  und  man  kann  nur  /?  »  0  nehmen. 
Ueberhaupt  öberzeugt  man  sich  bald,  dass  alle  Exponenten  der  zu  entwickelnden  Reihe 
folgende  arithmetische  Progression  bilden: 

—  1,  0,  1,  2,  3,  4,  5, 

Man  kann  also  die  Form  der  Reihe  schon  voraussetzen,  und  gradezu 

IV)    u  =  A^  .  <ö-»  4-  Aj,  4-  A3  .  to>  4-  A4  ,  ö>2  4-  A5 .  ö>3  4-  .  .  .    . 

in  Gleichung  II  einsetzen.  Die  sich  ergebenden  Goefficientengleichungen  beobachten 
folgendes  DIscerptionsgesetz: 

f)    f  —  3AjAj  4-  AjAjAj  «  0 

2)  m  4-  2m  .  A^  —  3  .  (2A^A2)  ""  ^  *  (^l-^l)  "^  (^AjA^Ag)  =  0 

3)  2m  .  Ag  4-  m»A|  —  3  .  (2AjA3  4-  A2A2)  —  2m  •  (2A^A2) 

-h(3AiA^A3  4-3AiA2A2)  =  0 
i)    2m  •  A3  4-  m«  .  Aj  — 3  .  (2AjA4  4-  2A2A3)  —  2m  •  (2AJA3  4-  A2A2) 

4-  (SAjAjA^  4-  6A1A2A3  4-  AgAgAg)  =  0 

5)    2m  •  A4  4-  m2  -  A3  -^  3 .  (2AjA5   4-  2A2A4  4-  A3A3)  —  2m  •  C2A1A4  4-  2A2A3) 

+  (3A1A1A5  4-  6  .  A1A2A4  4-  3  .  AJA3A3  4-  3  .  A2A2A3)  =  0 
and  80  fort. 

Der  erste  dieser  CoetOcienten  hat  drei  Formen;  alle  die  obigen  Gleichungen  von 
der  zweiten  an  enthalten  den  jedesmal  zu  bestimmenden  Coefficienlen  nur  in  der 
ersten  Potenz,  und  sonach  kann  jeder  der  Goefficienten  vom  zweiten  an  durch 
eine   rationale    Function  von   A.    ausgedruckt  werden,    wodurch   dargelhan  ist,  dass 

diese  Reihe  nicht  mehr  und   nicht  weniger  als  die  drei  verschiedenen  Formen  des  u 


54 

zugleich  repräsenürt.    Föhrt  man  wieder-  slaü  oi  in  Gleichung  III  zar&ck,  so  ist  die 

gesuchte  Reihe  folgende: 

V)    u  —  Aj  .  V  4-  A,  4.  A3  .  V-*  -+-  A^ .  V-»  -h  A,  .  v-3  + 

Diese  Reihe  hat,  wie  man  sieht,  die  Eigenschaft,  dass  schon  das  erste  Glied  drei- 
fOrmig  ist;  und  man  Icaon  sie,  wenn  man  will,  in  drei  eindeutige  Reihenformen  zer- 
legen. Hinsichtlich  der  hinzozufögenden  Ergänzung  vergleiche  man  die  am  Sclilusse 
des  S.  33  gemachte  Bemerkung. 

§.  36.    Man  soll  aus  folgender  Gleichung 

I)    v3  -h  6  •  V*  -H  f  2  .  V«  -4-  8  •  ir«  -h  ÄTy^  —  3v«  .  u  —  12v3  •  u  —  12v*  •  u  4-  3v  .  u^ 
-h  6v«  •  u»  —  u3  =  0 

die  nach  Potenzen  des  v  aufsteigenden  Reihen  entwickeln. 

Die  zu  vergleichenden  Exponenten  sind 

3,    («4-2),    (a-h3),    («H-*)»    (««H-0>    (««  +  «)»    3« 
und  man  t>ekommt  folgende  Gleichungen: 

3    sa    3 

o  +  s  =  34-(a-~i) 

ft-h3  =  34-(a  —  0) 

a  4-  4  =»  3  4-  («  —  (-!)) 

2«  4-  1  =  3  4-  2  •  (« —  1) 

Sa  H-  8  =  3  4-  2  •  («  —  |) 
3«  =  3   4-   3  •  (« — 1) 

Der  grösste  Werth,  welchen  hier  a  bekommen  kann,  ist  a  =  I;  und  da  dabei  der  erste 
und  letzte  der  verglichenen  Exponenten  einander  gleich  werden,  so  gibt  es  f&ra keinen 
weiteren  brauchbaren  Werth  mehr.  Setzt  man  daher  (A  •  v  4-  Ri)  an  die  Stelle  djBS  u 
in  Gleichung  I  ein,  so  bekommt  man 

v3  ~  3A  .  v3  4-  3A«  .  v3  —  A3 .  v3  =  0 

Daraus  folgt  (1  —  A)^  <=*  0,  d.  h.  A  hat  nur  die  einzige  reelle  Form  1.  Gleichung  1 
reducirt  sich  aber  auf  • 

U)    8  .  V«  4-  27  .  v^  —  12  .  v^  .  R,  +  6  .  v2 .  R?  —  Rj  =  0 

Die  nun  zu  vergleichenden  Exponenten  sind 

und  man  bekommt  folgende  Gleichungen: 

6  =  0 

|J  4-  4  =  6  H-  (!?  —  «) 
B|3  4-  2  =  6  4-  2  •  tf— 2) 

3^  =  6   4-  3  .  0?  — 2) 

Der  grösste  Werth,  welchen  hier  ß  annehmen  kann,  ist  /?  «)i  2;  und  es  gibt,  wie  man 
sieht,  keinen  anderen  für  ß  brauchbaren  Werth.    Man  fQhre  also  (B  •  v'  +  R^  an  die 

Stelle  des  R|  in  Gleichung  11  überall  ein,  und  man  bekommt 

8  .  V«  —  I2B  .  V«  4-  6B«  .  v«  —  B3  .  V«  =  0 

Daraus  folgt  (2  —  B)^  =  0,  d.  h.  B  hat  die  einzige  reelle  Form  2.  Gleichung  II  re- 
ducirt sich  nun  auf 

27  .  v^  -  Ri  =  0 

3  7 

Daraus  folgt  R,  =  3  .  (iTl)  .  v» 

Die  gesuchte  Reihe  ist  also 

8  7 

u  =  v'4- 2.v2  4-  3.(frr). v' 
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Dorch  diese  Reihe  sind  die  drei  verechiedenen  Formen  des  o  zugleich  repräsenürt  Die 
Vielförmigkeit  beginnt  aber  erst  beim  dritten  Gliede.  Man  kann  die  Reihe,  wenn  man 
will,  In  drei  verschiedene  eindeatige  Reihenformen  zerlegen. 

S.  37.    Man  soll  ans  folgender  unentwickelten  Gieichang 

I)    c«v8-Hb-v^-u*H-a-v2,u3  +  y4=-o 
alle  nach  Potenzen  des  v  aafsteigenden  Reihen  entwickeln. 
Rei  Verglelchnng  der  Exponenten  bekommt  man  folgende  Gleichungen: 

K   =   8 
9«  -^  4  =  8   -h  8  •  (o  —  «) 

.  3a  +  2  ==  8  +  3  •  (a  —  8) 

♦«  -•   8   H-   ♦  •  («—2) 

Es  ist  also  *a  ==  2,  ond  einen  andern  fOr  a  braachbaren  Werth  gibt  es  nicht.  Man 
setze  also  (A «  v>  +  Ri)  an  die  Stelle  des  n  ikberall  ein,  and  man  bekommt 

II)    c  -h  b  .  A»  -h  a  .  A3  H-  A*  «-  0 

Aas  dieser  Gieichang  geben  sich  vier  Formen  (Or  A,  and  die  gesuchte  Reihe  ist 

ni)    u  =  A  .  V«  -^  Ri 

wo  schon  das  erste  Glied  vierförmig  ist.    Gleichung  I  reducirt  sich  nun  auf  « 

IV)    [(3b  +  aaA  +  4A»)  •  A  •  v«  4-  (b  H-  3aA  4-  6A«)  •  v* .  R, 

-H  (a  -f-  4A)  .  V«  .  Rf  +  R?]  .  R^  =  0 

Aas  dieser  Gleichung  folgt: 

entweder  V)    R^  =  0 

oder    VI)     (Sb  +  3aA  +  4A2)  •  A  •  v«  H-  (b  -i-  3aA  H-  6A«)  •  v* .  R, 

-h  (a  4-  4A)  •  v«  .  I^  4-  Rj  =  0 

Erstens.    Nimmt  man  R^=  0,  so  reducirt  sich  Gleichung  III  auf 

Vn)    u  =  A.v« 
wodurch  schon  vier  Formen  des  u  reprAsentIrt  sind. 

Zweitens.  Lässt  man  aber  Gleichung  VI  gelten,  so  setze  man  (B  •  v^  +  R2) 
an  die  Stelle  des  R^  in  VI  Qberall  ein:  und  es  ergeben  sich  bei  Vergleichung  der  Ex- 
ponenten folgende  Gleichungen: 

6   =  6 
(J-h4=6-h(^-2) 
«|3-f-8  =   64-8*(|3—  8) 
3/3  =  6   +    3  •  0?  —  8) 

Es  ist  also  /9  =  2,  und  einen  anderen  för  ß  braachbaren  Werth  gibt  es  nicht.  Da 
aber  schon  a  »  2  Ist,  so  erkennt  man,  dass  die  Reihe  kein  zweites,  kein  drittes,  etc. 
Glied  haben  kann,  d.  h.  dass  die  Reihe  nur  aus  einem  einzigen  Gliede  besteht 

Die  Reihe  vn  ist  also  die  gesuchte  Reihe.  Wollte  man  aber  dessenungeachtet  aus 
Gleichung  VI  das  R^  entwickeln ,  und  den  sich  ergebenden  Ausdruck  in  III  substituiren; 
so  wQrde  man  eine  Gleichung  von  folgender  Form  bekommen: 

VIÜ)    u  =  (A  4-  W)  .  v« 

Wenn  man  aber  aus  (A  4-  W)  alle  einzelnen  Formen  besonders  ausscheidet,  so 
ergeben  sich  genau  dieselben  vier  eindeutigen  Formen,  welche  schon  durch  A  allein 
repräsenürt  sind. 

Man  vergleiche  in  dieser  Beziehung  $.30,  wo  man  für  u  die  beiden  gleichbedeu- 
tenden Formen 

8 


u  =  3  .  (if?)  .  v'  4-  2v 


56 
und 


u  =  [^3  .  (mT? )  -h  ^  .  (-  3  ±  1/-3)  .  (hTi  )  J  .  v^  -h  2v 


bekommen  hat. 

Hinsichtlich  der  Behandlong  vielförmiger  AusdrQcke  vergleiche  man  noch  $.  41. 

$.38.    Man  soll  aus  der  Gleichung 

I)    ax""  =  y  -!-  2  .  y2  -H  3  •  y3  H- 4-  n  -  y" 

wo  der  rechte  Theil  eine  nach  augenfälligem  Gesetze  fortschrei- 
tende Reihe,  und  der  Exponent  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  alle 
nach  Potenzen  des  x  aufsteigenden  Reihen  entwickeln. 

Man  bringe  alle  Theilsätze  in  geh(iriger  Ordnung  auf  die  linke  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens, so  gibt  sich 

II)    a  .  x"  —  y  —  2  .  y2  —  3  .  y3- —  n  •  y"  c=  0 

Man  setze  zuerst  (A^  •  x^  +  R^)  an  die  Stelle  des  y  ein,    und  es  geben  sich   folgende 

Exponentengleichungen  : 

m  =  m 

«  =  m  -h  (a  —  m) 


2a  =  m  -h  2 
3a  e»  m  -+-3 


na  esa  m  4-  Q  • 


(-■t) 


Aber  eben  weil  m  und  n  positive  Zahlen  sind,  so  ist  a  =  m  der  grösste  Werth,  wel- 
eben  a  bekommen  kann.  Man  bat  nun  noch  den  zweiten  dieser  Eiponenten  mit  allen 
folgenden  zu  vergleichen,  und  bekommt  folgende  Gleichungen: 

a  *^  a 

2a  =  o  -H  (a  —  o) 
3a  •»  a  -h  2  •  (a  —  o) 


Da  =  a  +  (n  —  >)  •  («  —  o) 

Da  nun  bei  a  =  0  der  erste  und  letzte  der  hier  verglichenen  Exponenten  einander 
gleich  werden;  so  erkennt  man,  dass  es  keinen  weiteren  für  a  brauchbaren  Werth  mehr  gibt. 
Erstens.    Es  sei  a  :=  m.    Man  gelangt  bald  zu  der  Ueberzeugung,  dass  die  mit 
a  =  m  anfangende  Reihe  folgende  ist: 

Ul)    y  =  Ai .  X™  H-  A2  •  x»"  -h  A3  •  xS""  H-  A4  •  x*™  H- 

Die  CoelBcienteDgleichungen  beobachten  folgendes  Disoerptionsgesetz: 

1)  a  —  Aj  =  0 

2)  -A2-2.(A^Ai)-0 

3)  —  A3  -  2  .  (2AjA2)  —  3  .  (A^AjAj)  ■*  0 

4)  -  A4  -  2 .  (2A1A3  4-  AgAg)  —  3  .  (3A,AjA2)  —  ♦  •  (AjA|A,Aj)  «  0 

5)  —  Ag  —  2  .  (2A1A4  +  2A2A3)  —  3  .  (SAjAjAj  -h  3A^A2A2)  —  4  •  (4A|AjA|A2) 

-—  5  •  (A|A|A^A^A|)  =  o 

und  so  fort. 

Aus  diesen  Gleichungen  erkennt  man:  es  gibt  nur  eine  einzige  Form  fQr  Ai,  es 
gibt  nur  eine  einzige  Form  für  A2,  und  ebenso  für  A3,  A4)  A5,  etc.,  so  dass  durch 
die  Reihe  111  auch  nur  eine  einzige  Form  des  y  repräsentirt  ist 

Zweitens.  Es  sei  a  =  0.  Man  setze  (A  4-  Rj)  in  Gleichung  II  überall  ein,  so 
bekommt  man 
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IV)    ff .  X»  -  A  .  (I  H-  24  -f-  »A»  H-  4A*  -^  5A*  + n  •  A»-0 

(|ti-i  2U-1  311-1  n«i-i  \ 

1 .  "Y"  -»-2  •  — —  •  A  4-  3  .  — —  .  A«  4- -HD.  — —  .  A»-«  I .  R, 

(221—1  321—1  431-1  ßZl— 1  \  _ 

(331—1  |3I— 1  531— t  «3»—!  \ 

Ii2.3  1^.3  1.2.3  1.2.3  /       1 


«»1—1  n 

-   D  .  ~B .  R      -  0 

1.2.3...  n       i 
Hier  ist  bekanntlich 

It'-t  =  I,  21,-1  =  2,  . . ,. .,  n«-i  =  n, 

2»»-i  =  2.1,  3«'-*  =  3.2, ,  n2'~'  «  n  .  (n  —  1), 

33*-t  =  3  *  2  •  1 ,  431-»  »4.3.2, ,  n*-*  ==  n  .  (n  —  1)  .  (n— 2), 

und  so  fort 

Das  Geseti  der  zu  den  verschiedenen  Potenien  des  Ri  gehörigen  Coeffleienten  ist 
augenscheinlich.    Zur  AbkUrsung  schreibe  man  bezQglieh  B^^  B, ,  B3 , . . . .,  B„  ;  so  geht 

Gleichung  lY  über  m 

V)    a .  x"  —  A .  (1  4-  2A  H-  SA»  +  4A3  -h 4-  n  •  A»-*)  —  B^ .  R^ 

-b,.r;  -B3.R*- -  b„.r:  =  o 

Zmiiefast  folgt  daraus  die  Gleichung 

VI)    A  •  (1  4-  2A  4-  3A«  4-  4A3  H- -,.  „  •  A"-*)  =  0 

und  da  A  nicht  Null  sein  kann,  eben  well  die  Reihe  ein  erstes  Glied  haben  muss;  so 
kann  nur 

VII)    1  +  2A  4^3A2  4-  4A3  4- 4-  n .  A"-*  =  0 

gesetzt  werden ,  und  daraus  geben  sich  (n  —  1)  verschiedene  Formen  f&r  A.    Gleichung 
V  reducirt  sich  Jetzt  auf 

Vm)    a.iL--.B,.  Rj_B,  .rJ-  B3.R3_ -b„.r"^  =  o 

Man  setze  (€^  .  x^  4-  R^)  an  die  Stelle  des  R^  überall  ein,  so  bekommt  man  folgende 

Exponenlengleichungen : 

m  «s  m 
y  ao  m  4-  (y  —  m) 


2y  «a>  m  +  2 


('-t) 


Dy  =  m  4-  o 


{>-) 


Weil  m  eine  positive  Zahl  ist,  so  ist  y  »  m  der  grösste  für  y  brauchbare  Werth;  und 
man  hat  nun  den  zweiten  der  zuletzt  verglichenen  Exponenten  mit  allen  folgenden  zu 
vergleichen,  d.  h.  man  bekommt  die  Gleichungen 

r  ^  y 

«y  =  y  4-  (y— 0) 

3y  =  y  4-  2  •  (y  —  0) 

ny  =  y  4-  («  —  1)  •  (y  —  0) 

8 


58 

Da  aber  schon  a  =  0  gesetzt  ist,  so  darf  y  =  0  nicht  heachtet  werden;  and'  es  gibt, 
ausser  m,  keinen  für  y  brauchbaren  Werlh  mehr.  Man  gelaugt  aber  bald  zu  der  Ueber- 
zeugang,  dass  die  mit  a  =»  0  anfangende  Reihe  folgende  ist 

IX)    y  =  A  -+-  C^ .  X™  -f-  C^  •  »^"*  -h  C3 .  x3" 

und  indem  man  die  Reihe 

an  die  Stelle  des  R^  in  Gleichung  Vlll  einsetzt,  bekommt  man  Coerßcientcsigleichongeu, 
welche  folgendes  Discerptionsgesetz  beobachten: 
I)    a  -  B, .  Cj  =  0 

3)    -  B, .  C3  _  Bj  .  (2C^  .  Cg)  -  B3  .  (Cj .  Cj .  C,)  =.  0 

♦)    -  B,.  C,  _  B,,  (2C,.  C3  H_  C,.  C,)  -  63.  (3C,.  C,.  C,) 

-B,.  (C,.C,.C,C,)=0 
5)    -B,.C,_B,.  (2C,.  C.  +  aC^.  C3)-ß3.  (3C,.C,.  C3  4.  3  •  C,  .  Cy  .  C,) 

-  B,  .  (4Cj .  C, .  C,  .  C,)  -  B,  .  (C,qC,C,CJ  =  0 

und  so  fort 

Das  A  hat  (n— 1)  verschiedene  Formen,  welche  aus  VII  bestimmt  werden.  Zu  jeder 
einzelnen  Form  des  A  gehört  nur  eine  einzige  Form  für  B^,  nur  eine  einzige  Form  für 

Bg ,  nur  eine  einzige  Form  für  B3 ,  und  so  fort 

Da  nun  in  den  Coefßcientengleichongen  der  jedesmal  zu  bestimmende  Coefficient 
nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommt;  so  erkennt  man,  dass  zu  jeder  einzelnen  Form 
des  A  auch  nur  eine  einzige  Form  filr  C^ ,   nur  eine  einzige  (Or.  C^  ,  nur  eine  einzige 

fQr  G3 ,  etc.  gehört.    Die  Reihe  IX  repräsentirt  also  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als 

(d —  1)  verschiedene  Formen  des  y;  und  somit  sind  durch  die  Reihen  III  und  IX  alle 
Formen  des  y  mittelst  steigender  Reihen  vollständig  reprisentirL 
$.  39.    Man  soll  ans  der  Gleichung 

I)    a  .  x"*  =  y  +  2  •  y2  -^  3  .  y3  -h  4  .  y'*  -+- -+-  u  •  y" 

wo  der  rechte  Theil  eine  nach  augenfälligem  Gesetze  fortschreitende 
Reihe,  und  der  Exponent  m  eine  ganze  positive   Zahl  ist,  alle  nach 

fallenden  Potenzen  des  x  fortschreitenden  Reihen  entwickeln. 

1 

Man  setze  x  =  -  ,  so  geht  Gleichung  I  Ober  in 

II)    a  -  o»"' .  y  —  2  .  «)"  .  y«  —  3  .  a>"' .  y3  — -  n  •  w"  .  y"  =  0 

Weil  a  =  a  •  oi^,  so  bekommt  man  hier  folgende  Exponentengleichungen: 

0  «a  0 
m-ha=a04-(of  —  ( — m)) 


m  -h  2«  =»  0  4-  « 
m  H-  3a  =B  0  -H  3 


m  +  nix  =  o  -+-n«l«  —  — -  I 


Aber  eben  weil  m  und  n  positive  Zahlen  sind,  so  ist der  grösste  für  a  brauch- 
bare Werth;  und  da  dabei  der  erste  und  letzte  der  hier  verglichenen  Exponenten  ein- 
ander gleich  werden,  so  gibt  es  keinen  andern  ftir  a  brauchbaren  Werlh  mehr.    Man 


setze  zunächst  (A^ .  a>^^+  R^)  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichung  II  ein,   so  bekommt 
man  folgende  Gleichung: 
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ID)    a  -  n  .  a"  =  0 

Daraas  ergeben  sich  o  verscbiedeDe  Formen  filr  den  ersten  Goefficienten  der  herzu- 
stellenden Reihe. 

Man  kann  also  aus  der  gegebenen  Gleichung  nur  eine  einzige  nach  fallenden  Poten- 
zen des  X  fortschreitende  Reihe  entwickeln. 

$.  40.    Man  soll  aus  der  Gleichung 

I)    ax"  +  x"-»'.  y  H-  x™-2  .  y3  h-  x"»-3  .  y«  4-  x"^  •  y «  -h 

(n  —  1)  .  n  n  .  (a  +  I) 

WO  m  eine  ganze  (positive  oder  negative)'Zahl,  dagegen  n  eine  positive 
ganze  Zahl  ist,  alle  nach  Potenzen  des  x  aufsteigenden  Reihen  ent- 
wickeln. 

Man  setze  (A^ .  x^  +  R^^)  an  die  Stelle  des  y  ftberall  ein,   so  bekommt  man  fol- 
gende Systeme  von  Exponentengleichnngen: 

Erstens. 

m  =  m 
in#-i  +«  =  m4-(a  —  i) 


na  —  4  -H  ioa  =  m  +  lo-l«  —  jl 


Der  grösste  Werth,   welchen  hier  a  bekommen  kann,   ist  a  =  I;  und  die  dabei 
sich  ergebende  Reihe  repräsentirt  eine  Form  des  y. 

Zweitens. 

m  —  i-ha:=iii  —  i  -h« 


m  —  «-h3o='m  —   1  -H«-+-« 
Hl  —  3-h6a=m  —  1  -l-a-hs 


(-0 


i 

Der  grdssle  Werth,  welchen  hier  «  bekommen  kann,  ist  a  =  g>   ^^^   ^^^  ^^^®' 


sich  ergebende  Reib»  repräsentirt  zwei  Formen  des  y. 

Drittens. 

m  —  «-i-3a  =  m  —  «4-3« 

m  —  3  +  6a  =  m  —  2-|-3«-f-3» 
m  —  4  -4-  loo  =  m  —  2-1-3«  -1-7 


■H) 


Der  grösste  Werth,  welchen  hier  «  bekommen  kann,  ist  «  ==  -;    und  die  dabei  sich 
ergebende  Reihe  repräsentirt  drei  Formen  des  y. 
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Fährt  man  fort,  so  bekommt  man 
zuletzt 

.    (n  —  i)  •  n  nCn  —  i) 

1*9  1  •  » 


n 

—  n  -^  - 


•  (n  4- 1)  ^    n .  (d  —  i)  /        i\ 

— i — — -Z  .a»m  —  n  -4-1-1 ^^ 1  •«  +  n-la 1 

1.2  »1.2  y        n / 


Darana  folgt,  daaa  a  »  -  ein  braochbarer  Werth  des  o  ist;  und  die  dabei  sich  er- 

n 

gebende  Reihe  repräsenlirt  n  verschiedene  Formen  des  y. 

Man  hat  alpo  hier  n  verschiedene  Reihen,  und  dadurch  sind  die     '^    ^ — -  ver- 

schiedenen  Formen  des  y  vollständig  repräsentirt 

Ist  n  eine  nnendlichgrosse  Zahl,  so  lassen  Mi  auch  unendlichviele  ver- 
schiedene Reihen  entwickeln,  deren  jede  «fne  Form  mehr  repräsentirt,  als  die  unmit- 
telbar vorhergehende. 

$.  41.    Man  soll  aus  der  Gleichung 

I)  a  .  x"  H-  x"~*  •  y  +  »""-^  •  y^  -4-  x"-^  •  y«  -♦-  x"-^  •  y*<>  -f 

(n  — n  .  n  n  .  (n  +  1) 

■     ■    -  ■  ■  • 

•     jjin— n  ^1      y       1.2  ,     j%si  _  II      y       1.2         ^ 

wo  m  eine  ganze  (positive  oder  negative)  Zahl,  dagegen  n  nur  eine  positive 
ganze  Zahl  ist,  alle  nach  fallenden  Potenzen  des  f^  fortschreitenden 
Reihen  entwickeln. 

Man  setze  —  statt  x  in  I  ein,  so  bekommt  man 

(n  —  1) .  a 

II)  a  -H  <ö  •  y  -H  «« .  y3  -4r  «»^  •  y*  -h  «^  •  y™  -h +  «•*-*  •  y     ^ '  ^ 

n  .  (n  +  l) 
-H  »».  y       '  •  *  —  0 

Da  nun  a  =  a  •  a/>,  so  bekommt  man  folgende  Exponentengleidiungen: 

0  =  0 

1  -h  «  «—  0  -h  (a  —  (— - 1)) 


2  -h   3«  =  0   +    3  • 

3  +   6a  «s   0   +   6  • 

4  -h  10a  =  0-1-10 


(-^) 

(»-?) 
•(.-?) 


n(n  -h  1) 

n  H- .  a  »  0 

1  •  2 


n.(n-l-i)     /         -n 


Aber  eben,  weil  n  eine  positive  Zahl  ist,  so  ist  — ; —  der  grösste  für  a  zu  setzende 

n  -h  1 

Werth ;  und  weiter  gibt  es  keinen  fQr  a  brauchbaren  Werth  meftr. 

Diese  fallende  Reihe  repräsentirt  alle  °  '  ^° ^  Foraien  des  n  zugleich« 

Die  erste  Goefßcientengleichung  ist  aber 

n  .  (n  -fl) 

Ul)    a  -f  A    '  •  ^      =0 
und  daraus  geben  sich  "  '  ^° — ~  verschiedene  Formen  Ar  A.    Man  hat  nun  das  erste 

1*2 

Glied  der  Reihe  gefunden,  und  kann  entweder  aetaen 
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—  t 

IV)    u  =  A.«""^'  4-  R, 
oder  wefiD  man  -  slaU  a>  wieder  zarflckführl 

X 

2 

V)    u  =  A.x"^'  -HR, 


Nan  hat  A  schon  — ^-^^ ^  verschiedeoe  Formeo ,    und  x"  "•"  *  hal  entweder  (n  -h  i) 


n  H~  1 
oder verschiedene  Formen,  je  nachdem  (n  +  i)  eine  ungrade  oder  grade  Zahl 

2 

ist;  and  somit  hat  es  den  Anschein,  als  hätte  das  erste  Glied  A  •  x"  "^  ^  entweder 

— 5; — — -^  •  (n  4- 1)  oder  — ^-^» ^  . Terschiedene  Formen.     Es  ist  also  noch 

nachzuweisen ,  dass  dieses  erste  Glied  nicht  mehr  ond  nicht  weniger  als  — ^-^^ ver- 

sehiedene  Formen  hat.    Vorerst  unterscheide  man,  ob  a  positiv  oder  negativ  ist.     Ist  a 
negativ,  fo  dass  man  statt  Gleichung  III  auch  setzen  kann 

n  .  (■  -f  1)  li  .  (n  + 1) 

V1)A*'      -b^-^      =0 
so  sind  alle  Formendes  A  dargestellt  durch 


VII)    A  =  b  •  /cos  = .  n  ±  iV—i)  •  sin  - 

■  n  .  (n  +  1)  ^  '  n 


1  .2 

Ist  aber  a  positiv ,  so  dass  man  statt  Gleidiung  III  auch  setzen  kann 

n  .  (n  +  1)  n  .  (n  +  l) 

vni)  A   *  •  ^    +  c   *  •  *    =0 

so  sind  alle  Formen  des  A  dargestellt  durch 


2k  \ 

.  (n  +  t)  I 

1.2  / 


IX)     A  =1« 


7cos  -?L±JL.;r  d:  (»^^)-8in -ilLii..  A 

\  P  »  («H- 1)  ^  ^  n  .  (n  4-  I)  I 

\  1.2  1.2/ 


Nun  kann  man  dem  x  jeden  beliebigen  positiven  oder  negativen  Werth  beilegen.     Legt 

9 
man  dem  x  einen  positiven  Werth  bei,  und  denkt  man  sich  nntet  x^'  +  i  die  positive 

2 
reelle  Form;  so  sind  alle  Formen  der  allgemeinen  Potenz  x**  +  *  auf  einmal  dargestellt 
durch 

2  2  J  ou  2|j  \ 

X)    x-+i-x-  +  t    /io8___.,  ±  (,/_,). sin-— ..,\ 
Legt  man  aber  dem  x  einen  negativen  Werth  bei,  und  denkt  man  sich  wieder  anter 

2 

(+  x)^H-i  die  positive  reelle  Form;   so  sind  alle  Formen  der  allgemeinen  Potenz 

2 
(—  x)**  +*  auf  einmal  dargestellt  durch 

XI)     (-.x)STi  =  (4-x)»  +  t./cos  -^^.;»ri:(|/=r).sin-^^-«  \ 
Man  mache  also  folgende  zwei  Untefschetdungen: 
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Erstens.    Man  legt  dem  absolat  unabhängigen  filemenle  x  einen  positiven  Wertii 
bei,  and  das  (in  Gleichung  III  beGndliche)  constante  Element  a  habe  einen  negativen 
Werth.    Hier  hat  man  die  Gleichongen  VII  nnd  X  zo  benutzen ,  und  GlAichang  V  gehC 
/  dabei  iiber  in  * 

XII)    u  =  b  .  x^mH  .  /cos     ^^    .  X  ±  (y^)  .  sin  -?!l_  •  *  \ 

I  »  -l-t  ^  ^  n+  1  I 

\  2  2  ' 

.  /cos  ^ X  ±f  (V^)  •  sin ?!^ 3f  \  H-  »1 

I  n  .  (p  4-  1)  '  n^.  (a  +  j)  I 

\  1.2  1.2  / 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  aber  noch  vereinfachen,  und  geht  über  in 

XIII)  u-b.x4-t    /cos  ^('^»^•<-'^)  .;r  Ji(|/=^).stn^'(°'^"^'^>.^\-hB, 

1  n.fn  +  l)  ^  ^  n  .  (e  + 1)  I  * 

\  1.2^  1.2  / 

Hier  setze  man  nach  und  nach  (nh  +  k)  =  0,  (nh  +  k)  =  1,  (nh  +  k)  =  2, , 

"("  + 1)  _  I 
und  zuletzt  entv^eder  nh-f-k  =     '  ^  . ^,  oder  nh  -♦-  k  =  — '—^ ,  jo   nach- 
dem ^^ — ^  eine  grade  oder  ungrade  Zahl  ist     Wenn  man  aber  dem  ahsqlut  unab- 

hSngigen  Elemente  x  wieder  einen  positiven  Werth  beilegt,  während  das  (in  Gleichung 
lU  befindliche)  constante  Element  a  auch  einen  positiven  Werth  hat;  so  hat  man  Glei- 
chung IX  und  X  zu  benutzen,  und  Gleichung  V  geht  Qber  in 

XIV)  „  =  c.x4-i./eo8ili:°''  +  '^)-^<    .»±(|/:ri).dB2.(Dh+k)  +  |.^\ 

I  n(n  +  1)  ^  ^  n(n  + 1)  I 

\  1,2  1.2  / 

Bier  setze  man  naeti  und  nach  nh  +  k  =  0,  nh  +  k»!,  nh  +  k  =  2, 


n(a-f  1)    _  I  n(n  -f  1)  ^ 

und  zuletzt  nh  -h  k  =    *  '  ^  ^ ,  oder  nh  +  k  <=>  — ^-s »    J*    nachdem 

-^ eine  ungrade  oder  grade  Zahl  ist. 

Zweitens.    Man  lege  dem  absolul  unabhängigen  Elemente  x  einen  negativen  Werth 
bei,  und  das  (in  Gleichung  III  befindliche)  constante   Element  a  habe  auch  einen  nega- 
Jtiven  Werth»    Hier  hat  man  Gleichung  XI  und  VII  zu  benQlzen,  und  es  ist 

XV)  u  =  b  .  (+x)'»-k/cos2:i5t±ii±5  .  :t±(y^)  .  sin?&!^±iO±o  .  X^  R 

*  \  n  .  (n  -H)  ^  ^  n  .  (n  -f  1)  I 
\                   1.2                                                                1.2                   / 

Wenn  man  aber  dem  absolut  unabhängigen  Elemente  x  wieder  einen  negativen  Werth 
beilegt,  während  das  (in  Gleichung III  befindliche)  constante  Element  a  einen  positiven 
ü'llh'lh  hat;  so  hat  man  Gleichung  XI  und  IX  zu  benätzen,  und  es  ist 

XVI)  u=c  .  (-hx)^./cos  ^(°h  +  k)^n4-i  .  ^^(Vzri)  .  sin2(nh-hk)-hn>M      \ 

•  \  w(n  +  1)  ^  ^  11(0 -H)  I 
'                      "  1  .  2                                                                   *    I  .  2                      / 

Auch  in  den  Gleichungen  XV  und  XVI  setze  man  nach  und  nach  nh-hk==0,nh  +  k  =  1, 
nh  -h  k  «  2 , ,  bis  man  alle  — -^ verschiedene  Formen  hergestellt  hat. 

1  •  2 

Es  sollen ,  des  gleichförmigen  Verfahrens  wegen ,  dem  Aasdrucke  ( n  •  h  +  k )  keine 
negativen  Werthe  beigelegt  werden.  Um  daher  alle  °  *  C°  "y  )  verschiedenen  Formen  der 
Reihen  XV  und  XVI  vollständig  hersustelien,   moss  man  für  (nh  +  k)   ÖCIers  auch  noch 


> 


solehe  posittTen'gaiixai  ZaMon  seUeo,  Kel  ddDen  der  Zähler  grüMer  witd ,  all  der  Nenner. 
Dabei  kann  sich  dann  ereignen,  dass  sich,  ehe  alle  Formen  Tollsläudig  hergestellt  sind, 
manche  Form  ergiebt,  welche  schon  einmal  da  war,  und  dass  sich  die  noch  fehlenden 
Formen  erst  bei  späteren  Werthen  des  Ausdruckes  ("nh  +  k)  erguben,  z;  B.  wenn  n  =  3 
ist,  so  hat  die  Reihe  XVl  sechs  verschiedene  Formen,  welche  in  nachstehender  Ordnung 
aufeinander  folgen: 
o)  Setzt    man   (nh  4-  k)   =   O .   so   ergeben  sich  zwei  Formen  für  das  erste  Glied  der 

Reihe  XYI. 
ß)  Setzt  man  (nh  +  k)  =  1,   so  ergiebt  sich  die  dritte  Form  für  das  erste  Glied  der 

Reihe  XYI. 
y)  Setzt  man  (nh  +  k)  =  2,  so  ergeben  sich   genau  wieder  die  zwei  ersten  Formeo, 

aber  in  umgekehrter  Ordnung. 
d)  Setzt  man  (nh  +  k)  =  3,  so  ergeben  sich  zwei  weitere  Formen  für  das  erste  Glied 

der  Reihe  XYI. 
t)  Setzt  man  (nh  +  k)  =  4,  so  ergiebt  sich  erst  die  sechste  Form  für  das  erste  Glied 
der  Reihe  XYI. 

Hiermit  i$(  nachgewiesen,  dass  das  bereits  hergestellte  erste   Glied  unter  allen 

Umstandeo  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  — verschiedene    Formen   reprä- 

senürt 

£s  ist  nna  der  Weg  gipieigt,  wie  man  bei  den  folgenden  Gliedern  der  hier  zu  ent- 
wickelnden Reihe  zu  v^mbren  hat. 

§.  42.  Wie  schon  (am  Schlüsse  des  g.  25)  bemerkt  worden  ist,  ebenso  hat  mau 
an  den  bis  jetzt  entwickelten  Reihen  gesehen,  dass,  wenn  von  irgend  einem  Gliede  ab 
in  allen  folgenden  Gliedern  die  Exponenten  des  Fortschreitungielementes  in  arlthme- 
Üscher  Progression  aufeinander  folgin,  die  sogehörigen  Goeflicientengleichungen  in  Grup- 
pen zerlaUib,  deren  jede  ein  gewisses  Discerptionsgesetz  beobachtet. 

Ebenso  weiss  man  (aus  S-  ^)>  ^^s^  das  (p-h  Ijle  Glied  einer  steigenden  Reihe 
aas  einer  Gleichung  von  der  l^orm  f(Rp,v)  =  0  entnommen  wird,  wo  R^  die  den  schon 
hergestellten  p  ersten  Gliedern  noch  zuzufügende  Ergänzung  bedeutet.  Hat  man  sich  nun 
ZQ  der  Ueberzeugung  hingebracht,  dass  in  der  zu  suchenden  steigenden  Reihe  beim 
(pH-l)(ea  und  allen  folgenden  Gliedern  die  Exponenten  des  Forlschreitungselementes 
nur  ganze  Zahlen  sein  können ,  während  d^f  erste  dieser  Exponenten  die  ganze  (positive 
oder  negative)  Zahl  m  ist;  so  setze  man  gradezu 

Aj  .  V™  -+-  Ajj .  v"*  +  ^  -f-  A3  .  V"'  +2  -+•  A^  .  V"'  +*  -h -h  R, 

wo  R,  die  hinter  das  z-te  Glied  noch  hinzuzufügende  Ergänzung  ist,  an  die  Stelle  des 

Rp  inf(R  ,v)  =  0  überall  ein,  und  man  bekommt  dann  jedenfalls  CoefQcientenglei- 
changen  mit  Gcuppen,  welche  ein  Discerptionsgesetz  beobachten.  Kann  dann  irgend 
ein  Glied  der  angenommenen  Reihe  nicht  existiren,  so  zeigt  es  sich  dadurch  an,  dass 
dessen  Coefficient  Null  wird.  In  diesen  aufeinander  folgenden  Coeflicientengleichdngen 
wird  sich  aber  die  Anzahl  der  Gruppen  immer  vermehren,  bis  sie  eben  so  gross  ist, 
als  die  Anzahl  der  in  f(R  ,v)  »  0  mit  dem  Elemente  R.  behafteten  Theilsälze.  Wenn 
daher  in  f(B  ,v)  «=  0  unendlich  viele  Theilsätze  das  Element  R  enthalten ,  so  wird  die  Yermeh- 
rang  der  Anzahl  dieser  Gruppen  kein  Ende  nehmen.  Wenn  nun  das  besagte  (p-hl)te 
Glied  schan  das  erste  Glied  ist,  so  gilt  von  der  ursprünglichen  Gleichung  97(u,v)  =  0 
Alles,  was  bis  jetzt  von  der  Gleichung  i(R  ,v)  =  0  roitgetheilt  worden  ist. 

Hat  naan  sich  aber  zu  der  Ueberzeugung  gebracht,  dass  in  der  zu  suchenden  stei- 
genden Reihe  beim  (p  -{■  l)ten  und  allen  folgenden  Gliedern  die  Exponenten  des  Forl- 
schreitungselementes nur  solche  Brüche  sein  können,  denen  allen  der  gemeinschafUiche  Nen- 
ner n  gegeben  werden  kann ,  und  nimmt  dabei  der  erste  Exponent  die  Form  ^  an ,  wo 

m  eine  ganze  (positive  oder  negative),  und  n  auch  eine  ganze  (aber  nur  positive)  Zahl 
ist;  so  setze  man  gradezu 

"*  'P  +  t  m  4-  2  m  -4-  3 

^i-^-hAj.v  -hA3.v  -hA^.v  -t-...-hR^ 

wo  R^  die  nach  dem  z-ten  Gliede  noch  hinzaznlQgende  Ergänzung  bedeutet,  an  die  Stelle 
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des  Elementes  Rp  in  f(Rp,v)  »  0  aberall  ein,  and  mao  beköniuit  wieder  GoeifeienieB- 
gleichangen  mil  Grappen ,  welche  ein  Discerplionsgesetz  beobachten.  Kann  dann  irgend 
ein  Glied  der  augenoinmeneu  Reihe  nicht  exisliren,  so  wird  sich  Noll  l&r  dessen  Coefli- 
cient  ergeben. 

Allein  wenn  sich  viele  Nnllcofattcienten  ergeben ,  so  hat  man  auch  viele  uunöthigen 
CoefBcienlengleichongeu  gebildet ;  und  dabei  kann  es  (ifters  der  Fall  sein ,  dass  man  sieb  in 
iMsdeulende  WeitMbßgkeiten  eingielassen  hat  Da  aber  die  Renntniss  des  Bildungsge- 
setzes  das  Wichtigste'  und  Nolh  wendigste  bei  jeder  Reihenbildang  ist,  so  darf  mau  diese 
Weitlänfigkeilen  nicht  scheuen,  sobald  es  sich  darum  handelt,  das  Bildungsgesetz  fest- 
zustellen. 

Oft  kann  das  Bildungsgesetz  augenfälliger  gemacht  werden,  wenn  man  eine  Reihe 
in  zwei  oder  mehrere  zerlegt,  wobei  man,  wenn  das  ßildungsgesetz  ein  recurrentes  ist, 
auch  zwei  oder  mehrere  Systeme  von  Goeffietentefügleichungen  aufstellen  muss. 

Hinsichtlich  der  fallenden  Reihen  ist  nichts  Weiteres  mehr  zuzufügen,  da  die  fal- 
lenden Reihen  ebenso  entwickelt  werden,  wie  die  steigenden,  wenn  man  nur  zuvor  die 
gehörige  (in  $.  26  vorgeschriebene)  Verwandlung  ausgeführt  hat. 

$.  43.  Wenn  die  Gleichung  <p{a,y)  =  0  die  TeränderiÜlusn  Elemente  auch  in  ge- 
bro<äkenen  Potenzen  enthält;  so  ist  es  am  bequemsten,  diese  gebrochenen  Potenzen  vor- 
erst durch  geeignete  Substitution  zu  entfernen,  qnd  dann  lässt  sich  alles  Bisherige  auf 
die  neu  hergestellte  Form  gradezu  anwenden.    Man  unterscheide  nun  zwei  Fälle: 

1)  Die  gegebene  Gleichung  g>(u,v)  =  0  sei  so  beschafien,  dass  das  Element  u  nur 
in  ganzen,  dagegen  das  Element  v  auch  in  gebrochenen  Potenzen  verkoste,  und 

dass  diese  gebrochenen  Potenzen  alle  sich  entfernen,  wenn  man  z  an  die  ^eile  von  v* 
in  <3P(u,v)  »  0  überall  einsetzt.  Dabei  geht  9>(n,v)  »  0  jiber  in  f(u,z)  »  0,  und  aus 
dieser  Gleichung  lässt  sieh  folgende  Reihe 

I)    u  =  A  •  z"  4-  B  .  z^  +  C  .  z^  H- 

n 

entwickeln.  Nun  führe  man  wieder  v°  an  <Ae  Stelle  des  z  in  die  Reihe  I  carilck,  so 
bekommt  man 


/mW  /  m\a  /«\y 

.\v»/  4-B.\v»/  -hC-\^v"/ 


II)    u  =  A.\v"; +B.\v»/ -hC-\v"/ -+. 

m 

Repräsentirt  die  Potenz  t^"^in  der  ursprünglichen  Gleichung  <p(u,v)  «>  0  nur  ihre  ein- 
fachste Form,  so  ist  es  auch  in  der  Reihe  11  der  Fall;  repräsentirt  aber  die  Potenz 

m 

v'in  der  ursprünglichen  Gleichung  9)(u,v)  «»  0  mehrere  oder  alle  ihre  Formen,  so  ist 
es  auch  in  der  Reihe  II  der  Fall. 

2)    Die  ipgebene  Gleichung  q>(vL,y)  =  0  sei  so  beschaffbn,  dass  sowohl  das  Element 
u  als  auch  das  Element  v  in  gelirochenen  Potenzen  vorkommen,  und  dass  diese  gebro- 

r 

ebenen  Potenzen  sich  sämmtlich  entftrnen ,  wenn  man  w  an  die  Stelle  von  u*  und  z  an 

m 

die  Stelle  von  v"  setzt.    Dabei  geht  9)(u,v)  «  0  über  hi  F(w,z)  =  0;   und  aus  dieser 
Gleichung  lässt  sich  folgende  Reihe 

III)    w=A.z''-+-B.z''4-C.z''-f- 

entwickeki.    Diese  Gleichung  geht  aber,  wenn  man  für  z  und  w  die  ursprünglichen  Aus- 
drücke zurückführt,  über  in 

-  /£\«  /  m\ß  /m\y 

IV)    u»  =  A.\v°/-+^B.\v"/-hC.\v»/ + 

und  daraus  folgt  gradezu 
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r    /s\«       /sy       iT\y  i? 

Mehrere  solcher  ReihenenlwickelaageD  finden  sich  in  Aufgabe  53.  Dass  die  Viel- 
förmigkeil  der  Aasdriicke  (besonders  bei  diesen  Reihenentwickelungen)  genaue  Beriick- 
sichtigung  ond  oft  die  grösste  Vorsicht  erheischt,  bedarf  hier  keiner  Erinnerung  mehr. 

$.  44.  Wenn  eine  Function  in  eine  unaufhörliche  Reihe  übergeht,  und  man  diese 
Reihe  zur  nähernngsweisen  Bestimmung  des  Werthes  der  vorgelegten  Function  benutzen 
will;  so  hfingt  die  Gröndlicbkeit  des  Verfahrens  davon  ab,  dass  man  jeder  Reihe,  wo 
man  sie  auch  abbrechen  mag,  ihre  £rgAnzung  beifügt  Bei  der  hier  angewendeten  Me- 
thode, angesonderte  Functionen  in  Reihen  zu  entwickeln,  bietet  sich  aber  zugleich  mit  der 
Bestimmung  irgend  eines  Gliedes  auch  jedesmal  eine  Gleichung  dar,  aus  welcher  man  die 
hinter  dieses  Glied  gehörige  Ergänzung  bestimmen  kann  (hinsichtlich  dieser  Ergänzung 
lese  man  die  Schlussbemerkung  zu  den  $$.  32  und  33). 

Allein  die  Entwickelang  ungesonderler  Functionen  in  Reihen  geschieht  nicht  desshalb, 
um^  fikr  bestimmte  Werthe  der  unabhängigen  Elemente  den  jedesmaligen  Werth  des  ab- 
hängigen  Elementes  zu  bekommen,  sondern  vielmehr,  um  die  Form  des  Abhängigen 
für  anendlichgros*se  und  uneudlichkleine  Werthe  der  Unabhängigen  darzu- 
stellen. 

Die  steigenden  Reihen  werden  entwickelt,  um  zu  erkennen,  wie  die  Formen  des 
Abhängigen  bei  unendlichkleinen  Wertben  der  Unabhängigen  beschaffen  nnd,  d.h. 
ob  diese  Formen  reell  oder  imaginär  sind ,  und  ob  die  Werthe  der  reellen  Formen  auch 
aoeodlichklein,  oder  endlich,  oder  unendlichgross  sind. 

Die  fallenden  Reihen  werden  entwickelt,  um  zu  erkennen,  wie  die  Formen  des 
Abhängigen  bei  unendlichg rossen  Werthen  der  Unabhängigen  beschaffen  sind, 
d.  h.  ob  diese  Formen  reell  oder  imaginär  sind ,  und  ob  die  Werthe  der  reellen  Formen 
aach  unendlichgross,  oder  endlicb,  oder  unendlichklein  sind. 

In  diesen  beiden  Fällen  hat  man  weiter  nichts  zu  thun,  als  sich  zu  fiberzeugen, 
ob  bei  den  grade  obwaltenden  Umständen  alle  Glieder  reell  sind ,  oder  ob  reelle  und 
imaginäre  Glieder  beisammen  vorkommen.  Sind  alle  Glieder  reell,  so  ist  der  Werth 
aller  Glieder  und  der  Ergänzung  vom  Werthe  des  ersten  Gliedes  um  nichts  Angebbares 
verschieden;  kommen  aber  reelle  und  imaginäre  Glieder  beisammen  vor,  so  hat  man 
zu  beachten,  dass  das  Reelle  und  Imaginäre  (g.  21)  nicht  gegeneinander 
in  den  Moment  des  Verschwindens  gesetzt  werden  können,  dass  also  die 
Reihe  keine  reelle  Bedeutung  hat,  sobald  eines  der  folgenden,  wenn  auch  noch  so  spä- 
ten, Glieder  imaginär  wird.  Sind  aber  wirklich  alle  uneudlichvielen  Glieder  einer  Reihe 
reell,  so  hat  man  sich  (in  den  meisten  Fällen  wenigstens)  bald  davon  überzeugt,  und 
man  ist  in  den  beiden  Fällen,  wo  die  Unabhängigen  unendlichklein  oder  unendlichgross 
genommen  werden,  den  Weitläufigkeiten  der  Reihenentwickelungen  nicht  sehr  unterworfen. 

§.  45.  Es  ist  bekannt,  dass  bei  einer  rationalen  Gleichung  höheren  Grades  die 
Anzahl  der  Wurzeln  niemals  grösser  sein  kann ,  als  die  Anzahl  der  Einheilen  des  höch- 
sten Exponenten;  die  Anzahl  der  Wurzeln  kann  aber  kleiner  sein,  wenn  eine  oder  meh- 
rere Wurzeln  mehr  als  einmal  vorkommen. 

Ebenso  kann  die  Anzahl  der  Ausdrücke,  welche  eine  nngesonderte  rationale 
Fonclion  identisch  machen,  zusammen  niemals  grösser  wohl  aber  kleiner  sein,  als  der 
höchste  Exponent  des  abhängigen  Elementes  Einheiten  enthält 

Wenn  man  also  alle  aus  einer  ungesonderten  rationalen  Function  sich  ergeben- 
d^i  steigenden  Reihen  in  lauter  eindeutige  Reihenformen  zerlegt;  so  kann  die 
Anzahl  dieser  eindeutigen  steigenden  Reihenformen  niemals  grösser,  wohl  aber  kleiner 
sein,  als  der  höchste  Exponent  des  abhängigen  Elementes  Einheiten  enthält. 

Wenn  man  ferner  alle  aus  einer  ongesonderten  rationalen  Function  sich  ergebenden 
fallende!»  Reihen  in  lauter  eindeutige  Reihenformen  zerlegt,  so  kann  auch  die  An- 
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zahl  dieser  eindeatigen  fallenden  Reihenformen  niemals  grösser,  wohl  aber  kleiner  sein, 
als  der  höchste  Exponent  des  abhängigen  Elementes  Einheilen  enthält. 

Wenn  man  alle  aus  einer  angesonderten  rationalen  Function  sich  ergebenden 
fallenden  und  steigenden  Reihen  herstellt,  und  die  Anzahl  der  steigenden  und  der  fal- 
tenden Reihen  ungleich  ist;  so  muss  doch,  wenn  man  beiderlei  Reihen  in  eindeutige 
Reihenformen  zerlegt,  die  Anzahl  der  eindeutigen  steigenden  Reihenformen  ebenso- 
gross,  und  kann  nicht  grösser  und  nicht  kleiner  sein,  als  die  Anzahl  der  eindeutigen 
fallenden  Reihen  formen. 

Um  aufzufinden,  wie  die  eindeutigen  steigenden  Reihenformen,  welche  aus  einer 
ungesonderten  rationalen  Function  sich  ergeben,  vertheilt  sind,  kehre  man  wieder  zu 
Gleichung  TU  des  $.  23  und  zu  %»  2i  zuröck ,  und  mache  auch  hier  die  Unterscheidung, 
ob  die  Exponenten  zweier  oder  mehrerer  Theilsätze  einander  gleich  und  zugleich  kleiner 
als  alle  übrigen  werden. 

Erstens.  Es  können  nur  zwei  Exponenten  einander  gleich  und  kleiner  als  alle 
fkbrigen  werden. 

p k' 

1)  Man  hat  hier  zuerst  p  «»=  k'  +  ka  gesetzt ,  woraus  a  =  ^—^ —  folgt.     Gibt  es 

nur  eine  einzige  Reihe,  deren  erstes  Glied  diesen  Exponenten  hat,  so  kann  diese  Reihe 
höchstens  k  eindeutige  Reihenformen  enthalten;  gibt  es  aber  mehrere  Reihen,  deren 
erstes  Glied  diesen  Exponenten  hat,  so  können  alle  diese  Reihen  zusammen  höchstens 
k  eindeutige  Reihenformen  enthalten. 

2)  Man  bat  hierauf  k'  +  ka  =  g'  +  ga  gesetzt,  woraus  a  =  — — ~  folgt.    Gibt  es 

nur  eine  einzige  Reihe,  deren  erstes  Glied  diesen  Exponenten  hat,  so  kann  diese  Reihe 
höchstens  (g — k)  eindeutige  Reihenformen  enthalten;  gib(  es  aber  mehrere  Reihen,  deren 
erstes  Glied  diesen  Exponenten  bat,  so  können  alle  diese  Reihen  zusammen  höchstens 
(g  —  k)  eindeutige  Reihenformen  enthalten. 

3)    Man  hat  hierauf  g'  -h  ga  =  T  -h  fa  gesetzt,  woraus  a  =  y— - —  folgt,   und 

dabei  gelangt  man  höchstens  zu  (f— g)  eindeutigen  Reihenformen. 

Und  so  fort  Sollte  nun  (in  Gleichung  II  des  S-  ^)  <ler  Theilsatz  E  •  u«  •  v«'  der 
letzte  sein;  so  sind  die  durch  die  hergestellten  steigenden  Reihen  erlangten  eindeu- 
tigen  Reihenformen  auf  folgende  Weise  vertheilt: 

1)  Zuerst  hat  man  höchstens       k       eindeutige  steigende  Reihenformen, 

2)  Hierauf  hat  man  höchstens  (g  —  k)  eindeutige  steigende  Reihenformen, 

3)  Hierauf  hat  man  höchstens  (f  —  g)  eindeutige  steigende  Reiheuformen , 

4)  Zuletzt  hat  man  höchstens   (e  —  f)  eindeutige  steigende  Reihenformen. 

Also  hat  man  zusammen  höchstens  e  eindeutige  steigende  Reiheuformen. 
Wie  man  geeigneten  Falles  weiter  zu  gehen  hätte,  ist  nun  von  selbst  klar. 
Zweitens.     Es   können  (in  Gleichung  III  des  $.  23)  drei  Exponenten  einander 
gleich  und  zugleich  kleiner  als  alle  übrigen  werden. 

1)  Man  hat  (in  §.  24)  zuerst  p  =  m'  -4-  ma  =  h'  -h  ha  gesetzt,  woraus  a  = 

p h' 

=  ^—c —  folgt    Gibt  es  nur  eine  Reihe,  deren  erstes  Glied  diesen  Exponenten  hat, 

so  kann  diese  Reihe  höchstens  h  eindeutige  Reihenformen  enthalten;  gibt  es  aber  meh- 
rere Reihen,  deren  erstes  Glied  diesen  Exponenten  hat,  so  können  alle  diese  Reihen 
zusammen  höchstens  h  eindeutige  Reihenformen  enthalten. 

Ii^ f»       h* e* 

2)  Wird  nun  h'  -h  ha  =»  f  -h  fa  =  e'  4-  ea  gesetzt,  so  ist  a  «=  TZTir  =       __  t^  • 

Gibt  es  nur  eine  Reihe,  deren  erstes  Glied  diesen  Exponenten  hat,  so  kann  diese  Reihe 
höchstens  (e  -—  h)  eindeutige  Reihenformen  enthalten;  gibt  es  aber  mehrere  Reihen , 
deren  erstes  Glied  diesen  Exponenten  hat,  so  können  alle  diese  Reihen  zusammen 
höchstens  (e  —  h)  eindeutige  Reihenformen  enthalten. 

Und  so  fort    Sollte  nun  (in  Gleichung  II  des  $.  23)  der  Theilsatz  E  •  u«  •  v«'  der 
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latzto  sein»  so  sind  die  darch  die  beigestellten  steigenden  Reihen  eriangten  eindeu- 
tigen Reihenformen  aof  folgende  Weise  vertheüt: 

Zuerst  hat  man  höchstens  h  eindeutige  steigende  Reihenformen. 
Hierauf  hat  man  höclistens  (e  —  h)  eindeutige  steigende  Reihenformen. 
Also  hat  man  zusammen  höchstens  e  eindeutige  steigende  Reihenformen. 

Wie  man  geeigneten  Falles  weiter  zu  gehen  hätte,  oder  wie  man  zu  verfahren 
hätte,  wenn  mehr  als  drei  Eiponenten  einander  gleich  und  zugleich  kleiner  als  alle 
Übrigen  werden  würden,  das  ist  nun  von  selbst  klar. 

Um  aufzttflnden,  wie  die  eindeutigen  fallenden  Reihenformen,  welche  aus  einer  un- 
gesonderten rationalen  Function  sich  ergeben,  vertheilt  sind,  bat  man  zuerst  die  ge- 
hörige (in  §.  26  vorgeschriebene)  Verwandlung  auszulfihren,  und  dann  kann  man  wie 
bei  den  steigenden  Reihen  verfahren. 

Ist  die  vorgegebene  ungesonderte  Function  irrational,  so  mache  man  sie  zuerst 
rational,  und  verfahre  wie  bisher    (Man  vergleiche  noch  §.  43). 

Dieser  §  ist  allerdings  so  gehalten,  dass  er  seinen  Inhalt  nur  als  Thatsache  vor- 
trägt, und  der  Beweis  noch  rückständig  ist  Allein  dieser  Beweis,  sowie  noch  sehr 
viele  andere  auf  das  hier  vorgenommene  Problem  sich  beziehende  Untersuchungen 
mögen  zu  einer  desshalb  zu  liefernden  Monographie  aufgespart  werden;  und  es  ist 
genug,  hier  die  Mittel  angegeben  zu  haben,  wie  man  alle  steigenden  und  alle  fallenden 
Reihen  aus  einer  ungesonderten  Function  entwickeln  kann.  Aller  Aufenthalt  bei  der- 
gleichen Untersuchungen  würde  die  Erreichung  des  von  dem  hier  vorgelegten  Werke  zu 
erstrebenden  Zweckes  nur  weiter  und  weiter  hinausschieben.  Man  bemerke  nur  nocli, 
dass  man  von  jetzt  an  durch  das  ganze  Werk 

1)  die  fallenden  Reihen  gar  nicht  berücksichtigt,  und 

2)  von  den  steigenden  Reihen  nur  diejenigen  allein  aufsucht,  wodurch  die  Aende- 
rung  gegeben  ist,  welche  irgend  ein  für  das  abhängige  Element  brauchbarer  Ausdruck 
erleidet,  wenn  man  den  unabhängigen  Elementen  willkürliche  Aenderungen  beilegt. 

Dieses  mag  Gegenstand  des  nächsten  §  sein. 

$.  46.  I)  Es  sei  9>(u,  v)  «»  o  eine  ungesonderte  Function,  wo  u  der  Abhängige 
und  V  der  Unabhängige  ist  Es  sei  femer  t/;(v)  ein  Ausdruck,  welcher  an  die  Stelle 
des  a  gesetzt  die  vorgegebene  Function  identisch  macht  Wenn  man  nun  v  in  (v  4-  Dv) 
übergehen  lässt,  so  muss  die  zu  u  •>>  t/;(v)  gehörige  Aenderung,  welche  durch  Du  be- 
zeichnet sein  mag,  dergestalt  von  Dv  abhängig  sein,  dass 

I)  auch  die  Gleichung  ^»(i^v)  -f-  Du,  v  +  Dv)  «-  o  identisch  wird,  und  dass 

S)  das  Dn  «  o  wird,  sobald  man  Dv  ■»  o  setzt 

Wenn  man  daher  Dn  in  eine  Reihe  entwickelt,  und 

u  H-  Du  =   t/;(v)  -h  B  .  Dv**  -h  C  .  Dv''  -I- 

bekommt,  so  bringt  die  Bedingung,  dass  bei  Dv  «  o  auch  Du  =  o  werden  müsse,  mit 

sieh,  dass  die  Exponenten  ß^  y alle  positiv  sein  müssen.    Desshalb  muss  die 

Reihe,  wenn  sie  eine  unaufhörliche  ist,  eine  steigende  sein,  da,  wenn  sie  eine  fallende 
wäre,  einmal  eine  Stelle  vorkommt,  von  wo  ab  allö  folgenden  Exponenten  negativ  sind. 
Das  Praktische  des  Verfahrens  ist  nun:  Man  betrachte  t^(v)  +  Du  als  ein  einziges 
Element,  bezeichnet  durch  It,  und  setze  9)(U,  v  +  Dv)  «  o.  Hierauf  untersuche  man, 
ob  ee  nur  eine  mit  t/;(v)  anfangende  oder  ob  es  mehrere  mit  ^(v)  anfangende  Reihen 
gibt,  welche  dann  von  der  Eonn 

tt  — tKv) -hB.Dv'^-t- C^Dv>'-h 

sind.    Alle  andern  Reihen  braucht  man,   wie  gesagt,    nicht  zu  berücksichtigen.    (Ma 
sehe  die  Aufgaben  18— S3.) 

Andere  Scbriflseller  setzen  (^(v)  4-  Da)  an  die  Stelle  des  n,  und  (v  +  Dv)  an  die 
SteUe  des  v  in  9>(a,v)  ^  0  überaU  ein  und  redaclren  soviel  als  möglich,  wodurch  sich 
dann  eine  Gleichung  ergiebi,  wo  kein  Theilsatz  von  Du  und  Dv  zugleich  frei  ist.  Hierauf 
steilen  sie  für  Da  alle  nach  Potenzen  des  Dv  aufsteigenden  Reihen  her,  etc.  etc.  Das  Er- 
gebniss  dieses  Verfahrens  ist  dann,  dass  diese  Leute  nicht  bemerken,  dass  unter  den 
hergestellten  Reihen  sich  manche  befindet,  welche  nicht  die  zu  ^(v)  gehörige  Aenderung 
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«Mdrttekt.  die  beuraehten  dana  eine  Eeihe  oach  dar  andern  •  und  gerathan  darah  die  ?te- 
ien  dabei  sich  ergeliendeo  Widerftprüche  öfters  in  ein  grosses  Gedränge,  welchem  la  ent* 
kommen  sie  die  possierlichsten  Anstalten  treffen. 

IL)    Es  sei  9)(u,  v,  w)  «  0  eine  nngesonderte  Fanktion,  wo  a  der  Abhängige  und 

V  aod  w  die  unabhängigen  sind.    Es  sei  ferner  t/;(v,  w)  ein  Aasdruck,  welcher,  an  die 

Stelle  des  u  gesetzt,  die  vorgegebene  Function  identisch  macht.  Wenn  man  nun  v  und  w 

bez&glich  in  (v  H-  Dv)  und  (w  +  Dw)  übergehen  lässl,   so  muss  die  zu  u  =  V;(v,  w) 

gehörige  Aenderung,  weiche  durch  Du  bezeichnet  sein  mag,  dergestalt  von  Dv  und  Dw 

abhängig  sein,  dass 

1)  auch  die  Gleichung  </>[i/;(v,  w)  4-  Du,  v.  -h  Dv,  w  -hDw]  =-  0  identisch  wird, 
und  dass 

2)  das  Du  »  0  wird,  sobald  man  gleichzeitig  Dv  =  0  und  Dw  »  0  setzt 

Das  Praktische  des  Verfahrens  ist  aber  auch  hier,  dass  man  i^(v,  w)  +  Du  als  ein 
einziges  Element  ansieht,  und  durch  tt  bezeichnet;  sodann  ist  es  jedenfalls  bequem, 
X  •  £v  und  X  •  2)w  bezüglich  statt  Dv  und  Dw  zu  setzen ,  und  aus  der  Gleichung 

v(tt,  V  -h  X  .  J)v,  w  -f  X  .  J)w)  =  0 

die  mit  i^r,  w)  anfangenden  und  nach  Potenzen  von  x  aufsteigenden  Reihen 

ai  =  t/;  (v,  w)  -h  B  .  x''  -h  C  .  x^  + 

zu  entwickeln.  Hier  bekommt  man  wieder  u  =>  v^(v,  w),  wenn  man  das  einzige  Ele- 
ment X  =  0  setzt;  und  wenn  die  zu  V^(v,w)  gehörige  Aenderung  unendlich 
klein  sein  soll,  so  setze  man  x  bald  als  positiv,  bald  als  negativ  in  den 
Moment  des  Verschwindens,  währendS)v  und^w  jeden  beliebigen  end- 
lichen positiven  oder  negativen  Werth  bekommen  können  (Man  sehe  die 
Aufgaben  21,  23,  34. 

III)  Es  seien  9>(u,  v,  w)  »  0  und  f(v,  w)  =  0  zwei  ungesonderte  Functionen ,  wo 
w  der  absolute  Unabhängige,  v  der  relative  Unabhängige ,  und  u  der  Abhängige  ist  Es 
seien  ferner  i/^(w)  und  F(w)  zwei  Ausdrücke ,  welche  bezüglich  an  die  Stelle  des  u  und 
des  V  gesetzt  die  vorgegebenen  Gleichungen  identisch  machen.  Wenn  nun  w  in  (w  +  Dw) 
übergeht,  so  müssen  die  zu  t/;(w)  und  zu  F(w)  gehörigen  Aendernngen,  welche  bezüg- 
lich durch  Du  und  Dv  bezeichnet  sein  mögen,  dergestalt  von  Dw  abhängig  sein,  dass 

1)  auch  die  Gleichungen  qp(V(w)  -h  Du,  F(w)  -h  Dv,  w  -h  Dw)  =■  0  und  ((F(w)  -h  Dv, 
w  +  Dw)  =  0  gleichzeitig  identisch  werden,  und  dass 

2)  sowohl  Du  «  0  als  aueh  Dv  «  0  wird ,  sobald  man  Dw  =  0  setzt. 

Dajfttr  hat  man  zwei  Methoden: 

A)  Man  eliminire  v  aus  ^»(u,  v,  w)  »  0,  so  daas  man  ^(u,  F(w),  w)  =  0  bekommt 
Wenn  dann  w  in  (w  -h  Dw)  übergeht,  so  setze  man  9>[tt,  F(w  4*  Dw) ,  w  -h  Dw]  «»  0, 
und  untersuche,  ob  man  aus  dieser  Gleichung  eine  einzige  mit  ^yt)  anfangende  und 
nach  Potenzen  des  Dw  aufsteigende  Reihe  oder  ob  man  mehrere  solcher  Reihen  entwi- 
ckeln kann. 

B)  Will  man  aber  diese  Elimination  aus  irgend  einem  Grunde  vermeiden,  so  setze 
man  zuerst  fS  statt  (Fcw)  +  Dv)  an  die  Stelle  des  v  in  Gleichung  f(v,  w)  =  0  ein, 
und  entwickle  aus  der  Gleichung  f(93,  w  +  Dw)  «»  0  alle  mit  F(w)  anfangenden  imd 
nach  Potenzen  des  Dw  aufsteigenden  Reihen,  welche  folgende  Form  haben: 

S  «  F(w)  -+-  B  •  Dw''  -h  C  •  Dw^   H- 

Diese  Reihe  setze  man  an  die  Stelle  des  v  in  Gleichung  qp(u,  v,  w)  =  0  liberall  ein, 
und  entwickle  ans  der  Gleichung 

q>(U,  F(w)  4-  B  •  Dw'^  4-  C  •  Dw^  -h ,  w  4-  Dw)  =  0 

alle  mit  V;(w)  anfangenden  und  nach  Potenzen  des  Dw  aulsteigenden  Reihen.  (Man  sehe 
die  Auligaben  53  und  54), 

Es  hat  jetzt  keinen  Anstand,  diese  Untersuchung  auf  zusammengesetztere  FiUe 
auszudehnen.    Desshalb  soll  nur  noch  folgende  Bemerkung  zugefügt  werden: 

9 In  Fällen,  wo  mehrere  absolute  Unabhängige  w,x,y z  vorkommen, 

ist  es  bequem,  die  willkürlichen  Aendernngen  Dw,  Dx,  Dy ,  Dz,  in  die  Pro- 
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dacle  X  •  2>w,  x  •  2)x,  x  •  Sy, x  •  S)z  umzawandelo,  und  die  gehörigen 

ReiheaentwicklungeD  nuo  nach  Potenzen  des  x  vorzanehmen.« 


V.    Theorie  des  sogenannten  Variationscaiculs. 


Einleitung. 

$.  47.  Jeder  aus  veränderlichen  und  beständigen  Beslandtheiien  zusammengesetzte 
Ausdruck  wird  eine  Function  genannt. 

Ein  beständiger  (constanter)  Bestandtheil  ist  ein  solcher,  welcher  an  Gestalt 
und  an  Gehalt  sich  immer  gleich  bleibt«  Ein  veränd'erlicher  Bestandtheil  ist  ein 
solcher,  bei  welchem  dieses  nicht  stattGndet. 

Eine  Function  kann  zweierlei  Aenderungen  erleiden.  Sie  kann  entweder  blossen 
Werthänderungen  unterworfen  werden,  und  dabei  ihr  eigentliches  Wesen  ungestört  er- 
halten; oder  sie  kann  in  ganz  andere  Functionen  ftbergehen.  Mehr  als  diese  zweierlei 
Aenderungen  kann  es,  wie  von  selbst  einleuchtet,  nicht  geben.  Derjenige  Zweig  der 
Analysis,  welcher  sich  mit  den  auf  diese  beiderlei  Aenderungen  begründeten  directen 
und  inversen  Operationen  beschäftigt,  wird  höhere  Analysis  genannt 

Aenderungen  der  ersten  Art. 

A)  Man  habe 

I.    U  =  F(x) 

und  lege  dem  x  die  willkfirliche  Werthändemng  (x  +  Dx)  bei.  Dadurch  geht  U  in 
(U  +  DU)  aber,  so  dass  man  hat 

IL    ü  -H  DU  —  F(x  -h  Dx) 

Des  Bestandtheil  x,  welehem  man  jede  beliebige  Werthändemng  (x  -h  Dx)  beilegen 
kann,  nennt  man  den  unabhängigen  oder  willkflrlichen  Variablen;  und  den  Be- 
standtheil U,  dessen  Werthändenmg  von  der  jedesmaligen  Werthänderung  des  x  ab- 
hängig ist,  nennt  man  den  abhängigen  Variablen. 

B)  Man  habe 

m.    U  =  F(x,w) 

und  lege  dem  x  die  willkfirliche  Werthänderung  (x  -t-  Dx)  und  dem  w  die  willkfirliche 
Werthänderung  (w  +  Dw)  bei.    Dadurch  geht  U  fiber  in  (U  +  DU),  so  dass  man  hat 

IV.    U  -h  DU  «  F(x  +  Dx,  w  4-  Dw) 

Die  beiden  BestandtheOe  x  und  w,  denen  man  jede  beliebige  Werthänderung  beilegen 
kann,  nennt  man  auch  hier  die  unabhängigen  oder  willkfirlicben  Variablen; 
und  den  Bestandtheil  U,  dessen  Werthänderung  von  den  jedesmaligen  Werthänderun- 
gen des  X  und  w  abhängig  ist,  nennt  man  den  abhängigen  Variablen. 

C)  Man  habe 

V.    ü  =  F(x,w,y z) 

wo  man  jedem  der  Bestandtheile  x,  w,  y z  jede  beliebige  Werthänderung 

beilegen  kann.  Alle  Bestandtheile  x,  w,  y z  nennt  man  die  unabhängigen 

oder  willkfirlicben  Variablen;  dagegen  den  Bestandtheil  U  nennt  man  den  ab- 
hängigen Variablen. 

D)  Man  habe  gleichzeitig  die  beiden  Functionen 

VI.    Ü-F(x,y) 
und 

VII.    y  —  gxx) 

Legt  man  dem  x  die  willkfirliche  Werthänderung  (x  -|-  Dz)  bei,  so  geht,  eben  wegen 
y  =  gKx),  das  y  fkber  in  (y  -|-  Dy),  so  dass  man  hat 
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VIII.    y  -h  Dy  =  v(x  -h  Dx) 
and  U  geht  fiber  io  (U  +  DU),  so  dass  man  hat 

IX.    ü  -+-  DU  =  F(x  +  Dx,  y  +  Dy) 

=  F(x   -H  Dx,  cp{\  -H  Dx)) 

Den  BestandtheU  U,  dessen  Werthänderang  von  den  Werthänderangen  des  x  ond  des  y 
abhangt,  nennt  man  den  abhängigen  Variablen;  den  Bestandtheil  y,  dessen  Werth- 
änderang von  der  Werlhänderang  des  U  unabhängig,  aber  von  der  Werthänderang  des 
X  abhängig  ist,  nennt  man  den*  relativ  unabhängigen  Variablen  ;  dagegen  den  Be- 
standtheil X,  dessen  Werthänderung  ganz  beliebig  ist,  nennt  man  den  absolut  unab- 
hängigen Variablen  oder  den  Urvariablen. 
E)    Man  habe  gleichzeitig  die  drei  Functionen 

X.  U  =  F(x,  w,  y,  z) 

XI.  y  =  <y)(x,  w) 
XII.    z  «  V'Cx,  w) 

Auch  hier  nennt  man  U   den  abhängigen  Variablen;  y  und  z  nennt  man  die 
relativ  unabhängigen  Variablen,   weil  ihre  Werthänderangen  von  der  des  U  un- 
abhängig sind;  und  x  ond  w  nennt  man  die  absolut  unabhängigen  Variablen  oder 
die  Urvariablen. 
Und  so  fort. 

Auf  diese  Weise  ist  das  Wort  „variabel*'  verbraucht  in  allen  deutschen  ond  auslän- 
dischen Schriften,  deren  Gegenstand  der  Differential-  nnd  Integral-Galcul  ist. 

Aenderongen  der  zweiten  Art 

A)  Man  habe  eine  Function  mit  einem  wiUkQrlichen  Variablen 

XIIL    y  =  q>m 

ond  lasse  diese  Function  übergehen  in 

XIV.    y'  =  V^x) 
so  hat  der  Uebergang  einer  Function  in  eine  andere  stattgeftinden ,  was  z.  B.  der  Fall 
ist,  wenn  y  ■»  cos  x  in  y'  •-  lg  nat  x  übergeht 

B)  Ibn  habe  eine  Function  mit  zwei  wülküriichen  Variablen 

XV.    y  =  qp(x,  w) 

ond  lasse  diese  Function  übergehen  in 

XVL    y'  «  V'Cx,  w) 

so  hat  wieder  der  Uebergang  einer  Function  in  eine  andere  stattgefunden,  was  z.  B-  der 
Fall  ist,  wenn  y  ■-  (x  -^  w)"  in 

y'  =  (x  H-  w)*"  4-  cos  X  -h  lg  nat  w  -f-  sin  (x  -h  w) 

übergeht. 

G)    Man  habe  gleichzeitig  folgende  zwei  Functionen 

XVn.    ü  =  F(x,  y) 
und 

XVIII.    y  =  q>{\) 

so  dass  sich  ergibt 

XIX.    U  =  F(x,  <p(x)) 

Geht  y  =s  qp(x)  über  in  y'  =  t/;(x),  so  geht  Gleichung  XVII  über  in 

XX.    U'  =  F(x,  yO 

=  F(x,  V^x)) 

Nun  soll  folgende  Betrachtung  angestellt  werden: 

a)  In  VI  wird  durch  den  Bestandtheil  y  immer  eine  und  dieselbe  Function  ^(x) 
repräsentirt,  welche  man  keiner  andera  Aenderung  als  derjenigen  unterwerfen  kann, 
die  sich  durch  die  Werthänderong  des  x  ergibt;  das  eigentliche  Wesen  von  <p(x)  bleibt 
ongestdrt.    Die  Werthänderang  des  y  ist  von  derdesxabhängig. 
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ß")  In  Xyn  wird  darch  den  Beslandttieii  y  bald  eine  Fanction  ^KX),  bald  eine  an- 
dere i/^x),  etc.  repräsentirt  Das  hiesige  y  geht  ganz  selbstständig  und  anab- 
hängig bald  in  diese  bald  in  jene  Fanction  von  x  über. 

y)  Wenn  nun  der  in  VI  befindliche  Bestandtheil  y,  der  nur  Werthänderangen  er- 
leiden kann,  den  Namen  „variabler  Bestandtheil**  f&hrt,  so  mass  es  Begriffsverwirron» 
gen  veraalassen,  wenn  man  auch  dem  in  XVil  befindlichen  Bestandtheile  y,  der  bald 
in  diese,  bald  in  jene  Function  von  x  übergeht,  den  Namen  „variabler  Bestandtheil** 
beilegen  würde. 

d)  Auch  kommt  der  Name  „Variation**  schon  bei  den  sogenannten  combinatori- 
schen  Variationen  vor.  Es  würde  also  abermals  eine  BegrifiTsverwirrung  veranlassen, 
wenn  auch  die  Aendernngen,  welche  der  Bestandtheil  y  bei  seinen  Uebergängen  in 
verschiedenartige  Functionen  erleidet,  den  Namen  Varialionen  erhalten  würden. 

€)  Um  nun  alle  Begriffsverwirrung  zu  beseitigen,  gebe  man  dem  in  Gleichung  XVII 
befindlichen  Bestandtheile  y,  welcher  bald  diese  bald  jene  Function  repräsentirt ,  einen 
andern  Namen;  und  da  in  dem  höchsten  Zweige  der  Analysis  diese  Na- 
menseinffihrnng  vorgenommen  wird,  so  bleiben  davon  alle  übrigen 
Zweige  des  Galcnls  unberührt 

Man  könnte  vorschlagen,  den  Namen  „transformabler  Bestandtheil''  zu  wählen.  Al- 
lein das  Wort  Transformation  (Umformung,  etc.)  ist  schon  verwendet  für  den  Fall,  wo  man 
einem  vorgelegten  Ausdrucke  eine  andere  Form  in  der  Weise  fzeben  soll,  dass  die  neue 
Form  der  ursprünglichen  in  allen  Beziehungen  vollkommen  gleich  ist.  Soll  man  z.  B. 
untersnchen,  ob  der  Ausdruck 

5  .  x2  —  80  .  X  .  y  H-  327  .  y2 

bei   jedem  reellen  Werthe  des  x  and  bei  jedem  reellen  Werthe  des  y  positiv  bleibt, 

so  gebe  man  ihm  folgende  Form 

5  .  (x  -  8  .  y)2  +  7  .  y» 

Diese  zweite  Form  ist  der  ersten  in  allen  Beziehungen  vollkommen  gleich;  aber  an 

der  zweiten  Form  erkennt  man  leichter,   als  an  der  ersten,   dass  der  hier  vorgelegte 

Ausdruck  positiv  bleibt  bei  jedem  reellen  Werthe  des  x  und  bei  jedem  reellen  Werthe 

des  y.    Andere  Transformationen  gibt  es  in  den  verschiedenen  Zweigen  des    Galculs 

sehr  viele. 

Ganz  passend   ist  es,  das  Wort  „Mutation**  zu  wählen,  um  anzuzeigen,   dass  der 

Bestandtheil  y  in  verschiedenartige  Functionen  übergehe. 

Das  Wort  „Motation**  ist  das  bezeichnendste,  welches  man  aus  der  lateinischen  Sprache 
wählen  kann,  um  anzuzeigen,  dass  eine  Function  in  eine  andere  übergegangen  sei;  und 
von  der  Zweckmässigkeit  dieser  Wahl  überzeugt  man  sish  geradezu,  wenn  man  sich 
z.  B.  erinnert ,  in  welcher  Bedeutung  das  Wort  n  mutare «  von  Ovidius  in  seinen  Metamor- 
phosen (siehe  unter  andern  Stellen  die  zwei  ersten  Verse)  gebraucht  ist. 

Man  ist  nunmehr  bei  nachstehender  Definition  angelangt: 

Der  hier  vorgelegte  Galcul  (bis  jetzt  Variationscalcul  genannt)  ist  derje- 
nige Zweig  der  höheren  Analysis,  welcher,  wenn  man  Functionen  in 
andere  Functionen  übergehen  lässt,  die  ans  diesem  Verfahren  folgen- 
den Ergebnisse  untersucht  and  anwenden  lehrt. 

Unter  die  Aufgaben  desselben  gehört  z.  B.  die  Behandlung  der  Fälle,  wo  die  Functio- 
nen, welche  gewissen  Bedingungen  genügen  soUen,  das  Gesuchte  sind,  wo  also  der  An- 
fang der  Untersuchung  von  ganz  unbekannten  Functionen  ausgeht. 

Die  der  eben  besagten  speciellen  Aufgabe  dieses  Galculs  analoge  Aufgabe  des  Diffe- 
renzencalculs  ist  die  Behandlung  der  Fälle,  wo  die  den  in  bestimmt  gegebenen  Functionen 
befindlichen  Veränderlichen  beizulegendem  Werthe,  welche  gewissen  Bedingungen  genügen 
sollen,  das  Gesuchte  sind,  wo  also  der  Anfang  der  Untersuchung  von  noch  unbekannten 
Werthen  der  in  bestimmt  gegebenen  Functionen  befindlichen  Veränderlichen  ausgeht. 

Wenn  eine  Fanction  in  eine  andere  übergeht,  so  sage  man:  „sie  wird  mutirt**; 
die  Function  selbst,  welche  routirt  wird,  werde  mutable  Fanction,  und  der  Unter- 
schied zwischen  der  neuen  und  ursprünglichen  Fanction  werde  Mutation  genannt. 
Wenn  eine  matable  Function  als  ein  einziges  Element  betrachtet  wird,  so  nenne  man 
sie  einen  mutablen  Veränderlichen,  um  ihn  von  einem  solchen  Veränderlichen  zu 
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untereeiieiden ,  welcher  Dor  Werthäiideraiigen  erleideB  kann,  ond  deshalb  nfchtma- 
tabler  Veränderlicher  genanni  werdeo  mag. 

Wenn  eine  Function  geradezu  für  sich  allein  und  unabhaogig  von  andern  Fonctio- 
nen  matirt  wird;  so  nenne  man  eine  solche  MutaCion  eine  unmittelbare.  Wenn  aber 
eine  Function  dadurch  routirt  wird,  dass  eine  andere,  Ton  welcher  sie  abhangt,  motirt 
wird,  oder  dass  mehrere  andere,  von  welchen  sie  abhangt,  mutirt  werden;  so  nenne 
man  eine  solche  Mutation  eine  mittelbare.  Wenn  dabei  die  nichtmotablen  Verän- 
derlichen keine  Werthänderung  erleiden;  so  nenne  man  sowohl  die  unmittelbare  als  auch 
die  mittelbare  Mutation  eine  reine.  Wenn  al>er  die  nichtmutablen  Veränderlichen 
zugleich  eine  Werthändernng  erieiden;  so  nenne  man  sowohl  die  unmittelbare  als  auch 
die  mittelbare  Mutation  eine  gemischte.  Alle  bis  jetzt  besprochenen  Mutationen 
mögen  den  gemeinschaftlichen  Namen  „einfache  Mutationen"  ftkhren. 

Wenn  eine  Function  sowohl  onmittelbar  als  auch  mittelbar  zugleich  mutirt  wird ; 
80  nenne  man  eine  solche  Mutation  eine  zusammengesetzte.  Auch  sie  ist  eine 
reine,  wenn  dabei  die  nichtmutablen  Veränderlichen  keine  Werthändernng  erleiden: 
dagegen  ist  sie  eine  gemischte,  wenn  die  nichlmutablen  Veränderlichen  zugleich  eine 
Werthänderung  erleiden. 

Hiermit  ist  die  Idee  des  vorgelegten  Galculs  vollkommen  ausgesprochen.  Bei  der 
elementaren  Klarheit  dieser  Idee  sind  wir  uns  jedesmal  bewnssl,  wann  wir  unbedingte 
Freiheit  in  den  Operationen  haben,  und  dieselben  nach  einem  zu  erreichenden  Zwecke 
einrichten  können,  und  wann  wir  gezwungen  sind,  dieselben  den  jedesmal  obwaltenden 
Umständen  zu  unterwerfen  und  zu  überlassen.  Man  kommt  nun  zu  folgender  Anordnong : 

A.  Einfache  Mutationen. 

a)  Einfache  reine  Mutationen. 

aa)    Unmittelbare  reine  Mutationen, 
bb)    Mittelbare  reine  Mutationen. 

b)  Einfache  gemischte  Mutationen. 

aa)    Unmittelbare  gemischte  Mutationen, 
bb)    Mittelbare  gemischte  Mutationen. 

B.  Zusammengesetzte  Mutationen. 

a)  Zusammengesetzte  reine  Mutationen. 

b)  Zusammengesetzte  gemischte  Mutationen. 


A.  Einfache  Mutationen. 

*a)     Einfache  reine  Mutationen. 
aa)    Unmittelbare   reine    Mutationen. 

$.  tö.    Eine  Function  wird  (nach  vorigem  $)  einfach  motirt,  wenn  sie  entweder 
nur  unmittelbar  oder  nur  mittelbar  mutirt  wird;  sie  wird  unmittelbar  mntirl,   wenn 
sie  unabhängig  und  für  sich  allein  in  eine  andere  Function  übergeht;  sie  wird  unmit 
telbar  rein  mutirt,   wenn  dabei  die  niehtmotablen  Veränderlichen  keine  Werthände- 
rung erleiden. 

Die  erste  sich  darbietende  Operation  ist,  wie  von  selbst  einleuchtet,  die,  dass  man 
der  neuen  Function  ein  bleibendes  Merkmal  beilegt,  mittelst  dessen  es  jederzeit  möglich 
ist,  aus  ihr  die  ursprüngliche  Function  wieder  herzustellen. 

Die  zweite  Operation  ist  aber  die,  dass  man  die  neue  Function  in  zwei  Theile  zer- 
legt, deren  erster  die  ursprüngliche  Function,  und  deren  zweiter  die  Mutation  ist 

Ein  zur  Ausführung  dieser  beiden  Operationen  in  allen  Fällen  ausreichendes  Mittel 
ist,  in  die  neue  Function  ein  ferneres  Element  so  einzuführen,  dass,  wenn  man  dieses 
Elementes  Werth  zu  Null  werden  lässt,  die  neue  Function  sich  auf  die  ursprüngliche 
zurückzieht,    ist  aber  dieses  Element  einmal  in  die  neue  Function  eingeführt,  so  muss 
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es  80  behaodeU  werden,  dass  es  von  allen  neben  ihm  in  der  neuen  Fnnclion  noch  vor- 
handenen Elementen  unabhängig  ist,  und  da«8  wiederum  alle  neben  ihm  in  der  neuen 
Function  noch  vorhandenen  Elemente  auch  von  ihm  unabhängig  sind.  Dieses  Element 
bezeichne  man  mit  x,  und  nenne  es  das  mutirende  Element 

Dass  das  Element  x  oft  auf  sehr  verschiedene  Weise  in  die  neue  Function  einge- 
führt werden  kann,  pnd  doch  jedesmal  die  genannten ^wei  Operationen  ausfölirbar  sind, 
bedarf  keines  nähern  Nachweises.  Welche  Einschränkungen  aber  bei  dieser  Einfuhrung 
wichtig  sind,  wird  später  (in  §.  53)  erörtert  werden.  Hat  man  nun  das  Element  x  auf 
oben  besagte  Weise  in  die  neue  Function  eingeführt,  und  dieselbe  hierauf  in  ihre  zwei 
Theile  zerlegt,  so  darf  das  Element  x  nur  im  zweiten  Theile  vorkommen,  eben  weil 
der  erste  die  ursprüngliche  Function  sein  soU.  Will  man  nach  ausgeführter  Zerlegung 
die  Mutation  wieder  von  dem  fremdartigen  Elemente  x  befreien,  so  mnss  man  ihm  die 
entsprechende  specielle  Bedeutung  beilegen,  welche  sich  jederzeit  leicht  ansmitteln  lässt. 
Das  Element  x  ist  also  ein  blosses  Operationsmittel;  und  dass  es  nur  diese  Bedeutung 
hat,  halte  man  durch  diesen  ganzen  Caicul  hindurch  fest 

§.  49.  Der  eingeschränkteste  Begriff  einer  unmittelbaren  Mutation  ist  gegeben , 
wenn  man  in  einer  Function  an  die  Stelle  der  constanten  Elemente  andere  constante 
Elemente  setzt ;  denn  dabei  unterscheiden  sich  die  ursprüngliche  und  die  neue  Function 
nur  nach  ihrem  Gehalte,  der  Gestalt  nach  sind  sie  nicht  vert^chieden. 

Wenn  man  die  Function  9>(x,  a)  hat,  welche  nur  den  einzigen  nichtmutablen  Ver- 
änderlichen x  enthält;  und  wenn  man  an  die  Stelle  des  Constanten  a  einen  andern  Con- 
stanten b  setzt;  so  geht  ^i,  a)  über  in  <p(x,  b). 

Nun  ist  die  erste  Operation ,  dass  man  der  neuen  Function  ^(x,  b)  ein  bleibendes 
Merkmal  beilegt,  mittelst  dessen  man  aus  ihr  jederzeit  die  ursprüngliche  Function  qp(x,  a) 
wieder  herstellen  kann.  Dieses  wird  erreicht,  wenn  man  (a^-x)  an  die  Stelle  des  b 
in  9>(x,  b)  einsetzt;  denn  ^»(x,  a  +x)  zieht  sich  bei  x  »  0  jederzeit  auf  ^»(x,  a)  zurück. 
Was  man  aber  dem  x  für  eine  specielle  Bedeutung  beilegen  muss,  damit  die  neue 
Fum;tion  qp(x, a  +  x)  von  dem  fremdartigen  Elemente  »  wieder  befreit  wird,  ist  ausge- 
sprochen durch  die  Gleichung 

I)    g)(x,a-hx)  —  <p(x,h) 

Daraoa  folgt  geradezu  a  +  x  «»  b,  und  x  ta  b  —  a  • 

Die  zweite  Operation  ist,  die  neue  Function  in  zwei  Theile  za  zerlegen,  deren  ei^ 
ster  die  ursprüngliche  Function  und  deren  zweiter  die  Mutation  ist.  Dieses  lässt  sich  am 
bequemsten  an  der  .Form  q>(x,  a  4-  x)  ausführen.  Weil  nemlich  in  ^»(x,  a  +  x)  das  a 
genau  dieselbe  Bedeutung,  wie  in  g^Cx,  a),  hat;  so  ergibt  sich  aus  g7(x,a  +  x)  eine  mit 
9)(x,a)  anfangende  und  nach  lauter  ganzen  positiven  Potenzen  des  x  aufsteigende 
Reihe. 

Diese  Wahrheit  ist  bereits  aus  dem  Differentialcalcul  bekannt 
Man  kann  aber  diese  Reihe  entweder  mittelst  des  Taylor'schen  oder  mittelst  des 
Maclaurin'schen  Satzes  entwickeln.     Entwickelt  man  mittelst  des  Taylor'schen  Satzes, 
80  bekommt  man 

d^9>(x,  a)       ^2      d«q[>(i,  a) 
II)    (Kl, «  +  x)  «  <p(x, a) -f- X j_.-|-— .___ 

,,3       ^l^ij"^  •) 


1.Ä.3         d  a^       ^ 


Die  zu  den  verschiedenen  Potenzen  des  x  gehörigen  Coefßcienten  enthalten  kein  x  mehr, 
sind  also  entweder  Functionen  von  x,  oder  constaut^  oder  auch  Null.  Die  Reihe  selbst 
kann  eine  geschlossene  oder  unaurhörliche  sein. 

Das  unten  an  d  angehängte  a  bedeutet  bekanntlich  ($.  1}  die  nach  a  genommene  par- 
tielle Differentiation. 

Entwickelt  man  aber  mittelst  des  Maclaarin*schen  Satzes,  so  bekommt  man 

10 
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\  d    X  /o  "^     J.2        \  4    K«  /fl 


lU)    <]p(x,  a  H-x)  =r  i3p(»,  a)  -f- 

d    X  /o  J.2        \  -d    K*  /O 

1.2.3        \    .       d  «3  /^j 

Die  Coefficienten  der  Reihe  Ili  sind  bezüglich  deneu  der  Reihe  II  ganz  vollkommen 

gleich;  auch  sie  enlhallen  kein  x  mehr,  sind  also  Functionen  von  x,  oder  constanl,  oder 

auch  Null.    Die  Reihe  selbst  kann  eine  geschlossene  oder  unaufhörliche  sein. 

Das  oDten  an  d  angehängte  %  bedeutet  (8.  1)  die  nach  x  genommene  partielle  Diffe- 
rentiation. Die  ausaerhalb  der  Klammern  unten  angehängte  Null  zeigt  an.  dass  man  zuerst 
die  innerhalb  der  Klammern  vorgeschriebenen  Operationen  ausgeführt,  und  dann  Null  an 
die  Stelle  des  x  gesetzt  habe. 

Will  man  aber  die  Mutation  wieder  von  dem  fremdartigen  Elemente  x  beAreien,  so 

setze  man  den  bereits  gefundenen  Ausdruck  (b  —  a)  an  die  Stelle  des  x  in  die  Reihen 

11  und  III,  und  sie  gehen  bezöglich  über  in 

IV)    v(x,  b)  -  vix,  a)  +  (b  -a)  .  +\  /  •       .    . 

da  1.2  o  a^ 

(b-a)3    ^M*'") 
1.2.3  d  a^ 


und 


/dK»,a+«)\      ,  /d»»(«.*+«)\ 

V)  ^(..  b)  =  Kx.  .)  -H  (b  - .) .  ^  ___ j^^L_l .  [—^^^l 


•+■ 


1.2.3         \  d  X^  /o 


Statt  der,   wie  bereits   bemerkt,  einander  vollkommen  gleichen  Reilien  II  ood  III 
schreibe  man  zur  Abkürzung 

VI)    v(x,a  +  x)-g)(x,a)-i-x.P-h~5-.Q  +  ^-R-f- 

and  statt  der  ebenCalls  einander  vollkommen  gleichen  Reihen  IV  ood  V  schreibe  man 
zur  Abkürznng 

fb  ^  a)»               (b  —  a)3 
VI0g>(x,b)==<p(i,a)-h(b-a).P4-^-^f7^-Q  +  47rf -«-^ 

Für  den  Unterschied  der  neuen  und  ursprünglichen  Function,  d.  h.  (ur  die  Muta- 
tion, ergeben  sich  also  bezüglich  folgende  zwei  Aasdrücke: 

VUI)g>(x,a4-x)-4y,(x,a)-x.p  +  ^.Q+j^R  -h 


nnd 

1.2  ^  ^      1.2.3 


IX)    9>(i^b)-v(»,a)  =  (b-a).P-i-^-T-r-^.Q-l-Virf--»  + 


Ganz  vorzügliche  Berücksichtigung  verdient  der  besondere  Fall, 
wo  a  and  b  so  wenig  von  einander  verschieden  sind,  dass  die  Differenz 
(b  — a)  im  Momente  des  Verschwindens  befindlich  ist,  d.h.  entweder 
als  positiv  oder  als  negativ  der  Nall  nächstanliegt.  Da  aber  x  =s  b  —  a, 
so  ist  jetzt  auch  x  im  Momente  des  Verschwindens  befindlich;  und  da  sowohl  x  als  aaeh 
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(b  --  a)  von  den  Werthen  dee  x  ganz  aoabhingig  sind,  so  erkennt  man  ao  den  Glei- 
cbanj^en  Vill  and  IX,  dass  anch  die  Differenzen  [9>(x,  a  +  x)  —  9>(x»aJ]  und  [9>(x,b) 
—  9>(x,  a)]  bei  jedem  Werthe  des  i  im  Momente  des  Verschwindens  beflodlicb  sind. 
Man  kann  sich  also  auf  folgende  Weise  aossprechen:  dWoiI  die  specielle  BedeotoDg, 
welche  man  nach  aosgefUhrter  Reihenentwickelnng  dem  Operationsmittei  x  beilegen 
moss,  ein  von  x  anabhängiger  and  im  Momente  des  Verschwindens  befindlicher  Werth 
ist ;  so  liegt  bei  jedem  Werthe  des  x  der  Werth  der  neaen  Function  9>(x,  b)  dem  Werthe 
der  arspröngJichen  Function  qp(^><')  n&chst  an.« 

$.  50.    Hat  man  eine  Fanction  <p(x w^a),   worin  eine  beliebige  Anzahl 

nichtmatabler  Veränderlicher  x w  vorkommen;  and  setzt  man   an  die  Stelle 

des  Gonstanten  a  einen  andern  Constanten  b;  so  geht  Kp(\ w,  a)    über  in 

9>(x w,  b). 

Nun  ist  die  erste  Operation,    dass  man  der  neaen  Fanction  9>(x w,  b) 

ein  bleibendes  Merkmal  beilegt,  mittelst  desseo  man  ans  ihr  die  ursprflogliche  Fanction 

9>(x w,  a)  jederzeit  wieder  herstellen  kann.    Dieses  wird  erreicht ,    wenn  man 

(a  +  x)  an  die  Slelle  des  b  in  (]p(x w,  b)  einsetzt;  denn  cp{x w,  a  +  x) 

zieht  sich  bei  x  =  0  jederzeit  zaräck  aaf  (p(jL w,  a).    Was  man  aber  dem 

X  far  eine  specielle  Bedeutung  beilegen  muss ,  damit  die  neue  Function  (p(\  . .  . .  w,  a  +  x) 
von  dem  fremdartigen  Elemente  x  wieder  befreit  wird,  ist  ausgesprochen  durch  die 
Gleichang 

1)    cp(\ w,  a  -h  x)  =  <;p(x w,  b) 

Daraas  folgt  geradezu  a  +  x  =  b,  und  x  =:  b  —  a 

Wt  zweite  Operation  ist,  die  neue  Fanction  in  zwei  Thelle  zu  zerlegen,  deren  er- 
sler  die  ursprüngliche  Function  und  deren  zweiler  die  Mutation  ist.     Dieses  lässl  sich 

am  bequemsten  an  der  Form  9>(z w,  a  +  x)  ausführen.    Weil  nemlich  in 

g>(x w,  a  -h  x)  das  a  genau  dieselbe  Bedeutung,  wie  in  9>(x w,  a) 

hat;  so  gibt  sich  aus  ^(x w,  a  +  x)  eine  mit  q>(\ w,  a)  an- 
fangende und  nach  lauter  ganzen  positiven  Potenzen  des  x,  aufsteigende  Reihe. 

Dieses  ist  eine  aus  dem  Differentialcalcnl  bekannte  Wahrheit. 

Man  bekommt  also  auch  hier,  wie  Im  vorigen  S-9  entweder  mittelst  des  Taylor'scheu 
oder  mittelst  des  Maclaurin'schen  Salzes  folgende  Reihe: 

II)  v(x w,a  +  x)  =  «.(«---.w,a)  +  »-P4-f-Q  +  -=-.R-+- 

Wenn  man  (b  — a)  an  die  Stelle  des  x  setzt,  so  gibt  sich 

III)  Kx w,b)=g>(x w, a) 4-(b-a)  •  ^-^^^^  •  Q  +  7^  '^^ 

Die  Coefficienten  P,  Q,  R enthalten  kein  x  mehr,  sind  also  im  Allgemeinen 

Functionen  aller  der  Veränderlichen  x w;  sie  können  jedoch  auch  Functionen 

nur  einiger  dieser  Veränderlichen,  oder  constant,  oder  auch  Null  sein.  Die  Reihen 
selbst  können  geschlossene  oder  unaufhörliche  sein. 

Ganz  vorzügliche  Berücksichtigung  verdient  der  besondere  Fall* 
wo  a  und  b  so  wenig  voneinander  verschieden  sind,  dass  die  Differenz 
(b  —  a)  Im  Momente  des  Verschwindens  befindlich  ist,  d.  h.  entweder  als 
positiv  oder  als  negativ  der  Null  nächstanliegt  Da  aber  x  =  b -- a,  so  ist 
aoch  X  im  Momente  des  Verschwindens  befindlich ;  und  da  sowohl  (b  —  a)  als  auch  x  von  den 

Werthen  der  nichtmutablen  Veränderliehen  x w  unabhängig  sind;   so  erkennt 

man  an  den  Gleichungen  II  und  III,  dass  man  sich  auch  hier  auf  folgende  Weise  aus- 
sprechen kann:  »Weil  die  specielle  Bedeutung,  welche  man  nach  ausgeführter  Relhen- 
entwickeliuig  dem  Operationsmittei  x  beilegen  mass,   ein   von  jedem  der  Elemente 

X w  unabhängiger  und  im  Momente  des  Verschwindens  befindlicher  Werth  ist; 

so  liegt  bei  jedem  Werthe  der  Elemente  x w  der  Werth  der  neoen  Function 

<p{x w,  b)  dem  Werthe  der  orsprünglichen  Function  «^(x w,  a)  nächst  an.« 
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§.  51.  Wena  niaii  die  Fttoelion  9>(x,  a,  a)  hat,  welche  Dur  den  einrigen  oichtma- 
UbIeD  Verioderlichen  x  eotfaSIt;  and  wenn  man  an  die  Stelle  der  Conatanlen  a  and  a  be- 
xlkglich  xwel  andere  Conatanten  h  und  ß  setzt ;  so  geht  q>(x^  a,  a)  Aber  in  4p(%^  b,  ß). 

Die  ente  Operation  ist,  der  neuen  Function  ein  bleibendes  Merlinial  beiznlegen, 
mittelst  dessen  es  möglich  Ist,  jederzeit  ans  ihr  die  nrsprllngllche  Function  wieder  her- 
zustellen. Dieses  erreicht  man  am  bequemsten,  wenn  man  (a  -h  x)  an  die  Stelle  des  b, 
und  (a  +  n  •  x)  an  die  Stelle  des  ß  einsetzt ;  denn  9>(s,  a  +  x,  a  -h  n  •  x)  zieht  sich 
bei  X  =  0  jederzeit  zuröck  auf  g>(Xy  a,  a).  Was  man  aber  dem  Elemente  x  und  dem 
Prodncfe  n  •  x  für  specielle  Bedeutungen  beileget  muss,  damit  die  neue  Function 
^x,  a  +  X,  a  -t-  n  •  x)  von  diesen  fremdartigen  Elementen  wieder  befreit  wird;  ist 
ausgesprochen  durch  die  Gleichung 

I)    qp(x,  a  -+-  X,  a  -h  n  •  x)  =  g)(x,  b,  ff) 

Daraus  folgt  geradezu  a  4-  x  =  b ,  und  a  +  n  •  x  »  /?,  d,  h.  es  ist  x  =  b  —  a,  und 

ß  —  a 
n  •  X  •■  /3  —  a;  und  daraas  folgten  =3  7—^ 

Die  zweite  Operation  ist,  die  neue  Fuoction  in  zwei  Tlieile  zu  zerlegen,  deren 
erster  die  ursprüngliche  Function  und  deren  zweiter  die  Mutation  ist.  Dieses  lässt  sich 
am  bequemsten  an  der  Form  9>(x,  a  +  x,  a  +  n  •  x)  ausnihren;  denn  weil  in 
9?(x, an-  X,  a  +  n  •  x)  das  a  und  a  bezuglich  genau  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in 
q>(x,  a,  a);  so  ergibt  sich  aus  ^»(x,  a  +  x»  a  +  n  •  x)  eine  mit  9)(x,  a,  a)  anfangende 
und  nach  lauter  positiven  ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigende  Beihe. 

Diese  Wahrheit  ist  bereits  aus  dem  DifTerentialcalcul  bekannt 
Man  kann  aber  diese  Beihe  entweder  mittelst  des  Taylor*schen  oder  mittelst  des  Mac- 
laqrin'schen  Satzes  entwickeln.    Entwickelt  man  mittelst  des  Taylor'cchen  Satie»,   so 
bekommt  man 

(d^qp(i,a,a)     d^y(x,a,a)       \ 
~dli        '        Tu         *  °/ 

^     /dJ<P(x»«,«)  d^d^9(x,a,a)  dt(p(x,«,«)        \ 

1-2     \      d  a3  da  •  da  da»  / 


Entwickelt  man  aber  mittelst  des  Maclaurin*sehen  Satzes,  so  bekommt  man 


III)     qp(x,  a  4-  X 


(d  ^(x,  a  -h  «,  «4-  n-x)\ 
— I 
d  X  /« 


X«     /^J^(*»  a  -h  «,«•+•  n  .  x)\ 


0 

Die  zu  den  verschiedenen  Potenzen  des  x  gehörigen  Coefficieuten  enthalten  kein  x  mehr, 
sind  also  nur  Functionen  ^on  x,  oder  constant,  oder  auch  Null.  Uebrigena  sind  die 
Coefficieuten  in  der  Beihe  III  besiglich  denen  in  der  Beihe  II  vollkommen  gleici.  Die 
Beihen  selbst  können  geschlossene  oder  unaaihörliche  sein.    Zur  AbkftrzunK  setze  man 

IV)    <p(x,  a  4-  X,  a  -h  n  •  x)  =  ^(x,  a,  a)  h-  x  •  (P  -h  P^  n) 


«< 


1  •* 


Die  Bedeutung  von  P,  P',  Q,  Q',  Q'% erkennt  man,  wenn  man  die  Reihe 

IV  mit  II  oder  III  vergleicht.  Will  man  aber  die  Mutation  von  dem  fremdartigen  Ele* 
mento  x  wieder  befreien,  so  setze  man  (b  —  a)  statt  x,  ond  {fi  —  a)  statt  n  •  x  in 
die  Reihe  IV  ein,  und  sie  geht  ttlier  in 
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V)    flp(i»  b,  ß)  Ä  q>(Xj  a,  a)  +  {(b  —  a) .  P  -h  (j>  —  a>  •  P') 

H-  —  .  ((b  —  a)»  .  Q  4-  2rb  —  a)  (p  -  a)  •  Q'  -H  (i?  —  <«2  •  Q'O 


Gans  vorzOgliehe  Berücksichligung  verdient  der  besondere  Fall, 
wo  a  so  wenig  von  b,  und  wo  zugleich  a  so  wenig  von  ß  verschieden  ist, 
dass  die  Differenzen  (b  — a)  und  (ß — a)  im  Momente  des  Verschwindens 
befindlich  sind,  d  h.  entweder  als  positiv  oder  als  negativ  der  Null 
aächslanliegen.  Da  aber  x  =:  b  —  a  und  n  •  x  »  ^  —  a  ist,  so  sind  ancb  das 
Element  x  und  das  Product  n  •  x  im  Momente  des  Verschwindens;  und  da  sowohl  das 
Element  x  als  auch  die  beiden  Differenzen  (b  —  a)  und  (ß  —  a)  von  den  Werthen  des 
\  ganz  unabhängig  sind;  so  erkennt  man  an  den  Gleichungen  IV  und  V,  dass  man  sich 
auch  hier  auf  folgende  Weise  aussprechen  kann :  »Weil  die  specielle  Bedeutung ,  welche 
man  nach  ausgefQhrter  Reihenentwickelong  dem  Operationsmittel  x  beilegen  mnss,  ein 
von  X  unabhängiger  und  im  Momente  des  Verschwindens  befindlicher  Werth  ist;  so 
liegt  bei  jedem  Werthe  des  x  der  Werth  der  neuen  Function  9^1,  b,  ß)  dem  Werthe 
der  ursprQngiichen  Function  qp(x,  a,  a)  nächst  an.* 

%.  52.    Wenn  man  die  Function  ^(x w,  a,  a)  hat ,  welche  eine  beliebige 

Anzahl  nichtmulabler  Veränderlicher  x w  enthält;  und  wenn  man  an  die  Stelle 

der  Constanten  a  und  a  bezüglich  zwei  andere  Gonstanten  b  und  ß  setzt;  so  geht  die 
Function  <p(x w,  a,  a)  Über  in  ^(x w,  b ,  /?)• 

Nun  ist  die  erste  Operation,  dass  »an  der  neuen  Function  9>(x w,  b,  /?)  ein 

bleibendes  Merkmal  beilegt,  mittelst  dessen  man    aus  ihr  die  ursprfingliehe  Function 

^x w,  a,  a)  jederzeit  wieder  herstellen  kann.    Dieses  erreicht  man  auch  hier 

am  bequemsten,  wenn  man  (a  +  x)  an  die  Stelle  des  b,  und  (a  +  n  •  x)  an  die  Stelle, 

des  ß  einsetzt;  denn  9>(x w,  a  +  x,  a  +  n  •  x)  zieht  sich  bei  x  ss  0  jederzeit 

auf  g>(x w,  a,  a)  zurilck.    Was  man  aber  dem  Elemente  x  und  dem  Prodaote 

n  •  X  lür  spedelle  Bedeutungen  beilegen  muss,  um  die  neue  Function  von  diesen  fremd- 
artigen Elementen  wieder  zu  befreien,  ist  ausgesprochen  durch  die  Gleichung 

I)    9)(x w,  a  -h  X,  a  -h  n  •  x)  =  flp(x w,  b,  ^) 

Daraus  folgt  a  +  x  »>  b,  und  a  -1-  n  •  x  «-  |},  d.  h.  es  ist  x  «»  b  —  a,  und  n  •  x  ==  |}  —  a; 

und  daraus  folgt n  — •  P~"" 

o  — a 

Die  zweite  Operation  ist,  die  neue  Function  in  zwei  Theile  zu  zerlegen,   deren  er« 

sler  die  ursprüngliche  Function  und  deren  zweiter  die  Mutation  ist.    Dieses  lässt  sich 

am   leichtesten  an   der  Form  g>(x •  w,  a  +  x,  a  4-  n  •  x)  aosflihren;  und  man 

bekommt,   wie  im   vorigen   S»  entweder  mittelst  des  Taylor'schen  oder  mittelst  des 

Maclaurin*schen  Satzes  folgende  Reihe: 

II)    y(x w,  a  -h  X,  a  -h  n  •  x)  =  ^(x w,  a,  a)  -h  x  •  (P  4-  P^  n) 

Wenn  man  (b  —  a)  und  (ß  --  a)  bezüglich  an  die  Stelle  des  x  und  des  n  •  x  setzt , 
so  gibt  sich   • 

III)    <p(x w,  b,  /?)  =  g)(x w,  a,  a)  -H  ((b  —  a) .  P  H-  (/?  —  a)  •  PO 

i  * 

H ((b  —  aj3  .  Q  -f-  Ab  —  a)  •  (/?  —  a>  •  Q'  -h  (i»  —  ai«  .  Q'^ 

1.2 

Die  Goefficienten  P,  P^  Q,  Q^  Q'' enthalten  kein  x  mehr,  sind  also  im  Allge- 
meinen Functionen  aller  der  Veränderlichen  x w;  sie  können  jedoch  auch  Func- 
tionen nur  einiger  dieser  Veränderlichen,  oder  constant,  oder  auch  Null  sein.  Die 
Reihen  selbst  können  geschlossene  oder  unaulhörliche  sein. 

Ganz   vorzügliche  Berücksichtigung  verdient  der  besondere  Fall, 
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yffo  a  80  wenig  von  b,  and  wo  zugleich  a  so  wenig  von  ß  verschieden  isU 
dass  die  Differenzen  (b  —  a)  und(/9  —  a)  im  Momente  des  Verscb  windens 
befindlich  sind,  d.  h.  als  positiv  oder  negativ  der  N all  nächstanliegen. 
Da  aber  x  =  b  —  a  and  n  •  x  =  /?  —  a  ist,  so  sind  auch  das  Element  x  and  das 
Prodoct  n  •  X  im  Momente  des  Verschwindens ;  ond  da  sowohl  das  Element  x  als  aach 
die  beiden  Diiferenzen  (b  —  a)  and  {ß  —  a)  von  den  Werthen  der  nichtmatablen  Ver- 
änderlichen X  .......  w  anabhäogig  sind ;  so  erkennt  man  an  den  Gleicliangen  II  ond 

fll,  dass  man  sich  auch  hier  aof  folgende  Welse  aussprechen  kann:  „Weil  die  specielle 
Bedeatang,  welche  man  nach  aasgefiihrter  Reihenentwickelung  dem  Operationsroittel  x 

beilegen  moss,  ein  von  jedem  der  Elemente  x w  anabhAngiger  ond  im  Momente 

des  Verschwindens  befindlicher  Werth  ist;  so  liegt  bei  jedem  Werthe  der  Elemente 

X  .••...  w  der  Werth  der  neuen  Function  q)(x w,  b,  ß}  dem  Werthe  der  ur- 

spröngiichen  Function  <p(x .......  w,  a,  a)  nächst  an." 

Wie  man  in  dergleichen  Fällen  weiter  za  gehen  hat,  ist  aus  dem  Vorhergehenden 
hinlängHdi  klar. 

$.  53.  Der  w e  i  tes  t e  Begriff  einer  onmitteibaren  Matation  ist  gegeben ,  wenn  man 
eine  aus  gewissen  nichtmatablen  Veränderlichen  gebildete  Function  in  irgend  eine  an- 
dere aus  denselben  nichtmatablen  Veränderlichen  gebildete  Function  übergehen  lässt. 

Die  erste  Operation  ist  aoch  hier,  das  Element  x  so  in  die  neue  Function  einzu- 
fahren ,  dass  die  mit  x  versehene  neue  Function  sich  bei  x  =:  0  auf  die  arsprfingliche 
zurCtekzieht. 

Die  zweite  Operation  ist,  die  mit  x  versehene  neue  Function  in  zwei  Theile  za 
zerlegen,  deren  erster  die  ursprfingliehe  Function  and  deren  zweiter  die  Mutation  ist. 

Wenn  nun  eine  Function  q>(x w)  in  eine  andere  F(x w)  übeig«gaiH 

gen  ist,  in  welchen  beiden  Functionen  genau  dieselben  nichtmatablen  Veränderlichen 

X w  vorkommen;    ond  wenn  in  die  neae  Function  das  Element  x  aof  besagte 

Weise  eingelQhrt  worden  ist;  so  kann  man  die  mit  x  versehene  neoe  Function  durch 

9»(x w,  x)  bezeichnen.    Die  Bedingung,  dass  bei  x  •»  0  sich  9»(x w,  x) 

aof  g)(x w)  zurückziehe,  ist  ausgesprochen  durch  die  Gleichung 

I)    g>(x w,  0)  =  g)(x w) 

Das  Zeichen  9(1 w,  0)   deutet  an ,   dass  man  fn  q>{\ w,  x)    Null  au 

die  Stelle  des  %  gesetzt  habe.    Auch  braucht   man  nicht   zu   bemerken,  dass  das  hiesige 

tp(TL w,  *)   nicht  so  zu   nehmen   ist,   als  hätten  die  nichtmatablen  Veränderlichen 

X w  eine  Werthänderang  erlitten ;  sondern   das  Zeichen  qp(z w ,  x)  dentei 

an ,  dass  der  Werth  der  Elemente   x w  ongeändert  geblieben  sei ,   aber  dass    die 

Fanction  q)(jL w)   ein    neues   Element  ^  in  sich  aufgenommen  habe,  wobei  noch 

weitere  aus  z ......  w  gebildete  Zusammensetzungen  mit  eingegangen  sein  können  oder 

nicht. 

Was  man  aber  dem  x  fQr  eine  spezielle  Bedeutung  beilegen  muss,  damit  die  neue 

Function  g>(x w ,  x)  von  dem  fremdartigen  Elemente  x  wieder  befreit  wird ,   ist 

aosgesprocheu  durch  die  Gleichung 

II)    <p(x w,  x)  =  F(x w) 

Soll  aber  aas  g>(x w,  x)   die  Fanction  F(x w)  ganz  vollkommen  und 

unzweideutig  wieder  hervorgehen  können;  so  ist  durchaus  ndthig,    dass  durch 

die  Weise,  wie  man  x  in  F(x w)  einfuhrt,  die  Viel  förmigkeit  der 

neuen  Function  nicht   vermehrt  wird.    Dieser   Punkt  verdient  die  strengste 
Beachtung. 

Die  Zerlegung  der  neuen  Function  in  ihre  zwei  Theile  muss  man  an  der  Form 

^x w,  x)  ausführen;  denn  qp(x w,  x)  ist  die  allgemeinere  Form,   eben 

weil  für  eine  specielle  Bedeutung  des  x  sich  F(x w)  aus  (p(\ w,  x)  er- 
gibt   Man  setze  zunächst 

III)    43p(x w ,  x)  =  <p(x w)  -h  X 

Soll  nun  qp(x w,  x)  bei  x  a  0  sich  wieder  auf  g)(x w)  zorttckzieheii, 

so  moss  der  Theii  X  ein  solcher  Ausdruck  sein,  welcher  irgend  eine  positive  Potenz 


79 

(leB  X  xom  gemeioseliafllicheD  Factor  hat,  wobei  X  natOrlich  auch  aus  inehrereD  mit 
venchiedeoeii  positiven  Potenzen  des  x  moltipUcirtan  TheilsaCxen  bestehen  l&ane. 
Im  Allgemeinen  kann  man  setzen: 

IV)    g)(x w,  x)  =  ip(» w)  H-  xP  .  P  -H  x^  .  Q 

-+-  x*^  •  R  -h 

wo  Py  Qy  K kein  x  mehr  enthalten.    Da  aber,   wie  gesagt,  alle  Exponenten 

p,  q,  r  ....positiv  sein  mQssen;  so  kann  die  Reihe  lY,  wenn  sie  eine  unaufhörliche 
ist,  nur  eine  steigende  sein.  Der  Gleichförmigkeit  wegen  wird  man  also  auch  diejeni- 
gen Mutationen,  welche  aus  geschlossenen  Reihen  bestehen,  nach  steigenden  Potenzen 
des  X  ordnen. 

Wenn  also  in  der  Reihe  IV  die  AusdrQcke  P,  Q,  R kein  x  mehr  enthalten , 

und  die  Exponenten  p,  q,  r lauter  positive  Zahlen  sind;  so  ist  wirklich  das 

X  so  in  die  neue  Function  eingelührt,  dass  g>(\ w,  x)  bei  x  =  0  sich  auf 

9>(x  . . . . .  w)  znröckzieht  Dieser  Zweck  lässt  sich  zwar  durch  sehr  ver- 
schiedene EinfQhrungsweisen  des  x  erreichen;  aber  man  erkennt  doch 
geradezu,  dass  diese  verschiedenen  Einführungsweiseu  nicht  ganz 
gleichgültig  sind.    Man  erkennt  nämlich: 

A)  Es  ist  not h wendig,  das  X  in  die  neue  Function  so  einzufahren,  dass  die 
Zerlegung  auch  mit  den  in  den  früheren  Zweigen  der  Analysis  gebotenen  Mitteln  jedes- 
mal ausführbar  ist 

B)  Es  ist  in  Anbetracht  der  ferneren  (mit  der  Mutation  später  noch  vorzunehmen- 
den) Geschäfte  zweckmässig,  das  x  so  einzuführen,  dass  die  Mutation  jedesmal  die 
einfachste  Form  bekommt 

Diese  beiden  Punkte  sind  aber  berücksichtigt,  wenn  man  (man  sehe  noch  $.  56) 
das  X  in  die  neue  Function  so  einführt,  dass  sich  far  die  Mutation  eine  nach  lauter 
positiven  ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  ergiebt;  denn 

1)  weiss  man  mit  Sicherheit,  dass  eine  (geschlossene  oder  unaufliörliche)  Reihe 
nach  lauter  positiven  ganzen  Potenzen  eines  und  desselben  Fortschrei tungselementes 
aufsteigt,  so  ist  ddr  Maclaurin'sche  Satz  das  jedesmal  zum  Ziele  führende  Entwicklungs- 
mittel; und  wenn  einmal  in  irgend  einer  Reihe  eine  der  successiven  Potenzen  des  Fort- 
schrei tungselementes  nicht  vorkommen  kann,  so  zeigt  es  sich  bekanntlich  dadurch,  dass 
deren  Coefficient  Null  ist    Es  hat  ferner 

2)  die  nach  lauter  positiven  ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  auch  die 
einfachste  Form,  und  nimmt  die  wenigsten  Mittel  bei  den  noch  später  mit  ihr  vorzu- 
nehmenden Geschäften  in  Anspruch. 

Somit  hat  man  für  alle  unmittelbaren  Mutationen  nicht  nur  eine  und  dieselbe  Form, 
sondern  auch  ein  und  dasselbe  Entwicklungsmiltel;  und  man  stelle  einmal  für  allemal 
die  Forderung: 

„Alle  unmittelbaren  Mutationen  sollen,  wenn  möglich,  geschlos- 
«sene,  widrigenfalls  unaufhörliche  Reihen  sein,  welche  nach  lauter 
.positiven  ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigen." 

Hier  sind  wir  einmal  im  Falle,  von  der  schon  früher  (gegen  das  Ende  des  g.  47) 
besprochenen  Freiheit  Gebrauch  zu  machen»  weil  wir  den  Zweck  haben,  die  höchste 
Einfachheit  zu  erreichen.  Wie  man  dabei  zu  Werke  geht,  sehe  man  in  §.  56  und  an 
den  Beispielen  des  $.  58.  Dass  sich  unter  den  mancherlei  Einführnngsweisen  des  x 
auch  jedesmal  solche  befinden  müssen,  welche  der  so  eben  gestellten  Forderung  genü- 
gen; dazu  wird  der  Beweis  später  (im  zehnten  Beispiele  des  £.  58)  nachgeliefert 
werden. 

Ganz  vorzügliche  Berücksichtigung  verdient  aber  der  besondere  Fall,  wo  bei  jedem 
IfVerthe  der  nichtmutablen  Veränderliehen  der  Werth  der  neuen  Function  dem  Werlhe 
der  ursprünglichen  Function  nächstanliegt  In  diesem  Falle  muss  bei  jedem  Werthe  der 
nichtmolablen  Veränderlichen  der  Werth  der  Mutation  sich  im  Momente  des  Verschwin* 
dens  befinden,  d.h.  entweder  als  positiv  oder  als  negativ  der  Null  nächstanliegen.  Diese 
Eigen^ohafl  ist  aber,  wie  man  schon  aus  der  Elementaranalysis  weiss,   einer  nnaufhör- 
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Ucheii  Reilie  jedenfalls  dann  gesichert,  wenn  gegen  jedes  belielHge  Glied  die  Soiuroe 
aller  unendlich  vielen  nachrolgenden  im  Momente  des  Verschwhidens  befindlich  ist;  und 
dieser  Bedingung  genügen  alle  jene  Reihen,  die  nach  steigenden  Potenzen  eines  und 
desselben  in  Momente  des  Verschwindens  befindlichen  Fortschreitangselementes  fort- 
laufen.   Man  stelle  also  folgende  zweite  Forderung: 

„In  dem  Falle,  wo  bei  jedem  Werthe  der  nichtmutablen  Verändern- 
„chen  der  Werth  der  Mutation  sich  im  Momente  des  Verschwindens  be- 
„finden  muss,  führe  man  in  die  neue  Function  das  Operalionsmittel 
„xso  ein,  dass  die  ihm  nach  ausgeführter  Reih^nentwick  lung  beizule- 
„gende  specielle  Bedeutung  ein  im  Momente  des  Verschwindens  be- 
«findllcher  Werth  ist.« 

In  dieser  Hinsicht  vergleiche  man  die  Beispiele  in  der  zweiten  Abtheiinng  des  $.  58, 
namentlich  das  zwanzigste  Beispiel,  welches  in  der  erforderlichen  Allgemeinheit  ge- 
halten ist 

Anhang.  Blicken  wir  nun  auf  die  allgemein  bekannte  Grundlage  des  Differenzen- 
caiculs  und  auf  die  hier  in  dieser  Theorie  bereits  mitgelheilte  Grundlage  des  (bis  jetzt 
sogenannfen)  Variationscalculs  zurück;,  so  haben  wir  folgende  Vergleichung: 

I.  Begründung  des  Differenzencaiculs. 

A.  Der  einfachste  Fall,  auf  dem  die  allererste  Begründung  des  Differenzencaiculs 
beruht ,  ist  folgender :  Es  ist  eine  Function  qp(x)  mit  dem  einzigen  unabhängigen  Ver- 
änderlichen X  gegeben,  und  man  setzt  (x  ■+•  x)  an  die  Stelle  des  x,  so  dass  9)(x)  in 
g}(x  -H  x)  übergeht.    Hier  unterscheide  man  zweierlei: 

1)  Kann  auch  jetzt  das  x  noch  jeden  beliebigen  Werth  annehmen,  so  ergibt 
sich,  was  auch  9(x)  fiir  eine  Function  von  x  sein  mag,  aus  (p(Ti  +  x) 
keine  andere,  als  eine  mit  <jp(x)  anfangende  und  nach  lauter  positiven 
ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigende,  d.  h.  die  Taylorsche  Reihe;  und 
dass  sich  nur  diese  Reihe  ergibt,  muss  durchaus  bewiesen 
werden. 

3)  Wenn  aber,  nachdem  man  (x  +  x)  an  die  Stelle  des  x  in  q>(x)  eingesetzt 
hat,  das  x  alsdann  einen  bestimmten  Werth  a  bekommt,  so  dass  man  ei- 
gentlich (a-hx)  an  die  Stelle  des  x  in  qprx)  einsetzt;  dann  kann  man  Im 
Allgemeinen  nichts  von  der  Form  der  sich  ergebenden  Reihe  behaupten, 
sondern  man  muss  jeden  speciellen  Fall  nach  seinen  Eigenthümlichkeiten 
untersuchen. 

B.  Wie  dieses  Verfahren  auf  Functionen  mit  zwei  und  noch  mehr  Veränderlichen 
ausgedehnt  wird,  ist  bekannt. 

II.  Begründung  des  (bis  Jetzt  sogenannten)  Variationscalculs- 

A.  Der  einfachste  Fall,  auf  dem  die  allererste  Begründung  dieses  Caiculs  be- 
ruht, ist  folgender:  eine  Function  gxx)  mit  dem  einzigen  nichtmutablen  Veränderlichen 
X  geht  in  eine  andere  Function  Frx)  mit  demselben  nichtmntablen  Veränderlichen  x 
Über.  Hier  führt  man  in  F(x)  nach  freier  Wahl  das  Operalionsmittel  x  so  ein,  dass 
sich  eine  mit  g>(x)  anfangende  und  nach  lauter  positiven  ganzen  Potenzen  des  x 
aufsteigende  Reihe  ergibt.  Jede  andere  Ei nführungs weise  des  x  wird,  weil 
weniger  zweckmässig,  verworfen,  und  man  hat  nur  zu  beweisen,  dass 
eine  solche  Einführungsweise  des  x  jedesmal  möglich  ist  (das  dabei  anzu- 
wendende Verfahren  wird  in  den  nächsten  $$.  auseinandergesetzt  werden). 

B.  Dieses  Verfahren  kann  ohneweiteres  auf  Functionen  mit  zwei  und  noch  mehr 
nichtmutablen  Veränderlichen  ausgedehnt  werden  (wird  gleichfalls  in  den  nächsten  $$. 
auseinandergesetzt  werden). 

$.  54.  Wenn  eine  Function  ^(x)  in  eine  andere  Function  F(x)  übergegangen  ist, 
wo  sowohl  9>(x)  als  auch  F(x)  nur  den  einzigen  nichtmutablen  Veränderliehen  x  enthal- 
ten; und  wenn  man,  um  der  neoen  Function  die  besprochene  Eigenschaft  beizulegen, 
das  Element  x  einfikhrt ;  so  kann  man  die  mit  x  versehene  neue  Function  durch  9>(x,  x) 
bezeichnen.    Das  x  muss  nach  der  im  vorigen  S*  gestellten  Forderung  so  eingeAkhrl 


81 

sein,  dass  ^(x,  x)  gieli  in  eine  mit  ^x;  aofaogende  and  nach  laater  poditiveo 
ganien  Potenzen  des  x  aafeteigende  Reihe  entwickeln  lässt,  welche,  wenn  man  sie 
mittelst  des  Maelaarin'schen  Satzes  entwickelt,  folgende  Form 


I)  v(x,  x)  —  qp(X)H-x 


\      d«         'o        J.»      \      dx2       /q       1.P.3    \       dx^      /Q     "' 


annimmt.  Was  man  aber  nach  aosgeftihrter  Reihenentwickelong  dem  Operationsmittei 
X  für  eine  specielle  Bedeatong  beilegen  mass,   ist  ausgesprochen  durch   die  Gleichung 

U)    <pix ,  x)  =  F(x) 

Die  Coefficienten  der  Reihe  I  enthalten  kein  x  mehr,  sind  also  Functionen  von  x,  oder 
eonstant ,  oder  aoeh  Nnll.  Die  Reihe  selbst  kann  eine  geschlossene  oder  unaufhörliche 
sein.    Um  die  Kürze  der  Darstellnng  zu  befördern,  setze  man  dq>(x)  anstatt 


/d»9(x ,  x)\  /d^qp(x ,  x)\  /49(x ,  x)\ 


und  statt  der 


Reihe  I  hat  man 


X*       ^  x3 


HI)  g>(x,  x)  =  <3f>(x)  -f-  X  .  agKX)  H •  9^<p(x)  H d^gxx)  H- 

1.2  1.8.3 

Diese  Bezeichnung  ist  der  des  Differenlialcalculs  analog  und  sehr  passend ,  um  die  Ope- 
rationen anzudeuten,  mittelst  welcher  man  aus  9>(x,  x)  successive  die  einzelnen  Coeffici- 
enten bekommt.  Besonders  beachte  man  den  Fall,  wo  sich  9)(x,  x)  nur  in 
zwei  Theilsätze  zerlegt,  so  dass  man  die  geschlossene  Reihe 

IV)    9)(x,  x)  =  g>(x)  4-  X  .  d<3p(x> 

bekommt.    Wenn  nun  y  ^  9>(x)  in  irgend  eine  andere  Function  F(x)  übergeht,  so  ist 

F(x)  —  qfix)  der  Unterschied  zwischen  der  neuen  und  ursprünglichen  Function,  welcher, 

wie  gesagt,  die  Mutation  heisst,  und  mit  Jy  bezeichnet  werden  mag,   so  dass  Jy  = 

F(x)  —  9>(x)  oder  y  +  ^/y  =  F(x)  ist.    Dasselbe  thut  man  auch,  wenn  x  in  F(x}  einge- 

lahrt  ist,  indem  man  gleichfalls  Jy  «»  9}(x,  x)  —  qp{x),  oder  y  4-  ^/y  «  qp(x,  x)  setzt. 

Dieses  ist  nach  Analogie  des  Differenzencalcols ,  wo  man  die  Differenz  ^(x  +  x) 
—  9(x)  mit  Dy  bezeichnet ,  und  Dy  =  q>{x  4-  x)  —  ^(x)  oder  y  -i-  Dy  =■  ^(x  -4-  x) 
setzt. 

So  wie  man  aber  y  «  gxx)  und  y  h-  ^y  =  qp(x,  x)  setzt;   so  setzt  man  auch 

dy  =  dgxx) ,  ^y  =  ^g>(x) ,  d^y  =  d^gKx) ,  etc. ;  und  man  hat  statt  der  Reihe  III  jetzt 

folgende: 

V)    y  -h  i/y  =  qp(x)  H-  X  •  ^y  H-  — -  .  a^y  4-  7—  •  ^  -h 

Daraus  folgt: 


Vi)    ^y«x.ay+— .d«y-hj35^.d3y  4- 


Alle  Coefficienten  ^y,  d^y,  ^y,  efc,  mfissen,  wie  gesagt,  Im  Allgemeinen  Functionen 
von  X,  können  aber  auch  eonstant'  oder  Null  sein;  und  will  man  diese  für  Jy  herge- 
stellte Reihe  wieder  von  x  befreien,  so  hat  man  ihm  die  specielle  Bedeutung  zu  geben, 
welche  ans  Gleichung  II  entnommen  werden  muss. 

$.  55.  Wenn  eine  Function  <jp(x,  w)  in  eine  andere  F(x,  w)  übergegangen  ist, 
wo  sowohl  in  qp(x,  w)  als  auch  in  F(x,  w)  nur  die  beiden  nichtmotablen  VerAnderti- 
chen  X  und  w  enthalten  sind;  und  wenn  man,  um  der  neuen  Function  die  ndtlrige  Ei- 
genschaft beizulegen,  das  Element  x  einführt;  so  kann  maja  die  mit  x  versehene  neue 
Function  durch  qp(x,  w,  x)  bezeichnen.  Das  x  muss  aber  nach  der  in  %,  53  gestellten 
Forderung  so  eingeführt  sein,  dass  9)(x,  w,  x)  sich  In  eine  mit  qp(x,  w)  anfangende 
und  nach  lanter  positiven  ganzen  Potenzen  des  x  aofeteigende  Reihe  entwickeln 
lisst,  welche,  wenn  man  sie  mittelst  des  Maclaurin'sehen  Satzes  entwickelt,  folgende 
Form 

11 


82 


I)    cp(x,  w,  x)  =  g>(x,  w)  -h  X 


x3      /d^y(».  w,  >)\ 

1,2.J      \  dx3  /o 


anoimmt.  Was  man  aber  nach  ausgeführter  Reihenentwickelung  dem  Operationsele- 
menle  x  für  eine  specielle  Bedeutung  beilegen  muss,  ist  ausgesprochen  durch  die 
Gleichung 

II)    i3p(i,  w,x)  =  F(x,  w) 

l)ie  CoeflScienten  der  Reihe  I  enthalten  kein  x  mehr,  sind  also  im  Altgemeinen  Fniie- 
tionen  von  x  und  w  zugleich;  sie  können  aber  auch  Functionen  Ton  nur  einem  einiigea 
dieser  Elemente,  oder  constant,  oder  auch  Null  sein.  Die  Reihe  selbst  kann  eine  ge- 
schlossene oder  unaufhöriiehe  sein.    Um  die  Kürze  der  Darstellung  zu  befördern,  setze 

(d^<p(x,  w,  x)\                                   /^x'3P(*>  ^»  '')\ 
/  »  ^fpC^y  w)  anstatt  i --^ —  1  , 
dx           /o                                   \         dx^         /o 


/d^9(x,  w,  x)\ 


d-^qp(x ,  w)  anstatt  \ 7-;;^ /  j  etc. ;  und  statt  der  Reihe  I  hat  man 

IIJ)  g>(x,  w,  x)  =  <3p(x,  w)  4-  X  .  Jy(x,  w)  -h  —  .  ^2<3p(x,  w)  -h   YJl   •  ^V(x»  w)  -h  •    •   • 

Besonders  beachte  man  den  Fall,  wo  sich  gp(x,  w,  x)  nur  in  zwei  Thefl- 
salze  zerlegt,  so  dass  man  die  geschlossene  Reihe 

IV)     <p(\j  w,  x)  =  g>(x,  w)  +  X    •    ^<3P(x,  w) 

bekommt  Wenn  nun  y  =  9)(x,  w)  in  irgend  eine  andere  Function  F(x,  w)  über- 
geht; so  bezeichnet  man  ^  auch  hier  die  Mulatron  mit  Jy^  und  setzt  dy  =  F(x,  w) 
—  9)(x,  w),  oder  y  -H  //y  =  F(x,  w).  Dasselbe  thut  man  auch,  wenn  x  in  die  neue 
Function  eingeführt  ist,  indem  man  gleichfalls  Jy  =  9>(x,  w,  x)  —  <]p(x,  w),  oder 
y  -h  i/y  «1  g?(x,  w,  x)  setzt.  Sowie  man  aber  y  =  qp(x,  w),  und  y  4-  ^/y  =  g»(x,  w,  x) 
setzt;  so  setzt  man  auch  dy  =  dq>(x,  w),  ^y  =  ^g>(x,  w),  d^  »  ^Vl^i  w),  etc  ; 
und  man  hat  statt  der  Reihe  III  jetzt  folgende: 

V)  y  -H  ^y  «  y  -h  X .  ay  4-  -^  •  ««y  -+-  jj^  •  a^y  4- 

Daraus  folgt: 


X2 


VI)    ^y  =  x.ay4-— .<52y4-^-^.d3y4- 


Hier  müssen  aber,  wie  gesagt,  alle  Goefficienten  dy,  i^y,  d^,  etc.,  im  Allgemeinen 
Functionen  von  x  und  w  zugleich  sein ;  sie  können  aber  auch  Functionen  von  nur  einem 
einzigen  dieser  Elemente,  oder  constant,  oder  Null  sein;  und  will  man  diese  für //y  her- 
gestellte Reihe  wieder  von,  x  befreien,  so  hat  man  ihtn  diejenige  specielle  Bedeutung 
zu  geben,  welche  aus  Gleichung  II  entnommen  werden  muss. 

$.  56.  Nicht  immer  ist  es  möglich,  der  neuen  Function  die  erforderliche  Eigen- 
schaft dadurch  zu  geben,  dass  naan  das  einzige  Element  x  einführt;  sondern  oft  muss 
man  das  x  noch  mit  einem  Factor  begleiten,  und  Prodncte,  wie  n  •  x,  m  •  x^  etc.  ein- 
(ührei^  Zwei  derartige  Fälle  sind  schon  in  §.  51  und  $.  52  vorgekommen;  andere  wer- 
den in  $.  58  vorkommen. 

Wenn  nun  die  Function  <p(X)  in  eine  andere  F(x)  übergegangen  ist,  wo  sowohl  ^(lu 
als  auch  F(x>  nur  den  einzigen  niehlmutablen  Veränderlichen  x  enthalten;  und  wenn 
man,  um  der  neuen  Function  die  erforderlichen  Eigenschaften  beizulegen,  ausser  dem 
.Elemente  x  noch  die  Prodncte  n  •  x,  m  • »,  etc.  einföhren  muss;  so  mag  die  mit  x  ver- 
sehene neue  Function  Frx)  durch  9>(x,  x,  n  •  x,  m  •  x )   bezeichnet  werden. 
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Aucb  hier  muas  das  x  so  eingeftthrt  sein,  dass  sich  die  darch  de«  MaclaunD*8€hen  Satz 
zu  entwickelnde  Reihe 

1)    g>(% ,»,  n«x,  ni*x,... ....)=:  ffftx)  -(-  X  •  d<p(x)  -h  —  •  Äpfx) 

»3 


1.2.3 

eilgibt    Und  wenn  man  y  =  g>(x)  setzt,  so  kann  man  statt  dieser  Reihe  auch 

II)    y  -f  ./y  —  g>ix)  -h  >c  •  ^y  4-  -j  •  a«y  -H  j^  .  iJ3y  -f  .   •   •   •    .   .   •   . 

setzen.  Was  man  nach  ausgefQhrter  Reihenentwickelung  dem  Elemente  x  und  den 
Prodncten  n  •  x,  m  •  x,  etc.,  för  specielle  Bedeutungen  beilegen  muss,  ist  ausgesprochen 
durch  die  Gleichung 

III)    ^(x,  X,  n  •  X,  m  •  X, )  ■■  Frx) 

Wenn  eine  Function  <p(x,  w)  in  eine  andere  F(x,  w)  Qbergegangen  ist,  wo  sowohl 
9)(x,  w)  als  auch  F(x,  w)nur  die  zwei  nichtmutabien  Veränderlichen  z  und  w  enthalten; 
und  wenn  man ,  um  der  neuen  Function  die  erforderlichen  Eigenschanen  beizulegen , 
ausser  dem  Elemente  x  noch  die  Producte  n  •  x,  m  •  x,  etc.  einfuhren  muss;   so  mag 

die  mit  x  versehene  neue  Function  F(x,  w)  durch  <^(x,  w,  sf,  n  •  x,  m  •  x, } 

bezeichnet  werden.  Auch  hier  muss  das  x  so  eingeführt  sein ,  dass  sich  die  durch  den 
Maclaurin'scben  Satz  zu  entwickelnde  Reihe 

IV)    y{i,  w,  X,  n  •  X,  m  •  X, )  =  (p(x,  w)  -h  x  •  dg>(\,  w)  -h— -  •  ^<p(x,  w) 

1«» 

ergibt.    Und  wenn  man  y  «»  9>(x,  w)  setzt,  so  kann  mau  statt  dieser  Reihe  auch 
V)     y  4-  ^y  =  ^(x,  w)  -+-  x  .  dy -4-  -J^    ^2y  4.  ^  .  ^iy  h- 

setzen.  Was  man  nach  ausgeführter  Reiheueutwickeloug  dem  Elemente  x  und  den 
Prodncten  n  •  x,  m  •  x,  etc.  für  spezielle  Bedeutungen  beilegen  muss,  ist  ausgesprochen 
durch  die  Gleichung 

VO    g>(x,  w,  X,  n  •  X,  m  •  X, )  =  F(x,  w) 

Besonders  in  den  Fällen,  wo  gleichzeitig  mehrere  Functionen  ^(x),  9>^D,  g»''(x),  etc. 
bezüglich  in  andere  Functionen  F(x),  F^x),  F^'rx),  etc  fibergehen,  oder  wo  gleichzeitig 
mehrere  Functionen  9>(x,  w),  tp'ity  v)«  9>''(^»  ▼)«  ^^-  bezüglich  in  andere  Functionen 
F(x,  w),  F'(x,  w),  F''(x,  w),  etc.  übergehen,  und  so  fort,  ist  es  nicht  immer  möglich, 
das  einzige  Element  x  in  alle  diese  neuen  Funetioneo  so  einzuführen,  dass  es  dann 
in  allen  dieselbe  Bedeutung  hat,  wenn  man  nicht  ausser  dem  einfachen  x  auch  noch 
Producte  n  •  x,  m  •  x,  etc.  zu  Hilfe  nimmt 

g.  ^7.  Wie  man  bis  jetzt  ersehen  hat,  ist  es  bei  den  unmittelbaren  Mutationen 
einerlei,  ob  die  mutable  Function  nur  einen  oder  beliebig  viele  nichtmutable  Veränder- 
liche enthält,  da  die  Operation  des  Mutirens  nur  ein  einfaches  Differentiiren  nach  x  ist 
Es  soll  aber  noch  bemerkt  werden,  dass  man  die  Reihe 


sehr  oft  durch  y^  darstellt,  insofern  man  y^  als  Function  des  einzigen  Veränderlichen  x 

ansieht.    Von  dieser  Bezeichnung  wird  wegen  ihrer  Bequemlichkeit  besonders  dann  Ge- 
brauch gemacht  werden,  wenn  man  die  ganze  durch  y    dargestellte  Reihe  als  einziges 

Element  in  ekian  Ausdruck  setzt    In  der  Reihe 

wwiieD  alle  mit  x  behafteten  Glieder  zusemroen  oder  das  ihrer  Summe  gleiche  Jy  ^ 
(unnrittelbar»  reiae)  Gesammtmutation  genemit;  die  einzetnan  Glieder 
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X  •  dy,  —  •  <5^y, •  d'y,  eCc.  neoot  man  (oamiUelbare  reine)  Mutalionstheile, 

and  zwar  bezüglich  ersten,  zweiten,  dritten  etc.;  die  Coeflicienten  ^y,  ^'y,  ^,  etc. 
nennt  man  (anmittelbare  reine)  Mutati onscoefficienten,  nnd  zwar  bezOglich  er- 
sten ,  zweiten ,  dritten ,  etc. 

§.  58.  Nun  sollen  zu  dem  Bisherigen  einige  Beispiele  folgen,  und  zwar  in  zwei 
Abtbeilungen. 

Erste  AhlkeUuug.  Beispiele,  wo  eine  Function  in  eine  andere  über- 
geht, deren  Werth  nicht  gerade  ein  dem  Werthe  der  ursprünglichen 
Function  nächstanliegender  zu  sein  braucht. 

Erstes  Beispiel.    Es  seiy<»  gxi)  gegeben,   und  diese  Function  gehe  über  in 

I)    y  4-  ^y  =  F(xj  —  4p(x)  +  ifHJL> 

Man  setze  ohneweiters 

II)     y  4-  ^y  «■  y(x,  x)  «—  qpfl)  -h  X  •  %IA.t) 

Hieraus  gibt  sich  wieder  y  =  9>(x),  wenn  man  x>  =  0  setzt;  und  wenn  man  x  =  1 
setzt,  so  geht  (p(xy  x)  Aber  in  F(x)  =  <jprx)  +  V'(x). 

Zweites  Beispiel.    Es  sei  y  =  g>(\)  gegeben,  und  diese  Function  gehe  über  in 

I)    y  -4-  Jy  =  F(x)  —  ijp(x  H-  t^x)) 
Man  setze  ohneweiters 

II)     y  -f  iiy  =  g>(x ,  x)  =5  g>(x  -h  X  .  t/;(xj) 
so  bekommt  man  durch  den  Maclaurin'schen  Satz  folgende  Reihe: 

in)  y-{-Jy  =  <p<x)+X'\  — J   + .  \   —— — I  H l   — — /  -t-. . 


Nun  ist  hier  in  diesem  Beispiele 

d^9(z) 

■  T^'  •  (^x))s,  etc.;  letztere  Reihe  ist  also  gleichbedeutend  mit  folgender: 

IV)    y  +  ^y  =  ,p(,)  +  ,. .  !!^' .  (v<i,)  +  ^^.^.i^xiy 


8 


1.2.3       dx«»      ^       -^ 


Hieraus  gibt  sich  wieder  y  =  9>(x),  wenn  man  x  »  0  setzt;   und  wenn  man  x  =  1 
setzt,  so  geht  qp(z,  x)  über  in 

Drittes  Beispiel.    Es  sei  y  =  <jp(x)  =  Ignatz  gegeben,   und  diese  Function   gehe 
über  in 

Erstens.    Man  setze 

II)    y  -f-  ^y  =  q>(%i  x)  -»i  lg  uat  x  •  x* 

so  bekommt  man 

UI)    y  -h  Jy  =t  g)(x,  x)  =  lg  nat  X  H-  X  •  lg  nat  x 
Hieraus  ergibt  sich  wieder  y  =  <p{%)  =  lg  mt  x,  wenn  man  x  sss  0  setzt;   und  wenn 
man  x  =  2  selzt»  so  geht  ^(z,  »)  über  in  F(z)  =ss  Ig  oai  x  +  2  •  Ig  mI  z  as  Ig  nat  x^. 
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Zweitens.    Man  setze 

IV)    y  +  ^y  =  q>Xx,  x)  —  Ig  oat  i  •  x— " 

so  bekommt  man 

V)    y  H-  ^/y  —  <3p'(x,  x)  ==  Ig  nal  x  —  *  •   lg  oat  x 

Hieräqs  gibt  sich  wieder  y  :=  9Xx}  »>  Ig  nat  x,  weoo  man  x  »  0  setzt;  ond  wenn  man 
X  =  —  2  setzt,   so  geht  9>'(x,  x)  aber  in  F(x)  =  Ig  nat  x  +  3  •  Ig  nat  x  =  lg  nat  xK 

Viertes  Beispiel.    Es  sei  y  »  tpix)  mm  x*"  gegeben«   and  diese  Function  gehe 

öt>er  in 

I)  y  -h  ^y  =  F(x)  =  (x  -h  a)" 

Erstens.    Man  setze  ohneweiters 

II)    y  -4-  Jy  —  ^(x,  x)  =  (x  4-  X  .  a)" 
so  bekommt  man 

x2 

111)    y  4-  i/y  =  g)(x,  x)  —  x™  -f-  X  .  m  •  a  .  x"-»  H m(m  —  1)  •  a«  •  x"-2 

x3 

H m  .  (m  —  i)  •  (m  —  2)  •  a^  •  x"  -  3  + 

Bei  X  =s  0  gibt  sich  hieraas  wieder  y  ■»  9>(x)  »>  x*";  andrbei  ic  =  1  geht  <jp(x,  x)  Ober  in 

1 

F(x)  =  x™  4-  m  .  a  •  x"  - 1  H m  •  (m  —  l)  •  a«  •  x™-2 

1.2 

H m(m  -  1)  .  (m  —  2)  .  a^  •  x"  -  3  4- 

—  (x  4-  a)" 
Zweitens.    Man  kann  aber  auch  setzen 

IV)    y  4-  ^y  -  g»'(x,  x)  =  (x  -  X .  a)"' 
and  so  bekommt  man 

V)    y  4-  ./y  —  g)'(x ,  x)  —  x"  —  x  •  m  •  a  •  x"-*  4-  —  •  m(m  —  1)  .  a«  •   x""  -  « 
^•m(m^l)-(m  — 2).a3.x'»-3+ 

Hieraos-  gibt   sich    wieder  y  =  qxx)  =  x"*,  wenn  man  x  ■■  0  setzt;    and    wenn   man 
X  =  —  1  setzt,  so  geht  <p*(ty  x)  ober  in 

Ffx)  =  x"  4-  m  .  a  .  x"-'  4 m  •  (m  —1)  •  a^  •  x"-« 

H •  m  •  (m  —  1)  •  (m  —  2)  •  a^ .  x"  -  3  4- 

=  (x  4-  a)" 

Ffinftes  Beispiel.    Es  sei  wieder  y  »  gxz)  =  x"  gegeben,  und  diese  Fanction 
gehe  Ober  in 

1)     y   4-  Jy  —  fix)  =.  x"  +  ** 

Erstens.    Man  setze 

II)  y  4-  //y  =  g>(x,  x)  =  x"  +  « 
80  bekommt  man 

III)    y  4-  ^  =  g)(x,  x)  =  x"  .  (l  4-  »  •  Og  nal  »)  -»-^  •  Og  nat  x)2 

-^  ix;  •  ("K ""' ^^^  + ) 

flieraas   gibt  sich  wieder  y  =  <p(x)  »  x" ,   wenn  man  x  =:  0  setzt;  und   wenn  man 
X  =  n  setzt,  so  geht  9>(x,  x)  Ober  In 

F(X)  =  x"'   .11  4-  n  •  Os  nat  »)  +  —  •  Og  «at  x)^ 

-H^.(.gn.txy  + ) 

e«  X«  .  X"  «*X"  +  "  • 
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Zweilens.    Mau  selse 
so  bekomml  man 


IV)    y  -H^y  =  g>t*,  H)=^ 


/  »2 

V)    y  -h  z#y  =  (p'(x.  m)  —  i*"  .  I  i  —  »  .  (lg  oal  x)  H-  -—  •  (Ig  aal  xy 

\  1  •  X 


x3 

(lg  Dal  x)^ 


) 


1.2.3 

Hieraus  folgt  wieder  y  =  gxz)  =  x"*,  weoD  mau  x  »  0  seilt;  und  wenn  man  «  »  —  n 
setzt,  so  geht  q>'(x,  x)  über  in 

Fix)  =  X™  .  (l  -f-  n  .  (Ig  nat  x)  4-  —  •  (Ig  nat  x)« 

+  J^.Ogn.lxy+ ) 


,m      -,n   —Dl    1    n 


.  X« 


=   X™  .  X"  =  X"  + 

Sechstes  Beispiel.    Wenn  y  »  (pix)  •»  Ig  nat  (x^)*"  übergeht  in 

I)    y  4-  ^y  =  F(X)  r=  Ig  nat  (x«)" 

so  kann  man 

II)    y  +  z/y  «  g,(x,  x)  «  lg  nat  (x«)"  "^  * 

setzen.    Daraus  folgt 

III)    y  H-  ^y  =  g,(x,  x)  =  lg  joat  (x2)"  H-  x  •  lg  nat  (x«) 

Hieraus  gibt  sich  wiader  y  «  <jp(X)  =:  ig  nat  (x^",  wenn  man  x  «»  0  setzt;  und  wenn 
man  x  =  (m  —  n)  setzt,  so  geht  <p(Xy  x)  Ober  In  F(X)  =  Ig  nat  (x3)**-»-(m--n)  •  lg  nat(x2) 
=  Ig  nat  {x^f. 

Siebentes  Beispiel.    Wenn  y  »>  <3p(x>  »  sin  x  übergeht  in 

l)    y  4-  i/y  ■=»  F(x)  =  (sin  x)  •  (cos  x) 
so  kann  man 

II)    y  -h  i/y  «=»  qp(x .  x)  Ä  (sin  x)  •  (cos  x  •  x) 

setzen;  denn  daraus  folgt 

X«  ,        ^  \ 

1.X.9  •  ■  •  •  8  / 

In  dieser  Reihe  fehlen  alle  ungraden  Potenzen  des  x.  Bei  x  »  0  gibt  sich  wieder 
y  SS  9)(x)  »  sin.  x;  und  bei  x  ==  1  geht  qp(x,  x)  über  in 

y  H-  ^y  o-  F(x) «  (sin  x)  •  1 1 X»  H X*  —  -— T 7  •  x« 

•^  ^  \  *•*  1.2.3.4  1.2.3....  6 

■ )  , 

—  (sin  x)  •  (cos  x) 

Achtes  Beispiel.    Wenn  y  »  q>(x,  w)  »cos  (x  4-  w)  gegeben  ist,  und  über- 
geht in 

1)    y  4-  /^y  —  F(x,  w)  =  (cos  x)  •  (cos  w) 

so  kann  man  setzen 

entweder  ' 

•II)    y  +  //y  =  Qp(x,  w,  x)  «=  cos  (x  4-  w)  4-  X  •  (sin  x)  •  (sin  w) 
oder 

ni)    y  4-  //y  =  <p'(x ,  w ,  x)  =»  cos  (x  4-  w)  4-  (sin  x)  •  (sin  x  •  w) 
oder 

IV)    y  4-  z/y  •«  <3P"(x,  w,  x)  =  cos  (x  4-  1v)  4-  (sin  «  •  x)  •  (sin  » •  w) 


4 X« H 
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and  80  forL  Aos  allen  dieten  Aasdrifa^kea  folgt  wieder  9>(k,  w)  =coa<x  -f-  w),  wena 
man  »  ss  0  seUt;  ans  allen  dieaee  Ansdrücken  Ulssl  sich  etnc  mit  cos  (%  •+-  v)  an- 
fangende und  nach  ganzen  Potenzen  des  «  aufsteigende  Reihe  ontwickela»  aber  diese 
Reihen  werden  verschieden  ausfallen,  je  nach  der  verschiedenen  Binffihrnngsweise  des  x; 
alle  diese  AusdrQcke  haben  das  Gemeinsame,  dass  sie  bei  x  =  1  ganz  unbedingt  in 

F(x.  w)  =  cos  (x  -h  w)  -h  (sin  x)  •  (sin  w)  =  (cos  x)  •  (cos  w) 
ikbergehen. 

Neuntes  Beispiel.     Wenn  y  «^  qp(x,  w)  =  Ig  nat  (x  +  w)  gegeben  ist,    und 
übergeht  In 

I)    y  -h  i^y  ^=  F(i,  w)  ■"  cos  (x  —  w) 

60  kann  man  entweder  setzen 

ui)  y  4-  ^y  ^  Kx.  w, .)  :=.  lg  ,.t  (X  -H  w) .  (,;":J\:j; J 

Daraas  llsst  sich  nemlich  eine  mit  lg  nat  (x  +  w)  anfangende  und  nach  lauter  posltfveft 
ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  entwickeln.    Auch  gibt  sich  bei  x  =  0  wie- 
der g>(x,  w)  =  lg  nat  (x  4-  w) ,  und  bei  x  =  1  gibt  sich  F(x,  w)  =  cos  (x  —  w). 
Man  kann  aber  auch  setzen 


X 


IV)    y  +  -/y  -  v'(«,  w,  k)  =  ig  D.t  (I  +  w)  .  («O^til^^)) 

Daraus  kann  man  nemlich  wieder  eine  mit  Ig  nat  (x  +  w)  anfangende  und  nach  lau- 
ter positiven  ganzen  Potenzen  des.x  aufsteigende  Reihe  entwickeln.  Auch  gibt  sich  bei 
x=;0  wieder  9)(x,  w)  =  Ig  nat  (x 4- w) ,  und  beix-«—  1  gibt  sich  r(x,  w)  =  cos  (x  — w). 

Zehntes   Bespiel.    Wenn  y  »  q>{\ w)  gegeben  ist,   und  flbergeht  in 

y  ■+■  Jy  =s  F(x . . . .  w) ,  WO  man  weder  von  (p(x  .  . . .  w)  noch  von  F(x  . .  . .  w)  Irgend 
eine  Eigenschaft  kennt;  so  fragt  sich  allerdings,  ob  unter  den  mancherlei  EinlQh- 
rungsweisen  des  x  sich  auch  jedesmal  solche  befinden  müssen,  welche  eipe  nach  lauter 
positiven  ganzen  Potenzen  des  x  aallsteigende  Reflie  liefern.  Die  Antwort  hierauf 
ist  bejahend,  wie  sogleich  bewiesen  werden  soll. 

Erstens.    Man  setze  gradezu 

I)     <3p(x w,  x)  =  q>{x w)  -h  X  .  (F(X w)  —  <p{x w)) 

Bei  X  =:  0  bekommt  man  qp(x v,  0)  =?  ^(x w);  und  bei  x  =a  1  bekommt 

man  g>(x w,  1)  =  F(x w).    Die  Reihe  1  ist  eine  geschlossene.    Wenn  sie 

gleich  in  allen  Fallen  gebraucht  werden  kann,  so  wird  sie  ihre  Vorzüge  doch  besonders 

in  den  Fällen  haben ,  wo  sich  q)(x w)  auch  wirklich  von  F(x w)  subtrahiren 

lasst.    (Man  sehe  zurück  auf  das  erste,  drille  mtd  sechste  Beispiel.) 

• 

(F(x  ...    .  w)\* 
-7—^ — — — (I  ,aobe- 
(pyX  •  •  .  •  •  W^/ 

kommt  man 

II)  ^'(.  . . . .  w, «)  =  ..(X . .  . .  w)  .  (l  +«.  (tenatg^)  +^ .  (lg„al^^)y 

^_j;L.r,g„..][ö^^Y  + ) 

1.2.3         V  **  g)(x  ....  W)^  / 

Drittens.  Und  dergleichen  Einfuhrungsweisen  mehr,  namentlich  solche,  welche 
sieh  der  Beschaffenheit  der  jedesmaligen  Function  anpassen,  und  von  welchen  einige 
in  den  bisherigen  Beispielen  vorgekommen  sind ,  einige  in  deu  gerade  jetzt  nachfolgenden 
Beispielen  vorkommen  werden.  (Man  sehe  zurück  auf  $.  56.  Sehr  beachtenswerth  ist 
auch  $.61.) 

Zweite  Ablheihmg.  Beispiele,  wo  eine  Function  in  eine  andere  über- 
geht, deren  Werth  unter  allen  Umständen  ein  dem  Werthe  der  ur- 
sprünglichen   Function  nächstanliegender  sein  muss. 

Elftes  Beispiel.    Es  sei  y  =  gp(x)  gegeben,   und  diese  Function  gehe  über  in 

I)    y  -+-  Jy  =5  F(x>  =  9i\)  -h  v  •  i^x» 
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wo  das  Etemmit  17  von  x  omibhlngig  und  im  Momeate  des  Veraohwindens  lieflBdlkli 
ist,  also  bei  jedem  Werthe  des  x  der  Werth  des  F(x)  dem  Wertbe  des  gxx)  nftchstan- 
liegt    Man  setze  gradeza 

II)     y  4-  z/y  =  g>(x ,  jt)  =  g>(x)  +  x  .  t/;(x) 

Hieraus  ergibt  sich  wieder  y  =  tpix),  wenn  man  x  =0  setzt;  und  wenn  man  »  =  7 
setzt,  so  gehl  <p(x,  x)  über  in  ^^(x,  17)  =  F(x)  =  tpit)  -h  7  •  i/;(x). 

Zwölftes  Beispiel.    Es  sei  y  =  <;p(x)  =  cos  x  gegeben,  und  gehe  über  in 

1)    y  -H  i/y  =  F(x)  «=  A^   •  cos  x 

wo  das  Element  ij  von  x  unabhängig  und  im  Momente  des  Verschwindens  beGndlich 
ist,  also  bei  jedem  Werthe  des  x  der  Werth  des  F(x)  dem  Werthe  des  (p(T)  nSchstan- 
liegt    Man  setze 

II)    y  -H  Jy  =  <p(x,  x)  ta.  A*    •  cos  X 

so  folgt  daraus  nachstehende  Reihe 

III)    <p(x,  x)  «  (cos  X)  •  ( 1  -h  X  .  (lg  nat  A)  +  —  •  (Ig  nat  A)^ 

4.^.(|goalA)3-f- ) 

Bei  X  t=  0  gibt  sich  daraus  9}(x,  0)  =  (p{i)  »  cos  x;  und  'bei  x  =  tj  geht  9>(x,  x) 
Aber  in 

IV)    q>ix,  fj)  =  F(x)  =  (COS  x) .  (1  -f-  7  •  (lg*  nat  A)  -h  -^  •  (Ig  nat  A)^ 

-^L  .  dg  nat  A)3  -+- I 

1,2.3      ®  / 

=  A^  •  COS  X 
Dreizehntes  Beispiet    Es  sei  y  —  ijpd)  s  Ig  nat  x  gegeben,  und  gehe  Ober  in 

1)    y  4-  /^y  =  F(x)  =  lg  nat  (x  +  Wv) 

wo  das  Element  ij  von  x  unabhängig  und  im  Momente  des  Verschwindens  befindlich 
ist,  also  bei  jedem  Werthe  des  x  der  Werth  des  F(x)  dem  Werthe  des  9>(x)  nächstan- 
liegt   Man  forme  zuerst  die  neue  Function  um  in 

II)  y  -h  //y  —  F(x)  =  lg  nat  (x  H-  (V^)  •  ifl) 
wo  nur  der  Factor  iTT  zweideutig  ist,  und  setze 

III)  y  +  z#y  =  ip(x,  »)  —  lg  nat  (x  +  »  •  ifT) 

Hieraus  lässt  sich  eine  mit  lg  nat  x  anfangende  und  nach  lauter  positiven  ganzen  Po- 
tenzen des  X  aufsteigende  Reihe  entwickeln.  Auch  gibt  sich  wieder  gxx)  =  lg  nat  x, 
wenn  man  x  =  0  setzt;  und  wenn  man  x  «  V17  setzt,  so  geht  <p(x,  x)  Ober  in 

g>{x,  7f)  ==  F(x)  =  lg  nat  (x  -h  [Vv)  •  ifO  =  lg  »at{x  -h  iT^) 

Vierrehntes  Beispiel.    Es  sei  y  =  q>{x)  =  cos   x  gegeben,  und  diese  Function 
gehe  Ober  in 

I)    y  -h  ^y  =  F(x)  =  cos  \\  -+-  iTi^^  +  >^|  •  X»  J 

wo  die  beiden  Elemente  17  und  £  sowohl  unter  sich  als  auch  von  x  unabhängig  und  im 
Momente  des  Verschwindens  befindlich  sind,  also  bei  jedem  Werthe  des  x  der  Werth 
des  F(x)  dem  Werthe  des  9>(x)  nfichstanliegt  Man  forme  zuerst  die  neue  Function 
um  in 

llj    y-t.^y=:F(x)=:cosCx  +  C^^)-'^  -+-    \V^)  'V^J 
und  wenn  man  x  statt  Vrj  und  n  •  x  statt  V^  setzt,  so  bekommt  man 


III)    y  -H  ^y 


=  tp{\,  X,  n  •  x)  :=  cos  yx  -h  x  •  If x  ^  n  •  x  •  Vx^j 
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Daraus  Meel  sieh  eine  mit  cos  x  anfangeode  und  naeh  laoter  positiven  ganzeo  Potenzen 
des  X  aiilsteigende  Reihe  entwickeln.  Setzt  man  x  «»  0,  so  gibt  sich  wieder  <;prx)  =  cos  x; 

3 

setzt  man  aher  x  =  K^  und  n  =  -^ »  so  «feht  <p{x,  x,  n  •  x)  über  in 

FIX) «  cos  (.X  +  {y^).ti-h  (vi)    •  V^J  =  cos  \x  4-  »f  ^  4-  V'^  .  x2  J 
Man  beachte,  dass  man,    weil  die  beiden  Elemente  7  und  |  voneinander  ttnabhüngig 
sind,    grade    dessbalb    nicht   bebaopten   kann,   die  höhere  DimensionK^  sei  gegen  die 

niedrigere  r  £  im  Momente  des  Verschwindens. 

Fünfzehntes  Beispiel.    Es  sei  y  »  <p(x,  w)  «  sin  (x  +  w)  gegeben,   und 
gehe  aber  In 

0     y  -H  ^y  —  F(x,  w)  =  (Ig  nat  (x  — w>)^  •  V.cos  Vi)  •  sin(x-i-w  — i  •VfA 

wo  die  drei  Elemente  17,  |,  /i  sowohl  unter  sich  als  auch  von  x  und  w  unabhängig, 
und  im  Momente  des  Verschwindens  befindlich  sind,  also  bei  jedem  Werlhe  der  nieht- 
inutablen  Veränderlichen  x  und  w  der  Werth  des  F(x ,  w)  dem  Werthe  des  q>(x ,  w) 

nächstanliegt.  Man  setze  x  statt  17 ,  n  •  x  statt  r  ^  und  m  •  x  statt  Vf* ;  so  formt  sich 
F(x,  w)  um  in 

II)    y  4-  .^y  «  <3p(x,  w,  x,  n  •  x,  m  •  x) 

=  (Ig  nat  (X  —  w))'*  •  (cos  u*x)*sinlx  -h  w «m-xl 

Daraus  lässt  sich  eine  mit  sin  (x  +  w)  anfangende  und  nach  lauter  positiven  ganzen 

Vi  V 

Poleoaen  des  n  aufsteigende  Reihe  entwickehi,  etc.  etc.   Hier  ist  n  »  —  and  m  »  — ^ 

V  V 

Man  beachte  aber  auch  hier,  dass  man,  weil  die  drei  Elemente  97,  {,  /i  ganz  unabhängig 
voneinander  sind,   grade  desshalb  nicht  behaupten  kann,    die  höhere  Dimension  7  sei 

3  _  4  _ 

gegen   jede   der   beiden   niedrigeren  V/a  und  Vi  im  Momente  des  Verschwindens ,  oder 

3_  4  _ 

die  höhere  Dimension  VjLt  sei  gegen  die  niedrigere  Vi  im  Momente  des  Verschwindens. 
Sechs  zehntes  Beispiel.  Es  sei  y  =s  ^(x)  «.  cos  x  gegeben,  und  geh6  über  in 

I)  y  -h  z/y  =  F(X)  =  A^^  •  C08V.X  4-  x»  •  V^-^i^  •  Vv) 

wo  das  Element  ^  von  x  unabhängig  und  im  Momente  des  Verschwindens  befindlich  ist, 
also  bei  jedem  Werthe  des  x  der  Werth  des  F(x)  dem  Werlhe  des  ^^(x)  nächstanliegL 

-      3  _      4  . 

Die  Radicale  r  17,  Vt^^  V  tj  haben  alle  nur  eine  und  zwar  ihre  einfachste  Bedeutung. 

12 

Man  setze  ^7  «  Vifi  -»  k* 

3  _       ri 

Man  setze  V rj  =  Vrf*  =  x* 

4  _  12_ 

Man  setze  1^7  ==  Vr^^  =  x^ 
so  bekommt  man 

II)  y  H-  2/y  =  g)(x,  x)  =  A*    •  cos  (x  4-  X«  .  x«  —  x^  •  x3) 

Hieraus  lässt^  sich  eine  mit  cos  x  anfangende  und  nach  lauter  positiven  ganzen  Potenzen 
des  X  aufsteigende  Reihe  entwickeln;  jedoch  werden  in  dieser  Reihe  viele  von  den  suc- 
cessiven  Potenzen 

X*,  X«,  x3,  »4,  «5,  k6,   k7,  »8^   x», 

fehlen. 

12 
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Siebzehntes  Beispiel.    Es  sei  y  s»  qp(x)  =s  cos  x  gegeben,  and  gtthe  aber  io 

I)     y  -4-  ^y  «  F(X>  =  A^^  .  ß^I  .  COS    (x  -Mf V  -h  ff|   +  ^  •  W'^J 

WO  die  drei  Elemente  7,  |,  /u  sowohl  unter  sich  als  auch  von  x  anabhlngig,  and  im 
Momente  des  Verschwinden»  befindlich  sind,  also  bei  jedem  Werthe  des  x  der  Werth 
der  reellen  Formen  des  F(x)  dem  Werthe  des  <p(x)  aachstanliegt. 

3  2 

Man  setze  K^  =:  17Ö  «^9 

Man  setze  W^i^  ^  (f^)  •  )f  1  =  17«    -  }fi  =  x^  -Wi 

^  A. 

Man  setze  Kl  =:  ^^'^  =  n^  •  x^ 


Man  setze  Wi  ==  l^lj  •  »ft  =  |««  •  »f  1  =  n* .  x»  •  Wi 
Man  setze  »T//  ==  [fjn)  •  if  t  =  m  •  x  .  )f  1 


so  bekommt  man 

II)     y  -I-  Jy  =  g>(x,  X,  n  •  X,  m  •  x) 

2       3    3       r  *  *  "^ 

—   A*    .  ß"  "    .  cos  Lx  -h  «3  •  ifT  4-  n*  .  X* .  ifT  +  m  •  x  .  FfT J 
Daraus  lässt  sich  eine  mit  cos  x  anfangende  und  nach  lauter  positiven  ganzen  Potenzen 


6 


12 


des   X   aufeteigende   Reihe   entwickeln ;  etc  etc.    Hier  ist  x  =  r» ,   n   =  -^    und 

« 

Achtzehntes  Beispiel.    Es  sei  y  «a  <p(i)  =  lg  nat x  gegeben  and  gehe  über  in 

l)    y  4-  ^y  -  F(i)  =  lg  nat  Cx .  A®'"  '^  +  lg  nat  0  +  7)  +  ^3 

wo  das  Element  7  von  x  ganz  unabhängig  und  im  Momente  des  Yerschwindens  befind- 
lich ist,  also  bei  jedem  Werthe  des  x  der  Werth  des  F(x)  dem  Werthe  des  qp(x)  nächst- 

3 
anliegt.    Man  setze  K^  «■  x,  so  bekommt  man 

W)  y  +  ^y-  y(«,  «)  =  Ig  Ml  (»  •  A*'**  ^*^^  -t-  lg  nat  (I  -H  «3)  -h  «) 
Daraus  lässt  sich  eine  mit  lg  nat  x  anfangende  und  nach  lauter  positiven  ganzen  Po- 
tenzen des  X  aufsteigende  Reihe  entwickeln,  etc.  etc. 

Neunzehntes  Beispiel.    Es  sei  y  ■■  ^(z)  =  Ig  nat  (ax)   gegeben,    und  gehe 
über  in 

I)     y  +  Jy  =-  Fcx)  ^  lg  nat  (bx  -h  ^  •+-  K^) 

Um  hier  eine  mit  lg  nat  (ax)  anfangende  Reihe  entwickeln  zu  können,  forme  man  Glei- 
chung I  zuerst  um  in 

II)    y  -4-  z/y  =  Fdj  «  Ig  nat  (ax  H-  (b  —  a)  •  x  -+-  {  H-  K7) 

Wenn  nun  die  Differenz  (b  —  a)  sowie  die  beiden  Elemente  ^  und  7  von  x  unabhängig 
und  im  Momente  des  Yerschwindens  befindlich  sind ;  so  ist  es  der  Fall ,  dass  bei  j^dera 
Werthe  des  x  der  Werth  des  F(x)  dem  Werthe  des  9(x)  nächstanliegt.    Man  setze  x 

statt  (b  —  a) ,  n  •  X  statt  ^  und  ro  •  x  statt  Y^\  so  geht  II  über  in 

III)    y  -h  Jy  =  lg  nat  (ax  +  x  (i  -H  n  -h  m)) 

Hieraus  lässt  sich  eine  mit  lg  nat  (ax)  anfangende  und  nach  lauter  positiven  ganzen 
Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  entwickeln,  etc.  etc. 

Z  wanzigs  tes  Beispiel.   Man  lasse  ganz  allgemein  eine  Function  <jp(x w), 

von  welcher  man  durchaus  keine  Eigenschaft  kennt,  in  eine  andere 
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I)    y  4-  ^y  «  F(x w) 

übergehen.    Wenn  man  nun  auch  von  dieser  neuen  Fonction  nichls  weiter  weiss,    als 

das8  bei  jedem  Werthe  der  Veränderlichen'  x w  der  Werth  des  F(x  . . . .  w)  dem 

Werthe  des  9>(x w)  nftchstanliegt ;    so  kann  man  doch  das  Operationsmitfel  x  in 

F(x w)  jedesmal  so  einführen ,  dass 

1.  eich  eine  mit  <p(x . . . »  w)  anfangende  und  nach  lauter  positiven  ganzen  Poten- 
zen des  X  auCBleigende  Reihe  entwickeln  Iftsst;  und  dass 

2.  die  nach  vollendeter  Reihenentwickelung  dem  x  beizulegende  specielle  Bedeu- 
tung ein  im  Momente  des  Yerschwindens  befindlicher  Werth  Ist 

Der  Grund  hiervon  ist  folgender:  Die  Eigenschaft  »Es  soll  bei  jedem  Werthe 

der  Veränderlichen  x w  der  Werth  des  F(x w)  dem  Werthe  des 

^x w)nächstanliegen''  ist  nur  unter  einer  von  folgenden  zwei  Bedingun- 
gen mtiglich: 

d)  entweder  wenn  die  neue  Function  F(x . .. .  w)  gradezu  so  beschaffen  ist,  dass 
sie  in  eine  Reihe  entwickelt  werden  kann,  welche  mit  <p(x . . . .  w)  anrängt,  und  nach 
lauter  positi  ve  n  Potenzen  solcher  Fortschreitungselemente  aufsteigt,  die  von  allen  Verän- 
derlichen X w  unabhängig  und  im  Momente  des  Verschwindens  befindlich  sind ; 

ß)    oder  wenn  die  neue  Function  F(x w)  noch  so  eingerichtet  werden  kann , 

dass  sich  hierauf  eine  Reihe,  wie  eben  beschrieben,  entwickeln  lässt 

Erster  Fall.  Es  sei  die  neue  Function  F(x . . . .  w)  gradezu  so  beschaffen,  dass 
sich  eine  Reihe,  wie  eben  beschrieben,  entwickeln  lässt. 

A)  Die  neue  Function  F(x  . . . .  w)  sei  nur  mit  einem  einzigen  von  den  Veränder- 
liehen X ....  w  unabhängigen  und  im  Momente  des  Verschwindens  befindlichen  Ele- 
mente 7  versehen,  so  dass  sich  eine  steigende  Reihe  von  folgender  Form 

I)    F(x w)  =  <y>(x w)  -f-  v"^  .  P  -+-  7**  .  Q  -I-  j?'  •  R  H- 

entwickeln  lässt.    Hier  sind   die  Exponenten  p,  q,  r lauter  positive  Zahlen; 

denn  nur  unter  dieser  Bedingung  ist  bei  jedem  Werthe  der  Veränderlichen  x w 

die  Summe  aller  Glieder 

II)  lyP  .     P  +  7**  •  Q  +  i?'  •  R  + 

im  Momente  des  Verschwindens  befindlich.    Man  unterscheide  nun: 

%)    Erkennt  man,  dass  dieses  Element  7  so  in  F(x w)  enthalten  ist,  dass 

sich  eine  Reihe  1  ergeben  wird,  ^0  die  positiven  Exponenten  p,  q,  r .  .  .  . 
auch  laoter  ganze  Zahlen  sein  werden;  so  kann  man  gradezu  x  an  die  Stelle 
des  17  in  F(x w)  einsetzen,  und  die  Reihenentwjckelong  nach  x  aus- 
führen. 

33)    Erkennt  man  aber ,   dass  dieses  Element  97  so  in  F(x w)  enthalten  ist , 

dass  sich  eine  Reihe  I  ergeben  wird ,  wo  die  positiven  Exponenten  p ,  q ,  r . . . . 
nicht  auch  lauter  ganze  Zahlen  sein  werden;  so  moss  man  einen  aus  17  gebil- 
deten Ausdruck  aufsuchen,  welcher  so  beschaffen  ist,  dass,  wenn  man  an  des- 
sen Stelle  das  x  sobstituirt.  Sich  alsdann  eine  nach  lauter  positiven  ganzen 
Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  ergibt.  In  den  Beispielen  der  zweiten  Ab- 
theilung dieses«  §.  sind  dergleichen  (schon  vor  der  Reihenentwickelung  nöthigen) 
Substitutionen  mehrere  vorgekommen,  welche  darin  bestehen,  dass  man  x  an 
die  Stelle  einer  gebrochenen  Potenz  des  y  gesetzt  hat.  Es  könnte  aber  auch 
der  Fall  eintreten,  dass  man,  ehe  die  Reihenentwickelung  vorgenommen  werden 
darf,  X  an  die  Stelle  eines  transcendenten  Ausdruckes  von  7  setzen  muss. 

B)  Ist  die  neue  Function  F(x w)  mit  zwei  sowohl  untereinander  als  anch  von 

X w  unabhängigen  und  im  Momente  des  Verschwindens  befindlichen  Elementen  7 

und  i  versehen,  so  muss  sich  nothwendig  eine  steigende  Reihe  von  folgender  Form 

III)    F(x w)  =  9>(x  . . . .  w)  +  7*^  •  P  H-  7^  •  Q  -♦-  7'  •  B  4- 
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entwickeln  lassen.    Hier  sind  die  Exponenten  p,  p,  pS  p^  qt  <|i  q^  <|'i lauter 

positive  Zahlen;  denn  nar  unter  dieser  Bedingung  ist  bei  jedem  Werthe  der  Veriii^ 
derlicfaen  x . . . .  w  der  Wertb  der  Gesamitflroulatioo  im  Momente  des  Verachwindens 
befindliob.    Man  unterscheide  nun: 

V)    Erkennt  man,  dass  die  Elemente  -q  und  i  so  in  F(x w)  enthalten  sind, 

dass  sich  eine  Reihe  HI  ergeben  wird,  wo  die  positiven  Exponenten  p,  p, 

p',  p'y  q»  (|»  q^  q'« auch  lauter  ganze  Zahlen  sein  werden;   so  kann 

man  gradezu  x  an  die  Stelle  des  17,  und  n  • »  an  die  Stelle  des  i  in  F(x . .  w) 
einsetzen,  und  die  Reihenentwickeking  nach  x  ausführen. 
S)    Erkennt  man  aber ,  dass  die  Elemente  97  und  {  so  in  F(x . . . .  1 .  w)  enthalten 
sind,  dass  sich  eine  Reihe  III  ergeben  wird,  wo  die  positiven  Exponenten 

Pf  P»  P'«  !>'*  q»  <|9  q'i  q'> nicht  lauter  ganze  Zahlen  sein  werden;  so 

moss  man ,  wie  bei  dem  (unter  A  behandelten)  einfacheren  Falle ,  untersochen : 
1.    ob  man  x  an  die  Stelle  des  17  setzen  darf,    oder  ob  man  %  an  die  Stelle 

eines  aus  7  gebildeten  Ausdruckes  setzen  muss;  und 
3.    ob   man  n  •  x  an  die  Stelle  des  £  setzen  darf,  oder  ob  man  n  •  x  an  die 
Stelle  eines  aus  |  gebildeten  Ausdruckes  setzen  muss. 
C)  Die  bisherige  Betrachtung  lässt  sich  ohneweitores  auf  die  FfiUe  ausdehnen,  wo  In 

F(x w)  mehr  als  zwei  Elemente  vorkommen,  welche  sowohl  unterMnaader  als 

auch  von  allen  Veränderlichen  x w  unabhängig  und  im  Momente  des  Versdlwin- 

dens  beOndlich  Md. 

D)    Wenn  in  F(x w)  zwei  von  den  Veränderlichen  x w  unabhängige 

und  im  Momente  des  Verschwindens  befindliche  Elemente  v  und  |  vorkommen,  wo  £  von 
V  abhängig  ist;  so  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  vorerst  das  abhängige  Element 
eliminirt,  und  dann  erst  x  an  die  Stelle  des  17  oder  an  die  Stelle  eines  aus  17  gebildeten 
Ausdruckes  setzt,  um  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe 
entwickeln  zu  können. 
Und  so  fort. 

Zweiter  Fall.  Wenn  die  neue  Function  F(x  . . . .  w)  noch  so  eingerichtet  wer- 
den muss,  dass  sie  dann  in  eine  Reihe  entwickelt  werden  kann,  welche  mit  9>(x  . .  .w) 
anfangt,  und  nach  lauter  positi  ven  Potenzen  solcher  Fortschreilongselemente  aufsteigt, 
die  von  allen  Veränderlichen  x  . .  • .  w  unabhängig  und  im  Momente  des  Verschwindens 
befindlich  sind;  so  können,  sobald  einmal  diese  Einrichtung  getroffen  ist,  keine  andern 
Eigenthttmlichkeiten  mehr  möglich  sein,  als  solche,  die  bereits  (in  dem  ersten  Falle 
dieses  Beispiels)  erledigt  sind.  (Man  sehe  das  neunzehnte  Beispiel  dieses  $.  Auch  die 
$$.  49,  50,  51  und  52.) 

g.  59.    Es  sei  z  «  qp(i w) ,  d.  h.  eine  Function  von  irgend  einer  Anzahl 

nichtmutabler  Veränderlicher,   und  gehe  über  in  F(x w),   d.  h.  in  eine  andere 

Function  von  den  nemlichen  nichtmutablen  Veränderlichen;  und  9>(x w,  x)  be- 
zeichne den  Zustand,  wo  die  neue  Function  F(x w)  mit  x  versehen  ist. 

Nun  gelten  folgende  drei  Hauptsätze: 

Erstens.    Aus  dem  Differentialcaicul  ist  bekannt,  dass 


/d^9(x w,x)\ 


d^  I I  jiB  +  n 


»^  j«  '  d^       9)(x w,  x) 


dx"  ^  dx™  +  * 

Setzt  man  beiderseits  x  b>  0,  so  gibt  sich  daraus 

1)    d"  (d«<p(x w))  =  ^"  +  "  v(z w) 

oder,  was  das  neroliebe  ist 

II)    <5"(a"»z)  =  a*"  +  »z 

Diese  Gleichung  sagt:    „Es  ist  einerlei,  ob  man  zuerst  m-mal  und  hierauf  noch  n-mal, 
n  oder  ob  man  gleichzeitig  (m  +  n)  mal  mutirt.^ 


und 
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Zweitens.    Ferner  moss,  wie  gleichfalls  aus  dem  Diflerentialcalcol  bekannt  ist, 
staltfinden : 

/  dx<3p(x,  y  . . . .  w,  x)\  /  dj^9>tx,  y w,  x)\ 

^  dx»  /    ^      A  d»"  / 

dx"  dx" 

J  d°  d^y(x,  y....w,x)\  ^      /  d"9(x,  y. w,  x)\ 

H  dx".dyr  /  _    ^^^A  dx-  / 

dx™  dx"  .  dyP 

und  so  fort. 

Setzt  man  beiderseits  »  =  0,  so  gibt  sich 

III)   d™ M°y(^iy wA  ^  d^axx.  y w) 

\  dx"  /  dx» 

iv;  ^-n/<  <y('>  y '  -^)\  _  <  <  ^X'>  y  > » » »  w) 

\         dx".dyi*        /  dx".dyi* 


und 


und  so  fort. 

Statt  III  und  IV  kann  man  auch  setzen 


/d°  1  \        d"  a"z 
V)     3"  1    ^       1  -  ^ ^^ 

\  dx"  /  dx" 

VI)    d"l-J? — ?:_)«- -^__i 

\dx" .  dyP/         dx"  .  dyi* 

und  so  fort« 

Diese  Gleichungen  sagen:  „Es  ist  einerlei,  ob  man  zuerst  differentiirt  und  dann 
„motirt,  oder  ob  man  zuerst  mutirt  und  dann  differentiirt.*' 

Die  (in  diesem  §.  aufgestellten)  zwei  Sätze  gelten,  wenn  die  mutable  Function  eine 
ganz  oDhesliromte  Anzahl  nichtmutabler  Veränderlicher  enthält;  sie  gelten  also  auch 
in  dem  einfachen  Falle,  wo  die  mutable  Function  eine  bestimmte  Anzahl  nibhtmutabler 
Veränderlicher,  z.  B.  nur  einen  einzigen,  enthält. 

Dri  ttens.    Wenn  die  Elemente  a ,  x,  b,  y,  c,  w alle  von  %  unabhängig 

sind,    ond  wenn  wiederum  x  von  allen  diesen  Elementen  a,  x,  b,  y,  c,  w, 

unabhängig  ist;  so  muss  (man  sehe  §•  7  und  8)  stattfinden: 

dx"  J  a        dx™ 

dx  {  f ""  f ^  ^^*'  y'  *)  •  ^y**  •  ^*" )      ^Tix  ^Sv  h"»  /  .  . 

*  \Ja  Jh /  r^  ^y  dxy(x,  y,  x) 

dx™  "^  Ja  Jb  dx™ 


dyP .  dx" 


und  so  fort. 

Setzt  man  beiderseits  x  =  0,  so  gibt  sich 

(ta)  (n) 


VII)  d""  P  ^rx)  .  dx«  =  f*  d"V(x) .  dx" 
Ja  Ja 
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(n)     ip)  (n)     (p> 


VIII)    ^™  f*  P  9(x,  y)  .  dyi*  •  dx"  -  f^  H  dXi,  y)  .  dyP  •  dx«* 
Ja  Jb  Ja  Jb 

aod  so  fori. 

Statt  VII  ODd  VIII  kann  man  auch  setzen: 

(n)  (n) 

IX)    d"^  \      Z'  dx"  =  P  ^™z  •  dx" 
Ja  Ja 

(n)     (p)  (n)     (p) 

X)    a«"   P  P  2  .  dyr  .  dx"  «  P  P  d^^z  .  dyP  •  dx" 

ond  so  fort. 

Diese  Gleichungen  sagen;  „Es  ist  einerlei,  ob  man  s^aerst  integrirt  und  dann  mu- 
„tirt,  oder  ob  man  zuerst  mntirt  und  dann  integrirt/ 

Bei  diesen  drei  Sätzen  erinnere  man  sich  der  (in  $.  57  gemachten)  Bemerkung, 
dass  das  Mutiren  weiter  nichts ,  als  ein  einfaches  DifTetentüren  nach  *  isL 

§.  60.  Wenn  irgend  eine  bestimmt  gegebene  Function  y  «■  ^(x w)  der  nicht- 
mutablen Verftnderlicben  x w  in  eine  andere  schon  so,  wie  bisher  festgesetzt,  mit 

K  versehene  neue  Function  q>(x w,  x)  übergeht,  aus  welcher  also  bei  x  =:Osich 

die  ursprüngliche  Function  9(x w)  wieder  ergibt;  wenn  aber  die  Form  einer  dazu- 
gehörigen von  X  fireien  neuen  Function  nicht  vorgeschrieben  ist;    so  kann  man  wohl 

aus  9(x w,  x]  die  Reihe 

x' 

I)     9(x w,  x)  «a  9(x w)  -h  X  .  öq>{T w)  H •  ^^(x w) 

+  i&-^»<« *)+ 

entwickeln,  wo  jeder  der  GoefBcienten  dtp{L  . . . .  w),  ^^(x  .  •  . .  w),  d^^Cx  . . . .  w) ,  etc. 
vollkommen  bestimmt  ist.    Dagegen  kann  man  sich  keine  Gleichung 

II)    9(x  .  , .  .  w,  x)  —  F(x  .  . . .  w) 

bilden,  also  auch  eine  specielle  Bedeutung  des  x  nicht  ermitteln,  wenn  nicht  irgend 
eine  andere  Bedingung  vorgeschrieben  ist  oder  aufgesucht  werden  kann,  welcher  das- 
selbe genügen  soll.  Eine  solche  Bedingung  wäre  z«  B.  die,  welche  vor- 
schreibt, dass  der  Werth  des  x  entweder  als  positiv  oder  als  negativ 
im  Momente  des  Verschwindens  befindlich  sei. 

Wenn  aber  die  Function  ^(x  . . .  .  w)  der  nichtmutablen  Veränderlichen  x  . .  .  .  w 
in  jede  beliebige  Function  F(x  . .  . .  w)  genau  derselben  Veränderiichen  übergehen  soll; 

so  hat  man,   wenn  man  in  die  neue  Function  F{x w)  das  Element  x  so,  wie 

man  bisher  festsetzte,  eingeführt  denkt,  unter  (p(x w,  x)  zwar  immer  noch  eine 

beliebige  aber  dennoch  so  geeigenschaftele  Zusammensetzung  zu  denken,  dass  aus  ihr 
eine  mit  der  Function  9(x  .  • . .  w)  anfangende  und  nach  lauter  positiven  ganzen  Potenzen 
des  X  aufsteigende  Reihe,   d.  h.  eine  Reihe  von  folgender  Form 

xS 
ni)    9(x  •  . . .  w,  x)  =  9(x  ....  w)  -4-  X  •  ^^(x  .  .  .  .  w)  H •  d^y(x  ....  w) 

X^ 

"•■  rn '  ^^^^  —  ^^  "*■ 

entwickelt  werden  kann.  Weil  aber  F(x  • . . .  w)  jede  beliebige  Function  von  x  . . . .  w 
vorstellt;  so  ist,  es  mag  9(1 . . . .  w}  eine  gegebene  oder  nichtgegebene  Function  von 
X  ....  w  sein ,  die  Gesammtmutation 

IV)    //y  e=  F(x  .  .  .  .  W)  —  9(x  .  , .  .  w) 

gleichfalls  noch  eine  ganz  beliebige  Function  von  x .  ■ . .  w ;  es  muss  also  auch  die  mit 
X  versehene  Gesammtmutation ,  d.  h.  die  Reihe 
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»2  X^ 

V)    Jy  =  %  '  d(p{x  .  .  . .  w)  H •  ^9(x  .  .  .  .  w)  H •  ^qp(x  .  . .  .  w) 

^•2  1«S«3 


eine  gmz  beliebige  Fonetion  der  VeränderiicheD  x w  sein.    Dieses  ist  aber  nur 

der  Fall,  wenn  man 

A)  dem  x  jede  beliebige  specielle  Bedeutang  beilegen,  and 

B)  sieb  anler  jedem  der  CoefGeienten  ^^(z  •  . .  .  w),  ^'^(x . . . .  w),  ^^^(x  .  .  • «  w), 
etc.  etc.  eine  für  sich  beliebige  Fonetion  aller  der  Veripderlichen  x  . . . .  w  denken  kann 
and  wenn 

C)  die  fllr  Jy  bergestellte  Reihe  Y  eine  unaufhörliche  ist;  denn 
1.    da  man  keine  Gleichung 

VI)    (p(x . . . .  w ,  x)  =  F(x . . . .  w) 

hat,  ans  der  sich  für  x  eine  specielle  Bedeatong  ermitteln  lässt,  so  ist  diese  zunächst 
unbestimmt;  und  würde  man  dem  x  irgend  eine  bestimmte  Bedeutung  h  nach  Belieben 
beilegen,  so  dass  die  Reihe  V  ttberginge  in 

VD)     Jy  ==  h  .  J<p(x w)  -H  ^  •  ^«9(x w)  -h  -^^^(x w) 


80  kann,  wenn  gleich  jeder  der  Coefßcienten  dtp(j. . . . .  w),  S^(p[x  . . . .  w),  etc.  eine  fQr 
sich  beliebige  Function  ist,  durch  die  Reihe  VII  doch  nicht  jede  beliebige  Mutation 
dargestellt  sein,  eben  weil  noch  alle  jene  Fälle  vorhanden  sind,  wo  dem  x  eine  von  h 
verschiedene  Bedeutung  beigelegt  werden  kann.    WQrde  man  aber 

2.  die  Bedeutung  des  x  willkQrlich  lassen ,  dagegen  unter  9qp(x . . .  w),  d^ip(x . . .  w), 
ifiq>{x  .  . . .  w) ,  etc.  sich  bezüglich  die  bestimmten  Functionen  f(x  . . .  .  w) ,  f '(x  . .  . .  w), 
V"{x . . .  .  w)  etc.  denken,  so  dass  die  Reihe  V  überginge  in 

VUl)    //y  —  X..  i\x  . . . .  w)  4-  -^  •  f"(x w)  H-  -^  .  r'(x w) 

H- 

so  kann,  wenn  gleich  dem  x  jede  beliebige  Bedeutung  beigelegt  werden  darf,  auch 
durch  die  Reihe  VIII  nicht  jede  beliebige  Mutation  dargestellt  sein,  eben  weil  noch  alle 
jene  Fälle  vorhanden  sind,  die  sich  ergeben,  wenn  jeder  der  Ausdrücke  d9(x....w), 
J2qp(x  .  . . .  w),  d^q){x  . . .  .  w),  etc.  eine  für  sich  beliebige  Function  ist.  Sowie  nun  die 
mittelst  des  Maclaurin'schen  Satzes  auszuführende  Entwickelung  einer  ganz  beliebigen 
Mutation  eine  bloss  fingirte  Operation  ist;  ebenso  ist  hierbei  auch  die  Beziehung,  in 
welcher  die  für  die  CoefGeienten  gewählten  Bezeichnungen  ^^(x . . . .  w) ,  3^tp{x  . . . .  w), 
d^tpix  .  • . .  w),  etc.  zusammenstehen,  eine  bloss  fingirte,  jeder  ist  ja  für  sich  Willkür^ 
lieh.    Endlich  muss  eine  ganz  willkürliche  Mutation 

3.  aus  einer  Reihe  mit  unendiichvielen  Gliedern  bestehen;  denn  die  unaufhörliche 
Reihe  ist  der  allgemeiue  Begriff,  und  fasst  (siehe  §.  21)  die  geschlossene  als  den  beson- 
deren in  sich. 

Ganz  vorzügliche.  Berücksichtigung    verdient  der  besondere  Fall, 

in  welchem  eine  Function  q(x w)  in  alle  diejenigen  möglichen 

Functionen  F(x w)  übergehen  soll,  wo  bei  jedem  Wer the  der  nicht- 
mutablen  Veränderlichen  der  Werih  des'F(x w)  dem  Wer  the  des 

qp(\ w)  nächstanliegt.    Hier  kann  man 

f)  für  die  Mutation  nicht  mehr  alle  beliebigen  Functionen  nehmen,  sondern  man 
mosa  aus  allen  diesen  jene  unendiichvielen  herauswählen,   welche  bei  jedem  Werthe 

der  nichtmutablen  Veränderlichen  x w  im  Momente  des  Verschwindens  befindlich 

sind.    Auch  muss 

2)  die  Mutation  aus  einer  unaufhörlichen  Reihe  bestehen;  denn  die  unaufhörliche 
Reihe  ist  der  allgemeine  Begriff,  und  fasst,  wie  kurz  vorher  schon  einmal  bemerkt 
wurde,  die  geschlossene  als  den  besonderen  in  sich,  ,Soll  aber 

3}  die  Summe  aller  unendiichvielen  Glieder  einer  unaufhörlichen  Reihe  im  Mo- 
mente des   Verschwindens  befindlich  sein;  so  muss,    wie  schon  früher  (z.  B.  im  S*  ^ 
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oDd  $.  58)  aoseinaDdergeselzt  worden,  gegen  jedes  beliebige  Glied  der  Reibe  die  Samme 
aller  nnendlicbvieleo  nachfolgenden  Glieder  im  Momenle  des  Verschwindens  befind- 
lieb  sein. 

Alle  diese  Eigenschaften  sind  den  hier  in  Rede  stehenden  MtttalioDen  bei  jeden 

Werlhe  der  nichtmalablen  Veränderlichen  x w  gesichert ,    wenn  man  die  onaof- 

horllche  Reihe 

IX)     i/y  «  H  .  dq>{\ W)  H •  d^<p{i. w)  H •  ^q>{x  .  .  .  .  "w) 


nimmt,  wo  jeder  der  Ausdrücke  S<p(x  .  . . .  w),  ^{i. . . . .  w),  etc.  eine  für  sich  belie- 
bige Fanction  yorstellt,  ond  zugleich  die  specielle  Bedeatang  des  x  ein  der  Nail  nächst- 
anliegender nach  Belieben  entweder  positiver  oder  negativer  Werth  ist  (man  vergleiche 
die  Beispiele  der  zweiten  Abtheilung  des  $.  58;  und  ausserdem  noch  $•  49,  50,  51 ,  52). 

$.  61.  Mit  dem,  was  bis  jetzt  über  die  Theorie  der  onmiltelbaren  Motationea  vor- 
getragen worden,  ist  die  Grundlage  des  gesammten  Calcols,  welcher  hier  vorliegt,  ge- 
geben.   Folgende  drei  Bemerkungen  scheinen  noch  beachtens werth. 

Erste  Bemerkung.  Nach  Euler*)  und  Lagrange**)  ist  unter  einer  unmittelbar 
mutirten  Function  (pix)  eine  Function  ^(x,  %)  zu  verstehen,  welche  bei  x  »  0  sich  wie- 
der auf  tpix)  zurückzieht.    Dagegen  lässl  sich  einwenden: 

1)  Dieses  Verfahren  geht»  während  doch  offenbar  das  %  nur  als  Operationsmittel 
behandelt  wird,  dennoch  so  zu  Werke,  als  wenn  es  gar  nicht  ndiliig  wäre,  sich  auch 
nur  in  der  Idee  eine  neue  von  »  freie  Function  F(x)  vorzustellen. 

2)  Wenn  der  Function  9(x,  %)  bloss  beigelegt  wird,  dass  sie  bei  x  =  0  sich  auf 
<p{x)  zurückziehe;  so  folgt  daraus  im  Allgemeinen  die  steigende  Reihe 

y(x,  x)  =  9KX)  -H  xP    .  P  H-  x^    •  Q  H-  x'  .  R  -H 

von  welcher  Reihe  weiter  nichts  verlangt  wird,  als  dass  die  Exponenten  p*  q.  r 

positive  (seien  es  nun  ganze  oder  gebrochene;  Zahlen  seien.  Dessen  ungeachtet  wen- 
den beide  (Euler  und  Lagrange)  ohneweiters  den  Maclaorin'schen  Satz  an,  als  wenn 
sich  9>(x,  x)  in  eine  mit  qp(x)  anfangende  und  nach  lauter  positiven  ganzen  Potenzen 
des  X  aufsteigende  Reihe  entwickeln  lassen  müsse,  und  erwähnen  nicht  im  Geringsten, 
dass  es  auch  Znsammensetzungen  ^(x,  x]  gibt,  die  sich  nicht  nach  lauter  positiven 
ganzen  Potenzen  des  x  entwickeln  lassen.  Ganz  änderst  verhält  sich  die  Sache ,  wenn 
man  schon  von  vorneherein  verlangt,  das  x  nur  so  einzuführen,  dass  sich  aus  g>(x,  x) 
eine  mit  <p(x)  anfangende  und  nach  lauter  ganzen  positiven  Potenzen  des  x  aufsteigende 
Reihe  ergeben  mnss;  denn  weiss  man  dieses,  so  bedarf  es  keines  Beweises,  dass  der 
Maclaurin'sche  Satz  angewendet  werden  kann,  eine  solche  Reihe  lässt  sich  immer  durch 
den  Maclaurinschen  Satz  entwickeln.    (Man  vergleiche  $.  53.) 

Zweite  Bemerkung.  Alle  Aufgaben,  welche  sich  durch  die  bestimmte]  Rei- 
henform 

8  m3 

<p(x)  -h  X  .  y  +  -|!--  .  a  +  — -  .  «  -K 

1.2  1.2.3 

auflösen  lassen,  lassen  sich  allerdings  auch  durch  die  unbestimmte  Reihenform 

qXx)  -4-  x^    •  P  H-  x*^    •  Q  -H  x"^  •  R  -h  -    •    •    •    •    .    • 

WO  p,  q,  r,  etc.  noch  durchaus  unbestimmte  (ganze  oder  gebrochene)  Zahlen  sind, 
auflösen.  Allein  sowie  man  schon  bei  einfachen  Aufgaben  sich  durch  diese  allge- 
meine Reihenform  nur   unnöthige    Weitläufigkeiten  aufbürdet,   ebenso   wird   man  bei 


*)    Novi  commentarii  Aead.  Peirop.  T.  XVI.  pag  35.    In  der  too  Salomon  besorgten 
Ueberseisang  der  Balers^cbdn  Integralrei^hnung.    Bd.  IT.  g.  5.  Seite  552  und  553. 

**)    LecoDS  sar  le  Calcul  des  fonctions.    Ig06.    Le^^on  XXII.    In   der  von   Grelle  be- 
sorgten Uebersetsvng  der  Lagrange'scbeii  Werke.    1S23.    Bd.  IL  Seite  MO. 
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ziMWNBeugesetiteD  Aufgaben  sieb  ig  Sebwierigkeileo  verwieicela,  deren  Beseitigung  oft 
sehr  aosgedehnle  and  nalzlose  Nebenoolersaebongen  verorsacbt,  von  denen  lieine  ein* 
zige  nOthig  ist,  wenn  man  die  besllmmte,  d-  li.die  nach  laoter  positiren  ganzen  Potenzen 
des  %  aafsteigeBde  Keibenform  anwendet.  (Man  vergl.  den  zweiten  theoretischen  Nachtrag.) 
Dritte  Bemericang.  Es  gibt  Lehrer  and  Scbrinsteller,  welche  sich  begnOgen, 
anch  in  den  Fällen,  wo  eine  Panetion  q>{x  . . . .  w)  eine  ganz  allgemeine  (d.  h.  noch 
ganz  anbestimin(e)  anmiltelbare  Motalion  erleiden  soll,  bloss  die  allereinfachste 
geschlossene  Reihenform 

y(x  . .  . .  w)  -h  X  •  ^^(z  .  . .  .  w) 

zn  setzen.  Dass  aber  dieses  ein  Irrtbam  ist,  ist  nicht  allein  ans  allem  Vorhergehenden 
schon  hinHngiich  klar,  sondern  der  $.  110  wird  noch  einige  allgemeine  Fille  aufzählen, 
aus  denen  man  erkennt,  wie  ein  solches  Yerfiihren  durch  eine  Menge  Ungereimtheiten 
und  Widersprüche  Yon  selbst  bestraft  wird. 

bb)    Mittelbare  reine  Mutationen. 

$•  6i.  Eine  Function  wird  (nach  %>  Vf)  mittelbar  mutirt,  wenn  eine  andere 
Panetion,  von  welcher  sie  abhangt,  mutirt  wird,  oder  wenn  andere  Functionen,  von 
welchen  sie  abhangt,  motirt  werden;  und  sie  wird  mittelbar  rein  mutirt,  wenn  da- 
bei die  nicbtmutablen  Veränderlichen  keine  Werthänderung  erleiden. 

Ist  nun  U  ein  auf  irgend  eine  aber  ganz  bestimmte  Weise  aus  den  ElementeA 
y,  z  . . . .  w  gebildeter  Ausdruck,  wo  y  seilet  wieder  eine  Function  aller  der  Elemente 
z  ...  w  ist;  und  erleidet  y  eine  un m i  ttel ba r e  Mutation,  d.  h«  geht  y  tkber  in  die  Reihe 

I)   y,  oder  y-l-»*^-h—    a^y  -h  j-^  •  d3y  -h 

80  erleidet  U  eine  mittelbare  Mutation.  Nun  weiss  man  aus  dem  Differentialcaleul, 
dass,  wenn  das  erste  Glied  y  der  Reihe  I  eine  noch  ganz  allgemeine  Bedeotnng  bat, 
sich  auch  für  die  Mutation  des  U  eine  naeh  lauter  positiven  ganzen  Potenzen  des  x  auf* 
steigende  Reihe  ergibt,  so  dass  man 

bekommt  Das  Verfohren,  wodurch  diese  Reihe  II  direct  hergestellt  wird,  ist  der  Mac- 
laurin'sche  Lehrsatz.  Wenn  aber  das  erste  Glied  y  der  Reihe  1  eine  bestimmte  Beden* 
tung  hat,  d.  h.  eine  bestimmte  Function  von  z  .  • . .  w  ist;  so  muss  sich  Ar  JU  nicht  notb- 
wendig  die  Reibenform  II  ergeben »  sondern  es  können  auch  Glieder  vorkommen,  wo  der 
Exponent  des K keine  positive  ganze  Zahl  ist.  Solche  Fälle  zeigen  sich«  wie  gleicb- 
falls  ana  dem  Differentialcaleul  bekannt  ist,  dadurch  an,  dass  ein  Glied,  oder  dass  mehrere 
Glieder,  oder  dass  alle  Glieder  der  durch  den  MaclaunVschen  Satz  hergestellten  Reihe 
Null  in  den  Nenner  bekommen;  aber  alle  (Mieder,  die  dem,  welches  zuerst  Null  in  den 
Nenner  bekommt,  vorangehen,  sind  noch  richtig,  und  erst  von  hier  an  mass  die  Reihe 
eine  andere  Form  annehmen.  Eine  solche  Reihe  muss  man  jedesmal  nach  den  Eigen- 
IbüBiliehkeiten  des  gerade  vorliegenden  speciellen  Falles  auf  directem  Wege  entwickeln 
(man  sehe  den  Anhang  zu  $.  73,  wo  sich  Beispiele  befinden,  welche  hieher  gehören). 

Somit  ergibt  sieb  ganz  von  selbst  folgende  Regel:  Man  entwickle  jedesmal  die 
Reibe  U  unter  der  Voraussetzung,  dass  das  erste  Glied  y  der  Reihe  I  noch  ganz  all- 
gemein sei,  und  sehe  dann  zu,  ob  ein  mit  dem  mutablen  Elemente  y  versebener  Aus- 
druck in  den  Nenner  kommen  kann.  Ist  dieses  möglich,  so  setze  man  die  Reihe  so 
weit  fort,  bis  man  Qlierzeugt  ist,  dass  kein  späteres  Glied  mehr  in  den  Nenner  einen 
das  mutable  Element  y  enthaltenden  Aosdruck  bekommen  kann,  welcher  nicht  schon 
in  dem  Nenner  eines  beieits  hergestellten  Gliedes  vorkommt*  Hierauf  kann  man  diese 
Nenner  alle  zu  Nall  werden  lassen,  und  so  f&r  das  mutable  Element  y  schon  im  Vor- 
aus alle  jene  bestimmten  Functionen  kennen  lernen,  bei  welchen  die  Mutation  des  V 
nicht  die  Form  der  Reihe  II  behält. 

Da  man  nun  hieraus  erkennt,  dass  die  Anzahl  der  Ar  y  möglichen  Functionen, 
bei  denen  die  hiesige  durch  den  Maclaurin*schen  Salz  entwickelte  mittelbare  Mula- 
tion  Null  in  den  Nenner  irgend  eines  Gliedes  bekommen ,  also  die  Form  der  Reihe  II 

13 
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iiichl  stattfinden  kaoD,  jedesouil  eine  angebbare  geschloBsene  Anzahl  ist,  wäbread 
die  Anzahl  der  für  y  möglichen  Functionen,  bei  denen  die  Maclanrin*sehe  Reihe  ihre 
GilUgkeit  behält,  eine  nnendlichgrosse  i»t;  so  sind  die  Fälle,  wo  die  hiesige  mit- 
telbare Mutation  nicht  eine  nach  lauter  positiven  ganzen  Potenzen  aufsteigende 
Reihe  ist,  nur  Ausnahmsfälle. 

$.  63.    Ist  U  ein  auf  irgend   eine  aber  ganz  bestimmte  Weise  aus  den  Elementen 

y,  z,  X V  gebildeter  Ausdruck ,  y/o  y  und  z  selbst  wieder  Functionen  der  Elemente 

X w  sind;  und  erleiden  y  und  z  unmittelbare  Mutationen,  d.  h.  gehen  sie  be- 
züglich in  die  Reihen 

I)     y,  oder  y  -h  x  •  Jy  -h-^  .  ^y  4-  ^-^  •  d^y  4- 

und 

„2  ^3 


II)    z-  oder  z  -h  x  •  ^z  h •  d*z  H •  dH  -4- 

'    ^  1.2  1.2.3 


über,  so  erleidet  U  eine  mittelbare  Mntation.  Wenn  nun  die  ersten  Glieder y  and 
z  der  Reihen  1  und  II  noch  ganz  allgemeine  Bedeutung  haben ,  so  ergibt  sich  auch  hier 
für  die  Mutation  des  U  eine  nach  lauter  positiven  ganzen  Potenzen  des  «  aufsteigende  Reihe 

^  1.2  l.f.3 

Wenn  aber  die  ersten  Glieder  y  und  z  der  Reihen  I  und  II  bestimmte  Bedeutung  ha- 
ben, d.  h.  bestimmte  Functionen  von  x. . . .  w  sind,  so  muss  sich  tlkr  JU  nicht  noih- 
wendig  die  Reihenform  III  ergeben,  sondern  es  können  auch  Glieder  vorkommen,  wo 
der  Exponent  des  x  keine  positive  ganze  Zahl  ist.  Man  wird  also  auch  hier  ver- 
fahren, wie  schon  im  vorigen  $.  vorgeschrieben  ist,  d.  h.  man  wird  auch  hier  mittelst 
des  Maclanrin*schen  Satzes  die  Reihe  III  unter  der  Voraussetzung  entwickeln ,  als  wenn 
die  ersten  Glieder  y  und  z  der  Reihen  I  und  II  noch  ganz  allgemein  wären ;  dabei  wird 
man  zusehen,  ob  die  mutabien  Elemente  y  und  z  in  den  Nenner  kommen  können;  ond 
die  Reihe  wird  man  so  weit  fortsetzen ,  bis  man  überzeugt  ist,  dass  kein  späteres  Glied 
mehr  in  'den  Nenner  einen  Ausdruck  bekommen  kann,  welcher  nicht  schon  in  dem 
Nenner  eines  bereits  hergestellten  Gliedes  vorkommt.  Man  kann  also  auch  hier  schon 
im  Voraus  alle  jene  Fälle  kennen  lernen,  bei  welchen  die  Mutation  des  U  nicht  die 
Form  der  Reihe  III  behält  (man  sehe  den  Anhang  zu  $.  73,  wo  sich  Beispiele  befin- 
den, welche  hieher  gehören). 

Somit  erkennt  man  abermals,  dass  die  Fälle,  wo  eine  mittelbare  Mutation  nicht 
eine  nach  lauter  positiven  ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  ist,  nur  Aus- 
nah nfisfä  II  e  sind.  Eine  solche  ausnahmsweise  Reihenform  muss  man  aber  jedesmal 
nach  den  Eigenthümlichkeiten  des  grade  vorliegenden  speciellen  Falles  entwickeln. 

Es  ist  nun  nicht  mehr  nöthig,  diese  Betrachtung  auf  Ausdrücke  auszudehnen,  in 
welchen  mehr  als  zwei  mutable  Elemente  enthalten  sind. 

I>a  in  der  allgemeinen  Theorie  von  jeder  bestimmten  Zusammensetznngsweise  der 
unmittelbar  mutablen  Functionen  at>8trahirt  werden  muss;  so  kann  die  allgemeine 
Theorie  auch  weiter  nichts  thun,  als  die  allgemeine  Form  der  mittelbaren  Mutationen 
herstellen,  mit  der  Ermahnung,  in  der  Anwendung  jedesmal  darauf  zu  achten,  ob  und 
wann  Ausnahmsfälle  stattfinden. 

Wie  schon  bei  den  unmittelbaren  reinen  Mutationen  (siehe  $.  57)  geschehen 
ist,  so  wird  auch  hier  die  Reihe 

u  -h  X .  au  -h  — .  a^ii  4-  ^!— .  a^u  -h 

1.2  1.2.3 

sehr  oft  durch  U^  dargestellt  werden,  insofern  man  U^  als  Function  des  einzigen  Ver- 
änderlichen X  ansieht.    In  der  Reihe 

2  «nt 

jü  =  X .  au  +  —  •  a^u  H a^u  H- 

1.2  1.2.3 


werden  alle  mit  x  behafteten  Glieder  zusammen  oder  das  ihrer  Summe  gleiche  JV  die 


«2 


(mittelbare  reine)  Gesammtmutation  genannt;    die  einzelnen  Glieder  x  •  aU, — -  •  d^V^ 

M»3f 


«d^U,  e(c.  neont  man  (milielbare  reine)  Mulalionstheile  und  zwar  bezügticb  er- 

t.t.3 

sten,  aE weilen,  drillen,  etc.;  die  Coefficienlen  d\],  ^U,  ^U,  elc.  nennt  man  (mittelbare 
reine)  Matationscoelficieoten ,  und  zwar  bezögüch  ersten,  zweiten,  dritten,  elc. 

§.  64.    Es  sei  U  »  ^^(x w,  y)  ein  auf  bestimmte  Weise  aus  den  Elementen 

X w,  y  gebildeter  Aasdruck,   welcher  nur  das  einzige  unmittelbar   mutable' 

Element  y  enthält;  und  y  sei  eine  Function  der  nichlmutablen  Veränderlichen  x  . . .  w. 
Wenn  nun  y  in  die  Reihe  ^ 

I)     y^  odery  4-  ^  '  ^y^ -~i' ^ -^  jj:i' ^  -^ 

übergeht,  wo  alle  die  Coeflicienten  dy,  ^y,  ^^y,  elc  wegen  der  Allgemeinheil  als  Func- 
tionen aller  der  nichtmutablen  Veränderlichen  x w  betrachtet   werden   mögen ; 

so  geht  U  Ober  in  U«  =  i/;[x w ,  y«  )•  Diese  neue  Function  kann  man  bekannt- 
lich, wenn  das  erste  Glied  y  der  Reihe  I  noch  ganz  allgemein  ist,  mittelst  des  Maclau- 
rin'schen  Satzes  in  eine  nach  lauter  ganzen  positiven  Potenzen  des  x  aufsteigende 
Reihe  verwandeln,  so  dass  man  hat 

oder 

III)    üx=  ü-hx.dÜH-  — .«J-h— .33Ü  + 

Es  sind  nun  noch  die  Coefficienten  ^U,  ^D,  ^U,  etc.  zu  bestimmen.  Wenn  man  y^ 
nur  als  Function  des  einzigen  x  betrachtet,  so  bekommt  man  der  Reihe  nach 

IV)    y«  «  y  4-  X  .  dy  +  -j^  •  a2y  -t-  ^  .  ^3y  -h 

dy«  u^ 

^^      "^  =  ^y  -f   X  .    ^«y  H-    —   .  a^y    -H 

VI)    -^  «  ^2y  -h  X  .  ^  -h 

d^x 

VII)  "5^=  ^y-^ 

etc.  elc. 

Nun  ist  U^  eine  Function  von  y^«  und  y^  ist  eine  Function  von  x;  also  ist  U^  eine 
mittelbare  Funetion  von  x.    Man  bekommt  daher  (nach  $.  1—4) 

1)    Ux  =  i^(x w ,  y») 

^      dx  dy        dx 

d^üx  _  d^    /^Y        i5    ^ 
^^    1^  "~   dy2  '  \  dx  ;    "*"   dy  '  dx^ 

d^ü»  _  djü     /dy^Y  djü^    d^    d^       d,ll    ^H 

*^     'W  ~~    dy3"  •  VlJ^  /  "*"  ^  *  dy2  '  dx  '  dx«    "^  dy  *   dx3 

etc.  etc. 

Bei  X  =  0  ziehen  die  Gleichungen  IV,  V,  VI,  VII ,  etc.  sich  zurück  auf  (yx)o  —  y. 

/^\^=  Jy,/^)^=^y,(^V  =  d3y,  etc.    Aus  den  Gleichungen  1),  2),  3),  4), 

elc.  bekommt  man  also  ;  ;; 

(Ük)o  «ü  =  t^(x w.  y)  '  fr  • 

/düx\  d,U     , 

\   dx  /o  dy 
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i2 


/d»U^\  d'ü  du     ^ 


/d3üx\  d'ü  d'U  d.U 

etc.  elc. 

Aas  dem  hier  angewandten  Verfahren  ergibt  sich  nun  folgende  Regel: 

„Man  differenüire  U  =  i/;(x w,  y)  nach  y  grade  so,   wie  wenn  die  Differenr 

„tiale  Yon  y  selbst  wieder  veränderlich  sind,   setze  aber  dann  statt  dy,  d'y,  d^,  etc. 

„bezüglich  ^y,  d^y,  ^y,  etc." 


2  m3 

Da  nun  JV  =  x  >  dV  +  —  •  ^Uh •  ^U ist,  so  bekommt  man  die 

1.2  1.2.3 

mittelbare  Gesammtmutation  JUy  wenn  man  die  oben  für  dU,  ^Vy  d^U,  etc.  gefundenen 
Ausdrücke  substituirt 

Unter  den  hierher  gehörigen  speciellen  Fällen  beachte  man  besonders  den,  wo  die 
unmittelbare  Gesammtmutation  des  y  bloss  x  •  ^y  ist,  wo  also  von  den  GoefGcienten 
^y»  ^^y«  e^c.  jeder  für  sich  selbst  Null,  und  Jy  =  x  •  ^y  ist. 

Wäre  bloss  U  «  i^y)  gegeben,  so  würde  das  Verfahren  ganz  dasselbe  bleiben,  wie 
bisher,  da  die  nichtmutablen  Elemente  ohnehin  während  des  Mutirens  als  eon&tant  be- 
handelt werden  müssen. 

Wie  man  nach  ausgeführter  Reihenentwickelung  die  specielle  Bedeutung  des  x  er* 
mittelt,  ist  schon  (in  $§.  49—55,  besonders  in  $.  56)  auseinandergesetzt* 

$.  65.    Es  sei  U  =  V'Cx w ,  y,  z)  ein  auf  bestimmte  Welse  aas  den  Elemeu- 

len  X w,  y,  z  gebildeter  Ausdruck,  welcher  die  zwei  unter  sich  ganz  unabhängigen 

unmittelbar  mutablen  Elemente  y  und  z  enthält;  und  y  und  z  seien  Functionen  der 
nichtmutablen  Veränderlichen  x w.        Wenn  nun  y  und  z  in  die  Reihen 

x2  x^ 

0   yx  «=  y  ■+■  ^  •  ^y  -^  —  •  ^y  -H  -j;j  •  ^y  + 

2  m3 

II)    Zh    =  Z  -f-  X  •  dz  H-       -  •  <J*Z  H •  d^Z    -h 

^       "  1.2  1.2.3 

Übergehen ,  wo  alle  die  Goefficienlen  dy,  dz,  d^y,  d^z,  (Py,  d^z,  etc.  wegen  der  Allge- 
meinheit als  Functionen  aller  der  nichtmutablen  Elemente  x w  betrachtet  werden 

mögen,  und  wo  die  GoefGcienten  der  Reihe  1  von  denen  der  Reihe  II  ganz  unabhängig 

sind,   nnd  umgekehrt;   so  gebt  U  in  11^*=  ^x ^9  yx*  ^)  ^^^»    Diese  neue 

Function  kann  man  bekanntlich,  wenn  die  ersten  Glieder  y  und  z  der  Reihen  1  und  II 
noch  ganz  allgemein  sind,  mittelst  des  Maclaurin*schen  Satzes  in  eine  nach  lauter  posi- 
tiven ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  yerwandeln,  so  dass  man  hat 

III)    üx  =    ü  -h  X  .  I  -==- 1     H I  —-g-  I     H •  I  -j-a-  1-4- 

-^        *  \  dx  /o  1.2      \  dx2  /o  1.2.3      \  dx^  /o 

oder  ^ 

IV)  Uh  =  U  4-  X  .  du  -h  —  .  d2Ü4-  —  •  d«U  4- 

-^        *  1.2  1.2.3» 

Nun  ist  U^  ®>°^  Function  von  z^  und  y^  zugleich,  und  y^  und  z^  sind  Functionen  von 
x;  also  ist  U«  eine  mittelbare  Function  von  x.    Man  bekommt  nun  (nach  $.  1—4) 

I)    ü^  =  v(x w,  y»,  z») 


/ 


-2)    ^  _  iü    dy»        dJJ ,  ^ 
"^     Tx  dy      dx  dz       dx 

.   •   £Uj        d|ü    /dy^Y  dAÜ    ^    ^        ^    /^Y 

^^     dx«    "^  dy^     \  dx  /    "*"        dy.dz  '  dx  '  dx    "*"  dz«     V  dx  / 

"^   dy  '    dx«    "^   dz  *  dx« 


I 
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'    "^  ~  dy^  *  \  d«  /  dy*.di  *  \  <*»  /    *  ^»  dy-«*«' '  <>«  Ad«/ 

dJU    /<ix«\»     ,   /**?^   "y«       «<AÜ   «"'«^   •^» 

d23     \  d«  /  \  dy2      d«   ^  dy.dz     dx  /      d^ 

^  q    /lAi?    ^  4.  J^    ^\    ^    .    i?    ^        d^ü    <>^»» 
■^     *  \dy.di  '    d«    "^  d2»  '  dx  /  *    dx*    "^  dy  '    dx^.  "^   dz  '    dx^ 


elc.  etc. 


/dy»\  /dx,\ 

Nao  folgt  aas  den  GleichoDgen  I  und  U  gradezu  l--j— 1     ■»  ^y^    {"J"}     ==  ^'' 

fö)o= -^y«  {^\  =  **''  (S^)o=  '^'  (S)o  =  **''  •••'•'  ""^  ™» •»• 

(u«)»  =  ü  =  iK« w.  y.  2) 

/d«l],\        ^  d'ü  ddU  ^2» 

\  Hx«  /o  dy»      '  dy.dz      '  dx* 

.    drü    M     .  d.ü    „ 
/d'ü,\  d?U  d«d.U  d-d?ü 


d*U  /^» 

dz' 


i2 


etc.  elc. 

In  diesem  Falle  ergibt  sich  also,  wie  im  vorigeo,  eine  ganz  gleiche  Regel: 

„Man  difTerentiire  U  «  ^x w,  y .  z)  sowohl  nach  y  als  auch  nach  z  grade 

4 80,  wie  wenn  die  Differenliale  von  y  nod  z  selbst  wieder  veränderlich  sind;   setze 
,»aber  nachher  statt  dy,  dz,  d'y,  d^z,  etc.  bezüglich  ^y,  dz,  d^y,  ^,  etc.** 


x^  x^ 

Da  nun  J\]  =  x  >  dU  -\ •  ^ÜH •  ^ü  -H ist,   so  bekommt  man 

1.«  1.2.3 

die  mittelbare  Gesammtmntatiou  JU,  wenn  man  die  oben  für  dU,  3^11,  mj^  etc.  gefun- 
denen Ausdrücke  substitnirl. 

Unter  den  hierher  gehörigen  apecieUen  Fällen  beachte  man  besonders  den,  wo  die 
onmiUetbare  Gesammtroutation  des  y  und  des  z  bezüglich  bloss  x  •  dy  and  x*dz  ist, 
wo  also  von  den  GoeiBcienlen  ifiy^  ^z,  d^,  d^z,  etc.  jeder  lür  sich  selbst  NoU,  and 
bloss  i/y  ■"  K  •  dy  und  Jz  ^»  x  •  dz  ist. 

Wie  man  nach  ausgeführter  Reihenentwickelung  die  specielle  Bedeutung  des  x  er« 
mitteil,  ist  schon  (in  §$.  49 — 55,  besonders  in  $.  56)  auseinandergesetzt. 

Man  erkennt  nun,  dass  es  nicht  mehr  nöthig  ist,  noch  diejenigen  Ausdrücke  vor- 
zunehmen, in  welchen  mehr  als  zwei  unter  sich  onabhäogige  mutable  Elemente  vor- 
kommen. 

$.  66.  Ist  Unicht  entwickelt  sondern  unentwickelt  durch  die  Gleichung  F(x... w,y,U) 
=  0  gegeben,  wo  allein  y  als  eine  unmittelbar  mutable  Function  der  nichtmotablen 
Elemente  x w  zu  behandeln  ist;  and  geht  y  in  die  Reihe 

Tfl  x^ 

0   yx  «  y  -<-  « •  ^y  -^-  —  •  ^y  H-  7^  •  ^'y  -*- 
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über,  wo  alle  die  GoeflicieDteii  dy^  ^y,  J^,  etc.  wegen  der  Allgemeinheil  als  Fanctionen 

der  nichtmotablea  Elemente  \ w  betrachtet  werden  mögen;  so  geht  U,  so  lange 

das  erste  Glied  y  der  Reihe  I  noch  allgemein  ist,  gleichfalls  in  eine  nach  laoter  posi- 
tiven ganzen  Potenzen  des  x  aofsteigende  Reihe  Cx  über,  welche  yon  der  Art  ist, 

dass  unter  allen  Umständen  der  Gleichung  F(x w,  y^»  U«)  =  0  genügt  wird. 

Hier  ist  Ux  eine  Function  von  yx,  und  yx  ist  eine  Function  von  x;  U«  ist  also  eine 

düx       d^üx      d^üx 
mittelbare  Function  von  x.  Unsere  Aufgabe  ist  jetzt,  die  Quotienten  «—- ,    -^-|- ,   «<-^  , 

etc.  zu  bestimmen ,  und  dann  x=:0  zu  setzen,  um  dadurch  bezüglich  d\]^  IflU^  ^^]^  etc. 
zu  bekommen.    Dazu  gibt  es  folgende  drei  Wege: 

Erstens.    Man  entwickle  U  aus   F(i: w,  y»  U)  >»  0,   so   dass   man 

U  »«  V/(x ......  w,  y)  bekommt.    Dadurch  ist  die  jetzige  Aufgabe  auf  die  des  §.  64 

gebracht. 

Zweitens.  Aus  dem  Diflferentialcalcul  ist  bekannt,  dass  diese  Entwickelung  nicht 
udthig  ist;  sondern  man  hat,  weil  schon  yx  von  x  abhangt,  folgende  Differentialgleichun- 
gen herzustellen: 

dpF    düx        dj£    dyx  _ 
du  *    dx   "^  dy  '  dx  "" 

4P  /<iUxV  o  ^üd^F  <'üx  dyx  d^F  /dyxY  d^F  d«Ux  d,F  d^Yx  ^ 
dü2     \  dx  /  ^        dU  •  dy      dx       dx  ^  dy«     \  dx  /         du      dx«        dy      dx« 

etc.  etc. 

Indem  man  hier  x  =  0  setzt,  bekommt  man  bezüglich 

^f}^  dF 

etc.  etc. 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  die  mittelbaren  Mutationscoefficienten  dU,  ^U, 
etc.  der  Reihe  nach  bestimmen,  so  dass  man  die  mittelbare  Gesammtmutation 

2  3 

Jü  =  X  .  du  -h  —  •  d«ü  -h  -^    d^U  -^ 

1.2  1.2.3 

bekommt,  indem  man  fiir  dU,  ^U,  etc.  die  Ausdrücke  sobstituirL 

Dri  t  tens.  Man  setze  der  Kürze  wegen  F  statt  F(x w,  y,  U),  und  Fx  statt 

F(x V*  Yx)  Ux);  so  bekommt  man 

Fx  =  F  -f-  X  .  dF  -f  —  •  <)2F  4-  —  .  a^F  -H ==0 

*  1.2  1.2.3 

Während  aber  die  Gleichung  Fx  =:  0  staltGnden  soll,  ist  damit  zugleich  die  Bedingung 
verbunden,  dass  x  ein  blosses  Operationsmittel  ist,  d.  Ii.  dass  Fx  bei  jedem  beliebigen 
Werthe  des  x  zu  Null  werde;  und  so  muss  jeder  einzelne  Coeflicient  der  letzteren  Reihe 
Für  sich  selbst  verschwinden,  und  man  hat  F  =  0,  dF  =  0,  d^F  =  0,  d^F  »  0,  etc. 
oder 

n^ w,  y,  Ü)  =  0 

dnF  d  F 

du  dy . 

etc.  etc. 

Man  hat  also  ganz  dieselben  Resultate,  wie  vorher. 

8.  67     Wenn  in   der  Gleichung  F(x w,  y,  z,  Ü)  =  0  die  zwei  unter  sich 
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ganz  unabhaogigen  anmittelbar  mutablen  Elemente  y  and  z,  welehe  Fanetionen  der 

nichtmatablen  Elemente  x w  sind ,    vorkommen ;  und  wenn  diesje  zwei  Elemente 

in  die  Reihen 

2  ü 

I)   yx  =  y  ■+■  ^  •  ^y  +  ~5  •  ^y  +  ^  •  ^  + 

11)    Zv  =  z  4-  X  •  Jz  H •  ^z  H •  d^z  4- 

-'       *  1.2  1.2.3 

übergehen,  wo  alle  die  Goefficienten  dy,  Sz,  ^y,  ^z,  d^,  ^z,  etc.  wegen  der  Allge- 
meinheit als  Fonctionen  der  nichtmatablen  Elemente  x w  betrachtet  werden  mö- 
gen, ond  wo  die  CoefGcienlen  der  Reihe  1  von  denen  der  Reihe  II  ganz  anabhängig 
sind,  and  amgekehrt;  so  geht  U,  so  lange  die  ersten  Glieder  der  Reibe  I  and  U  noch 
ganz  allgemein  sind»  gleichfalls  in  eine  nach  laater  positiven  ganzen  Potenzen  des  x 
aa&teigende  Reihe  U^  über,   welche  von  der  Art  ist,  dass  unter  allen  Umständen  der 

Gleichung  ¥(x w,  y«,  z^,  U«)  -»  0  genOgt  wird. 

Hier  ist  U«  eine  Fanction  von  y^  and  z,^  zugleich ,  und  y«  ond  z^  sind  Fonctionen 
von  X,  so  dass  U«  eine  mittelbare  Fanction  von  x  ist    Unsere  Aofgabe  ist  jetzt,   die 

düx     d^ü«    d^üx 
Quotienten  -t— ,  --?-^  ,  »-r?  ,  etc.  zo  bestimmen,  and  dann  x=rO  za  setzen,  om  be- 
züglich W,  ^U ,  d^]y  etc.  za  bekommen.    Dazu  gibt  es,    wie  schon  im  vorigen  $.  der 
Fall  war,  folgende  drei  Wege:  ^ 

Erstens.    Man  entwickle  U  aas  ¥(x w,  y,  z,  U)  «»  0,  so   dass  man 

U  «  i^(x w ,  y ,  z)  bekommt.    Dadurch  ist  die  jetzige  Aufgabe  auf  die  des  $. 

65  gebracht. 

Zweitens.  Aus  dem  DilTerentiatcalcul  ist  bekannt,  dass  diese  Entwicklung  nicht 
nöthig  ist,  sondern  man  hat,  weil  schon  y^  ond  z^  von  x  abhangen,  folgende  Differen- 
tialgleichungen 

dpF    düje         d  j'    dy«     ^    d^F    dz,t  _^ 
dU       dx  dy      dx  dz      dx 

4f     /dü^y  dpd^    d^    dy^  dod,F    ^    dz»        d^    /dy,\2 

dü2     \1Sr/ ■*■       dü.dy'  dx   *  dx  "^      dü.dz'    dx  '  dx    "*"  dy»    \dyV 

^    dAF    ^y»     ^*«        ^    /dz^y       dpF    (PV^        d^    flü.i?    f!!L-ft 
'^     "  d^  "^  '  dx    "*■  dz«    \  dx  /  "^   dU    '  IP"  "^  dy  *  dx^  ^  dz  '  dx^   ~  " 

etc.  elc. 

Indem  man  hier  x  =  0  setzt,  bekommt  man 

d?,F  dod^F  düd^F  d^F 

etc.  etc. 

Ans  diesen  Gleichungen  lassen  sich  die  GoefOcienten  dU,  ^U,  etc.  der  Heihe  nach 
bestimmen,  so  dass  man  die  mittelbare  Gesammtmutation 

JU  «  X .  ^ü  -h  —  .  a^ü  H-  rri  •  ^^U  -4- 

1.2  '  1.2.3 

bekommt,  wenn  man  hierin  die  für  ^ü,  ^U,  tJ^U,  etc.  sich  ergebenden  Ausdrucke 
substitüirt. 

Drittens.    Man  setze  zur  Abkürzung  F  statt  F(x w,  y ,  z .  ü),   und  F«  statt 

F(i w,  yxi  Xx«  ^x)«  ^^  bekommt  man 
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'  1.»  1.9.3 


Während  aber  die  Gleichung  F«  =  0  stattfinden  soll,  ist  damit  zugleich  die  Bedingung 
verbunden,  dass  x  ein  blosses  Operationsmittel  ist,  d.  h.  dass  F«  bei  jedem  beliebigen 
Werihe  des  x  zu  Null  iverde;  und  somit  muss  jeder  einzelne  Coefficient  der  letzteren 
Reihe  für  sich  selbst  verschwinden»  und  man  hat  F  «  0,  ^F  =  0,  d^F  =  0,  d^F  =:  0 
etc.;  oder 

F(x w,  y,  z,  ü)-0 

_p.^U4--^.^y4.^.^z  =  0 

djF  düd.F  dod,F  d^F 

dü^-^"'"^^2-TOF''^-'y-*-'-dki-^^-^^ 

d  d  F  ^l^  ^D^  d  F  d  F 

-H  a  .  i5^  .  ay  .  dz  -h  -r^  .  ^Z«  4-  -JVt  •  ^ü  -4-  ^  .  ^   -h  ?P  .  Ä  =  0 
dy.dz      '  dz»  du  dy        '  dz 

etc.  etc. 

Man  hat  abo  ganz  dieselben  Resultate,  wie  vorher. 

Man  erkennt  nun,  dass  es  in  Beziehung  auf  das  Mutiren  völlig  einerlei  ist,  ob  eine 
Fttncj^on  entwickelt  oder  unentwickelt  gegeben  isL  Desshalb  soll  dieser  Umstand  in  der 
Folge  gar  kein  Unterscheidungsmerkmal  mehr  abgeben,  sondern  man  wird  nach  Be- 
quemlichkeit bald  die  entwickelte  bald  die  unentwickelte  Form  wählen. 

$.  68.    Wenn  die  gleichzeitig  bestehenden  Functionen  U  ^  i^x w,  y,  z) 

und  F(x w,  y»  z)  n  0  zwei  mutable  Elemente  y  und  z  enthalten;   so  können « 

eben  wegen  der  Gleichung  F(i: w,  y,  z)  «=  0,  nicht  mehr  alle  beide  Elemente 

y  und  z  unmittelbar  mutabel  sein.  Man  behandle  y  als  mittelbar  mutabel.  Geht  nun 
z  Ober  in  die  Reihe 

x^                       x^ 
1^  as  z  H-  X  •  dz  H •  ^z   H •  ^z  -f- 

so  geht  F(x w,  y,  z)  —  0  über  in  F(x w,  y»,  z^)  =  0,  woran  man  er- 
kennt, dass  die  Goefficienten  der  Reihe  y^  von  denen  der  Reihe  z«  abhängig  sind. 

Um  die  Mutation  des  U  in  eine  solche  zu  verwandeln,  welche  bloss  die  Goefßcien- 
ten  der  Reihe  z^  enthält;  kann  man  wieder  zwei  Wege  einschlagen,  welche  aber  zu 
ganz  gleichbedeutenden  Resultaten  f&hren. 

Erstens.    Man  entwickle   aus  F(x w,  y,  z)  =  0  das  y,   so  dass   man 

y  =  r(x  .  . . .  w,  z)  bekommt.  Diese  Function  substitnire  man  in  U  «  V;(x . . .  w,  y,  z), 
wodurch  sieh  U  »  \p[x ....  w,  f(x ....  w,  z),  z]  ergibt ;  und  man  hat  die  jetzige 
Aufgabe  auf  die  des  §•  64  gebracht 

Zweitens.  Aus  dem  Differentialcaicul  ist  bekannt,  dass  diese  Entwicklung  und 
nachfolgende  Substitution  nicht  nöthig  ist;  sondern  man  hat  nur  folgende  Differential- 
gleichungen herzustellen: 

U    ^L  «:.^^  .^       dJJ    dz^ 
dx  dy       dx  dz      dx 


2) 


dy«     \  dx  /  '  dy.dz  '  "dx   "   dx  dz^     \  dx  / 


d,ü    ^^Yx     .    d^U    <l'2x 

-1-  " 


dy     ^^         dz       dd« 


etc.  etc.;  und 


d  F    dy«        d  F    ^^K 
^     dy      dx    ^   dz       dx 
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II) 


dy2     \  dx  /  "*■        dy.dz  '   dx  *   dx"  "^  dz»    \  dx  / 

d  F    d^y«         d  F    <'^Zw 
dy      dx2  dz       dx2 


etc.  etc. 

Eliminirt    man    nun    aus  deo   Gleicbongen  der  ersten  Art   die  Quolieolen 


dyx 
IT' 
<Pyx 

-^-^ ,  etc.,  was  mittelst  der  Gleichungen  der  ^zweiten  Art  geschieht;   so  ergeben  sich 

düx    d»üx 
bekanntlich  ffir  die  Quotienten  =^,  "TT*  ^'^'  ^''^^  gleichbedeutende  Ausdrücke,   wie 

wenn  man  gleich  anfangs  aus  U  ^^  ^^x w,  y,  z)  das  y  eliminirt  hätte.    Hierauf  hat 

man  x  =  Ozu  setzen,  und  es  ergeben  sich  SV^  ^U,  etc.  und  die  ihnen  entsprechenden 
Ausdr&cke.  Schaut  man  aber  auf  die  Gleichungen  1,  2,  etc.,  und  I,  II,  etc.  zurück, 
so  erkennt  man,  dasa  es  keine  Aenderung  macht,  wenn  man  schon  vor  der  Elimina- 
tion X  »  0  setzt;  und  dadurch  gehen  die  Gleichungen  1,  2,  etc.,  und  I,  II,  etc.  be- 
zöglich  ttber  in 


a.l)    W  =  -f-  •  ^y  -H  -4-  •  ^z 

^              dy       "^         dz 

dJU                     d  d  ü 
a.2)    ^ü«/y,.cJy2-^2.W.,y. 

djü 

d,U    ^      ^  d^ü    ^ 

^  dy -^y -^  dz-^ 

etc.  etc.;  und 

••')  ^'y-^'df''-« 

«>2f                 d  d  f                 ^l^ 

••")  -^-^'^  «•-  d'ydz-'y  ••"  +  ^2-"'  + 

dy 

8i* 


dz 

etc.  etc. 

Man  hat  also  aus  den  Gleichungen  der  ersten  Art  ^y,  ^y,  etc.  zu  eliminiren,  wel- 
ches entweder  direct  geschehen  kann  oder  mittelst  eines  Multiplicators.  Das  letztere 
Verfahren  ist  nemlich  folgendes :  Man  multipUcire  Gleichung  a.I)  mit  einer  (vorerst  noch 
unbestimmten,  jedenfalls  aber)  nichtmutablen  Function  9K  von  x  . .. .  w,  dann  ist  auch 
noch  das  Product 

Diese  Gleichung  kann  man  nun  zu  a.l)  addiren,  ohne  dass  sich  dadurch  ^U  ändert 
Man  bekommt  also 

^.,       d,ü    ^     .    <l»ü    .    ^  fl,>    /d^F     _         d^F    ^  \ 
^ü  =-^  .ay  + -^ -az  4- SR.^-jj^  .,Jy  H- ^  .azj 

Ordnet  man  änderst,  so  ist 

Nun  denke  man  sich  unter  9R  eine  solche  Function  von  z w ,   dass  der  mit  ^y 

behaftete  Theilsatz  wegfällt,  und  setze  zu  diesem  Ende 


so  bleibt  nur  noch 


14 


1()6 

Aus  Gleichang  A  ergibt  sich  nun,  y/hs  9t  flkr  eine  FoDCtion  von  i "w  isl;  nemlich 

es  ist 

C)    2»  =  -^":^/ 
^  dy      dy 

Indem  man  diesen  Ansdruck  slalt  9R  in  Gleichang  B  einsetzt,  ergibt  sich  dasselbe  Re- 
sultat, wie  wenn  man  dy  direct  eliminirt  hätte,  d.  h.  es  gibt  sich 

Diese  Methode,  durch  welche  indirect  eliminirt  wird,  heisst  die  Multiplicatorenmethode. 
Wann  sie  vor  der  directen  Elimination  Vorzöge  hat,  wird  man  am  speciellen  Falle 
erlcennen. 

Zur  Herstellung  von  Ö^V  multiplicire  man  Gleichung  a.II  mit  derselben  Function  9R 
von  1 w ,  und  addire  dieses  Product  zu  a.2 ;  so  gibt  sich 

In  Folge  der  Gleichung  A  redncirt  sich  die  Gleichung  E  auf 

Man  hat  nun  9K  mittelst  der  Gleichung  A  oder  G,  und  dann  dy  mittelst  der  Gleichung 
a.l  zu  eliminiren. 

Wenn  man  nun  successive  ^U,  ^U,  etc.  bestimmt  hat,   so  hat  man  nur  die  dafür 
sich  ergebenden  Ausdrücke  in 

zf  U  =  X  .  ^U  -h  —  .  3«ü   -h   -^  .  ^3U  -H 

1.2  1.2.3 

einzufiühren,    und  bekommt  so  die  mittelbare  Gesammlmutation ,   welche  mit  der  aus 

U  =  i^[x w,  f(x w,  z),  z]  zu  entwickelnden  ganz  gleichbedeutend  isL 

Bei  der  Multiplicatorenmethode  kann  man  auch  auf  folgende  Weise  verfahren:  Weil 

in  F(x  . . . .  w,  y,  z)  »  0  die  Elemente  y  und  z  Functionen  von  x w  sind ,  so  ist 

F(x w,  y,  z)  a  0  eine  identische  Gleichung,  d.  h.  gilt  bei  jedem  Wertbe  der 

nichtmutablen  Veränderlichen  % w«    Desshalb  ist ,  was  auch  9R  für  eine  Function 

von  X w  sein  mag,  auch  das  Product 

a»F(x w,  y,  z)  »0 

noch  eine  identische  Gleichung.  Addirt  man  dieses  Product  zu  U  =  '^x . .  •  w,  y,  z), 
so  wird  U  nicht  im  Geringsten  geändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 

ü  -  V'Cx w,  y,  z)  H-  SR  .  F(x w,  y,  z) 

Denkt  man  sich  nun  unter  SR'  eine  nichtmutable  Function  von  x w,   so  gibt  sich 

aus  letzterer  Gleichung 

au=(MH.g».ü\.ay^./Ü^-HSR.^V^^ 

\dy  dy/  \d*  dz/ 

welche  Gleichung  wieder  in  die  Gleichungen  A  und  B  zu  zerlegen  ist,  so  dass  hinsicht- 
lich der  Bestimmung  des  ^U  Alles  bleibt  wie  bisher. 

Würde  man  letztere  Gleichung  abermals  mutiren,  so  würde  man  wieder  Gleichung 
E  bekommen,  etc. 


107 

S«  69.    Ein  speeieller  Eail  vom  vorhergeheodeD  ist  folgender:   £8  sollen  die  Fano- 

tionen  U  =  i^(x w,  y)  ond  F(x w,  y,  i)  =  0  gleichzeitig  bestehen,    oud 

jedenfalls  nach  F(x w,  y^,  z«)  =  0  bleiben. 

Hier  steht  es  nicht  in  onserer  Wahl,  welches  der  Elemente  y  und  i  man  als  mit- 
telbar mntabel  behandeln  will;  sondern  y  moss  als  mittelbar  mutabel  und  z  muss  als 
anmittelbar  mutabel  behandelt  werden,  weil  sonst  die  Mutation  des  z  keinen  Einfluss 
auf  U  hätte. 

Will  man  nur  dV  bestimmen,  und  sucht  man  ^U,  mj,  etc.  nicht;   so  nehme  man 

die  Multiplicatorenmethode.    Was  nun  auch  9R  für  eine  Function  von  z w  sein 

mag,   so  ist  doch  immer  das  Prodoct  9St  •  F(x  .../..  w ,  y,  z)  «■  0  eine  identische 

Gleichung,    welche  man  zu  U  =:  t//(x w,  y)  addiren  kann,  so  dass  doch  noch 

vollkommen  genau  ist 

ü  —  i^(z w,  y)  4-  a»  •  F(z w,  y,  z) 

Denkt  man  sich  aber  unter  9R  eine  nichtmutable  Function  von  z w ,  so  bekomral 

man  aus  letzterer  Gleichung 

iü  =(^  + SR.  i?V'»y +«•  —  •'« 

\  dy  dy  /  dz 

Nun  denke  man  sich  unter  9K  eine  solche  Function  von  z .....  w,   dass  der  mit  ^y 
behaftete  Theilsatz  wegfällt,  und  setze  zu  diesem  Ende 


so  bleibt  nur  noch 


^    dy  dy 


ß)    ^u  =  aR:-^.^z 


Eliminirt  man  nun  9t,  so  ergibt  sich  dasselbe  Resultat,   wie  wenn  man  dy  direct  eli- 
mim'rt  hätte  ^  d.  h.  es  gibt  sich 


»=[(-^"x'i)^f]'- 


§.  70.    Wenn  die  gleichzeitig  bestehenden  Functionen  U  —  i//(z w,  y,  z,  v) 

und  F(x w,  y,  z,  v)  =  0  die  drei  mutablen  Elemente  y,  z,   v  enthalten;    so 

können,    eben  wegen  der  Gleichung  F(x w,  y,  z,  v)  »  0,  nicht  mehr  alle  drei 

Elemente  y,  z,  v  unmittelbar  mutabel  sein,  sondern  das  eine  derselben  ist  mittelbar 
mutabel.  Man  behandle  y  als  mittelbar  mutabel ,  so  sind  z  und  v  unmittelbar  mutabel. 
Gehen  nun  z  und  v  über  in  die  Reihen 

z^  =  z  +  X  •  dz  H •  d*z   H •  d^z  -f- 

*  1.2  1.2.3 

2  m3 

Vx  -■  V  +  X  .  dv  -4-  —  •  d^v   H ^v  4- 

1.2  1.2.3 

80  gehl  F(x  . . . .  w,  y,  z,  v)  »  0  Ober  in  F(x . .  . .  w,  y^,  z^,  v^)  ="  0,  woran  man 
erkennt,  dass  die  Goefficienten  der  Reihe  j^  von  denen  der  Reihen  z«  und  v^  abhängig 
sind,  während  die  Goefficienten  der  Reihe  z«  von  denen  der  Reihe  Vx  ganz  unabhängig 
sind,  and  umgekehrt. 

Um  aber  die  Mutation  des  U  in  eine  solche  zu  verwandeln,  welche  bloss  die  Coef- 
flcienten  der  Reihen  z^  und  v«  enthält;  kann  man,  wie  bisher,  zwei  Wege  einsehlagen, 
welche  aber  zu  ganz  gleichbedeutenden  Resultaten  führen. 

Erstens.    Man  entwickle  aus  F(x w,  y,  z,  v)  »  0  das  y,   so  dass  man 

y  =  f(x  . . . .  w,  z,  v)  bekommt  Diese  Function  substituire  man  in  U  *  V'Cz. •  •  w,  y,  z,  v), 

wodurch  sich  U  =  ^[x w,  f(x  . . . .  w,  z,  v) ,   z,  v]  ergibt;  und  man  hat   die 

jetzige  Angabe  auf  die  des  g.  65  gebracht 

Zweiten».    Aus  dem  DiiTerentialcalcul  ist  bekannt,   dass  diese  Entwicklung  und 
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nachfolgeude  Sabsliiution  nicht  nftthig  ist;  sondern  man  hat  nur  folgende  Differential- 
gleichungen  herzustellen: 

}     A^  ^«      j.    "^   dz  '  dx    "*■    dv  '  dx 


dU, 

d,U 

dyx 

dx    ' 

~  dy 

Si 

d,F 

dy» 

d.F 

dy 

dz 

dZv  d   F      dVie 

dx  dv      dx 

Eliminirt    mau    hieraus   den    Quotienten  = ,   so    ergibt   sich    bekanntlich    för    =- 

dx  "  dx 

ein    Resultat ,     welches    mit    dem    völlig    gleichbedeutend    ist ,     welches    man    aus 

U  »  v^[x w,  f(z w,  z,  v),  z,  v]  bekommt.    Setzt  man  dann  x  =  0,    so 

bekommt  man  für  dJ5  einen  Ausdruck,  welcher  nur  dz  und  dy  enthält. 

Schaut  man  aber  auf  die  Gleichungen  I  und  1  zurück,  so  erkennt  man,   dass  es 

keine  Aenderung  macht,  wenn  man  schon  vor  dem  Eliminiren  das  x  =  0  setzt;    und 

dadurch  gehen  die  Gleichungen  I  und  1  über  in 

-^  dy       "^         dz  dv 

£liminirt  man  nun  Sy  direct  oder  mittelst  eines  Multiplicators ,  so  bekommt  man  jedes- 
mal das  nemliche  Resultat. 

Will  man  d^U  herstellen,  so  braucht  man  nur  die  beiden  letzten  Gleichungen  aber^ 
mals  zu  mutiren,  und  dann  dy  und  d'y  zu  eliminiren. 

Und  so  fort 

Hat  man  dann  successive  dU,  d^\}^  d^,  etc.  bestimmt,  so  ergibt  sich  die  mittel- 
bare Gesammtmutation 

2  3 

i^«x.du-4-—  dnj-h  -^  •  d^ü  -h 

1.2  1.2.3 

wenn  man  die  für  dU,  d^U,  d^U,  etc.  gefundenen  Ausdrücke  substituirt 

Kommt  es  nur  darauf  an,  dU  zu  bestimmen ,  und  sucht  man  dHJ,  d^U,  etc.  nicht; 
so  kann  man  auch  auf  folgende  Weise  verfahren :  Weil  in  F(x  . . . .  w ,  ]r ,  z ,  v)  =  0  die  Ele- 
mente y,  z,  V  Functionen  von  x  . . . .  w  jsind,   so  ist  F(z w,  y,  z,  v)  =  0  eine 

identische  Gleichung,  d.  h.  gilt  bei  jedem  Werthe  der  uichtmutablen  Veränderlichen 
X w.    Desshalb  ist ,  was  auch  9R  für  eine  Function  von  x  • . . .  w  sein  mag ,  auch 

das  Prodoct 

!K-F(x w,  y,  z,  v)  =  0 

noch  eine  identische  Gleichung.  Addirt  man  dieses  Product  zu  Ü  =  ip(x...  w,  y,  z,  v), 
so  wird  U  nicht  im  Geringsten  geändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 

U  =  ipCx w,  y,  z,  V)  -4-  SR  •  F(x w,  y,  z,  v) 

Denkt  man  sich  nun  unter  {Dt  eine  nichtmutable  Function  von  x  .  . . .  w,  so  gibt  sich 
ans  letzterer  Gleichung 


fe"-«-^')- 


Nun  denke  man  sich  unter  9St  eine  solche  Function  von  x . . . .  w,  dass  der  mit  dy  be- 
haflete  Theilsatz  wegfällt;  und  setze  zu  diesem  Ende 

d^ 

dy 
Sonach  bleibt  nur  noch 


dy 

=  0 

•  «I  + 

dv  "^ 

Si- 

d,F 
dv 

fc')  • " 
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* 

Da  DUO  hier  SR  «»  —  -j^  :  -p ,  so  wird 

Ein  specleller  Fall  hiervon  ist  der,    wo  die  gleichzeitig  bestehenden   Fanctionen 

U  r=  ^(x w,  y)  und  F(x  . . . .  w,  y,  z,  v)  «  0  gegeben  sind,    and  anter  allen 

Umständen  auch  noch  F(x w,  yx,  z^»  v«)  =  0  bleiben  moss. 

Hiermuss  nothwendig  y  mittelbar  matabel,  ond  z  und  v  mQssen  unmittelbar  mutabel 
sein,  weil  sonst  die  Mutationen  der  beiden  letztern  Elemente  keinen  Binfiuss  auf  U  hätten. 

$.  71.    Wenn  die  gleichzeitig  bestehenden  Fanctionen  U  »  ^/(x w,  y,  z ,  v), 

F(x Wj  y ,  z,  v)  =  0  und  g(x w,  y,  z ,  v)  «=>  0  die  drei  mutablen 

Elemente   y,   z,   v   enthalten;    so    können,    eben   wegen    der    beiden    Gleichungen 

F(x w,  y,  z,  v)  »  0  utfd  ^(x w,  y,  z,  v)  »0  nicht  mehr  alle  drei 

Elemente  y,  z,  v  unmittelbar  mutabel  sein,  sondern  zwei  derselben  sind  mittelbar  ma- 
tabel, während  nur  eines  unmittelbar  mutabel  ist.  Man  behandle  die  beiden  Elemente 
y  und  z  als  mittelbar  mutabel.  , 

Erstens.    Man  kann  hier  y  und  z  als  Functionen  von  v  bestimmen,  so  dass  man 

y  =  r(x w ,  v)  und  z  :=  f  (x w ,  v)  bekommt.    Diese  Functionen  substi- 

tuire  man  nun  In  U  » t^(x  . . .  w ,  y,  z,  v),  so  bekommt  man  U  ^i/^[x  . . .  w,  f(x  . .  w,  v), 
r(x  —  .  w ,  v) ,  v] ;  und  die  hiesige  Aufgabe  ist  auf  die  des  $.  6i  gebracht. 

Zweitens.  Man  mutire  die  Fanctionen  if;,  F,  ^,  und  bekommt  so  der  Ord- 
nung nach 

dy       ^         dz  dv 

d,F    ^  djF     .  d^    ^         ^ 

dy       ^        dz  dv 


dy       ^         dz  dv 

etc.  etc. 

Hieraus  eliminire  man  dy,  dz^  ^y,  ^z,  etc.,   so  bekommt  man  für  ^U,  d'U,  etc. 

AasdrQcke,  welche  nur  die  unmittelbaren  Mutationscoefßcienten  ^v,  ^v,  etc.  enthalten. 

Kommt  es  nur  darauf  an,  Öl]  zu  bestimmen,  und  sucht  man  ^U,  ^U,  etc.  nicht; 

so  kann  man  auch  auf  folgeiide  Weise  verfahren:   Weil  in  F(x  ....w,y,z,v)»0 

und  in  ^(x w,  y,  z,  v)  -»  0  die  Elemente  y,  z,  v  Functionen  von  z w 

sind,  so  sind  F(x w,  y,  z,  v)  =  0  und  g(x w,  y,  z,  v)  «  0  identische 

Gleichungen,    d.  h.  sie   gelten  bei  Jedem  Werthe  der   niditmutablen   Veränderlichen 

X w.    Desshalb  sind,    was  auch  95t  und  9t  für  Functionen  von  x w  sein 

mdgen,  die  beiden  Producte 

aR.F(x....w,  y,  z,  v)  =  0 

9t -^Cx w,  y,  z,  v)  —  0 

auch  noch  identische  Gleichungen.  Addirt  man  diese  beiden  Producte  zu  U  « tp{x, . . .  w,y,z,v), 
so  wird  U  nicht  im  Geringsten  geändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 

U  =  t^(x w,  y,  z,  v)  -»-SR-F(x w,  y,  z,v)  -h9l.?f(x w,  y,  z,  v) 

Denkt  man  sich  nun  unter  9St  und  9t  zwei  nichtmutable  Functionen  von  x  . . . .  w , 
so  gibt  sich  aus  letzterer  Gleichung 


+ 


(i"+«-^^-«-i»)-'- 
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Nun  denke  mao  sich  aoter  91t  und  9t  solche  Functionen  von  x w,   dass  die 

mit  dy  und  dz  behafteten  Theilsätze  wegfallen;  und  zu  diesem  Ende  setze  man 

*x   d-U       ««.    d,F        «.    d-9p 


B)  M+aR.4J  +  «.^»»o 


Es  bleibt  also  nur  noch 


c).„=(«!^a.«+,.yf).„ 

Aus  den  Gleichungen  A  und  B  ergibt  sich,   was  3St  und  9t  f&r  Functionen  von  x . . .  w 
sind,  welche  man  dann  in  Gleichung  G  zu  substituiren  hat. 

§.  72.  Aus  allem  Vorhergehenden  ist  ersichtlich,  dass  es  nun  nicht  mdir  nöChig 
ist,  hier  noch  zusammengesetztere  Fälle  vorzunehmen. 

Die  mutablen  Elemente  können  auch  Differentiale  oder  Integrale  sein;  dieses  ändert 
nichts  an  dem  bis  jetzt  befolgten  Verfahren,  wenn  man  sich  nur  der  in  $.  59  aufgestell- 
ten Sätze  bedient. 

Ist  z.  B. 


ü  =  i/'lx.  y.  g,  g, ) 


dy  d^y 

zu  mutiren,  so  setze  man  nur  p  statt  -p  ,  q  statt  -r-|,  etc.;  und  man  hat 

ü  =  V;(x,  y,  p,  q ) 

Daraus  folgt 

oder 

dy       ^         dp      dx  dq      dx' 


Ist  ferner 


ü  -  ti/i  w  ^«y  ^-y  "^'^  ^'^-y  ^^^  \ 

t^x,   w,   _,   — ,  — ,   ^j-^,  _ J 

d  y  d  V  ^«y  d  d  V 

zu  mutiren,  so  setze  man  p  statt  -r^,   q  statt  -x^,  r  statt  -r-^,  s  statt  .'  ^^  .   t  statt 

'^  dx      ^  dw  dx*  dx«dw 

d'^y 

■^^,  etc.;  und  man  hat 
dw^ 

ü  =  v;(x,  w,  p,  q,  r,  s,  t ) 

Daraus  folgt 

«T         ^rü      .     _^   dpU      .     ^  dqü      .      _^  drU      .      ^  d.U     ^     ^  dtü  *    , 

dy       •'         dp       "^         dq       ^         dr  ds  dt 

oder 

dy       y  ^   dp      dx    ^   dq      dw    ^  dr      dx» 

i2 


dJJ    d^d^i^y       dtU    <^ 
"^    ds  '  dx.dw    "^   dt  *  dw» 


.   •   • 


Ist  ferner 


U  =  v4x,  y,  I    v«dx,|    w  •  dx j 


i 
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zu  maCiren,  so  setze  man  wieder  p  statt  1     v  •  dx,  q  statt  I    w  •  dx,  etc.;  Qiid  man  hat 

Ja  Ja 

ü  =  i/'Cx,  y,  p,  q ) 

Daraas  folgt 


.,,       d-U    ^     .    dpü    .      .    dqü    , 


oder 


bt  ebenso 


^U  =  T^  •  <5y  +  -±—  •  I     ^v  •  dx  H-  -f-  •  I     ^w  •  dx  -+-...  . 
dy        "^         dp    Ja  dq    Ja 

U  =  i^\x,  w,  y,  J    J.    z*dw*dx I 

/•x  pw 
^        zo  matiren,  so  setze  man  p  anstatt  I      I      z  •  dw  •  dx,  etc.;  and  man  hat 

ü  ==  i^(x,  w,  y,  p ) 

Daraas  folgt 


oder 


dy       '         dp    Ja  Jb 
Und  so  fort. 

$.  73.  Im  Allgemeinen  mag  sich  das  bisherige  Verfahren  auf  folgende  Weise  dar- 
stellen lassen: 

1)  Ist  U  =  i^(x  ....  w,  y,  z  ....  v)  zo  matiren,  wo  die  Elemente  y,  z  . . . .  v 
onmittelbar  matabel  and  anter  sich  ganz  anabhängig  sind ;  so  bekommt  man  die  einzel- 
nen Mntationscoefficienten  dU,  ^U,  ^^U,  etc.,  wenn  man  U  nach  allen  mutablen  Ele- 
menten differentiirt ,  die  Diflterentiale  derselben  als  veränderlich  behandelt,  and  hierauf 
^y,  dz  . . . .  ^v,  ^y,  ^z  .  . . .  ^v,  etc.  bezQglich  anstatt  dy^  dz  .  . . .  dv,  d*y,  d*z  . . .  d^v, 
etc.  setzt 

Ist  U  nicht  entwickelt,  sondern  durch  die  Gleichung  F(x  . . .  w,  y,  z  . .  .y,  U)  =0 
gegeben,  wo  die  Elemente  y,  z  . . . .  v  unmittelbar  matabel  und  unter  sich  ganz  unab- 
hängig sind;  so  matirt  man  diese  Gleichung  nach  den  Elementen  y,  z. .. .  v,  U  grade 
so,  wie  eine  entwickelte  Function.  Dabei  setzt  man  aber  dje  Mutationsgleichangen  jeder 
einzelnen  Ordnung  für  sich  gleich  Null»  und  bestimmt  hierauf  successive  dV,  ^U,  ^U, 
etc.  mittelst  Elimination. 

2)  Ist  aber  U  =  vKx  . . . .  w,  y ,  z  . . . .  v)  gegeben,  während  noch  die  Bedin- 
gongsgleichangen 

•  *  Fi(x  . . . .  w,  y,  z v)  =  0 

F2(x  . . . .  w,  y,  z  . . . .  v)  «=  0 


Fn(x  . . . .  w,  y,  z  . . . .  v)  =  0 

bestehen  sollen ;  so  sind  die  Coefßcienten  so  vieler  der  Reihen  yx  t  z^ v^  abhän- 
gig, als  einzelne  Bedingangsgleichungen  vorhanden  sind.  Die  mutablen  Elemente 
y,  X  ....  V  brauchen  aber  weder  in  der  Hauptfunction  U  =  i/;(x  . . . .  w,  y,  z  . . . .  v) 
alle  zugleich  vorzukommen,  noch  müssen  sie  alle  in  jeder  einzelnen  Bedingungsgleichong 
vorkommen;  sondern  sie  können  so  vertheill  sein,  wie  es  grade  der  specieile  Fall  mit 
sich  bringt.  Der  specieile  Fall  mag  dann  auch  entscheiden,  welche  der  Elemente 
y,  z V  mittelbar  und  welche  unmittelbar  mutabel  sind,  oder  ob  es  gleich- 
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gillig  isl,    welche  man  alfi  mitUelbar  und  welche  man  als  unmitlelbar  mutabel 
behandelt. 

Aach  hier  kann  die  Haaptfanction  U  anentwickelt  gegeben  sein ,  sowie  auch  U  in 
mehreren  der  gleichzeitig  nebeneinander  bestehenden  Gleicbangen  vorkommen  kann. 
Das  Mutiren  bleibt  sich  immer  gleich,  nur  der  Eliminatlonsprocess  wird  in  den  ver- 
schiedenen Fällen  verschieden  sein. 

Anhang.    Nun  sollen  einige  Beispiele  zu  $.  62  and  $.  63  nachfolgen. 

Erstes  Beispiel.  Es  sei  U  »  a  +  Tbx  —  cy  gegeben,  wo  durch  y  jede  be- 
liebige Function  von  x  dargestellt  ist;  und  y  gehe  in  eine  andere  Function 

y  +  x.^  +  ^.a2y  +  _^.^+ 

Ober ,  wo  durch  das  erste  Glied^  y  ebenfalls  noch  jede  beliebige  Function  von  x  darge- 
stellt ist.    Hier  geht  U  über  in  ' 

U  -+-  ^ü  =  a  -+-  Tbx  —  cy  —  X  .  —  •  Öy 

2  •  r  bx  —  cy 


X' 

1 


\  4.(bx-cy)«         / 

4- 

Da  kein  anderer  mit  y  versehener  Ausdruck  in  den  Nenner  dieser  Reihe  kommen 
kann,  als  (b  •  x  —  c  •  y);  so  bleibt  die  allgemeine,  d.  h.  nach  lauter  ganzen  posi- 
tiven Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihenform  in  allen  Fällen  richtig,    nur  nicht  wenn 

b  •  X  —  c  •  y  =  0,  d.  h.  wenn  y  =  -  •  X.    Um  diese  ausnahmsweise  Reihenform  für 

dV  zu  finden,  setze  man 

^.,  +  «.iy  +  ^.^-H^.»»y+ 

an  die  Stelle  desyin  U=:a  +rb-x  —  c*y  ein,  und  man  bekommt 

4  i 

U'  -f.  ^ü  «-  a-l-x8.(r^=^).  (dy  4-  —  .3«y-f.-J^.^  -H )' 


Hier  ist  U'  -  a,  und  ^ü  =  x«  .  (K— c)  •  (^y  +  TJ  '  ^^  "^  I!^  "^^  "^ )* 

und  man  kann  das  Polynom  auf  bekannte  Weise  in  eine  Reihe  verwandeln. 

1  M 

Zweites  Beispiel.  Essei  U=  a  -f  (bx  —  cy)*  -I-  (e  •  x^— g»-  y)  *  gegeben, wo 

durch  y  jede  beliebige  Function  von  x  dargestellt  ist  Unter  dieser  Voraussetzung  er- 
gibt sich  für  A\S  die  allgemeine,  d.  h.  nach  lauter  positiven  ganzen  Potenzen  des  x 
auüsteigende  Reihenform,  in  welcher  der  zu  x  gehörige  Coefficient  den  Ausdruck 
(b  •  X  —  cy)  im  Nenner  hat,  und  in  welcher  der  zu  x^  gehörige  Goefücient  die  beiden 
Ausdrucke  (b  •  x  —  c  •  y)  und  (e  •  x^  —  g^  •  y)  zugleich  im  Nenner  hat  Ausser  diesen 
beiden  kann  kein  anderer  mit  y  versehener  Ausdruck  bei  irgend  einem  Gliede  der 
allgemeinen  Reihenform  in  den  Nenner  kommen.  Man  kann  also  für  ä\^  nur  zwei 
ausnahmsweise  Reihenformen  bekommen. 

b  ^ 

1)  Setzt  man  b  •  x  —  c  •  y  =  0,  d.  h.  y  ^  ~  •  x;  so  ist  x*  die  niedrigste  Potenz 

c 

des  X  in  der  sich  jetzt  für  d^  ergebenden  ausnahmsweisen  Reihenform. 

2)  Setzt  man  e  •  x^  —  gS  •  y  =s  0,  d.  h.  y  » -^  •  x';  so  folgen  bei  der  sich  jetzt 

für  dy  ergebenden  ausnahmsweisen  Reihenform  die  Potenzen  des  x  in  nachstehen- 
der Ordnung 

18 
X,  X»,  x3,  X* 

aufeinander. 
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b 
Drittes  Beispiel.    Es  sei  ü  =»  a  -I ~ gegeben,    wo  durch   y  jede 

beliebige  FuDctioD  von  x  dargestellt  ist.  Unter  dieser  Voraassetzang  ergibt  sich  fUr  JV 
die  allgemeine,  d.  b.  nach  laater  positiven  ganzen  Potenzen  des  x  aafsteigeode  Rei- 
henform,  in  welcher  schon  der  zn  x  gehörige  Coefficient  den  Aabdruck  (c  •  x  —  ^  *  y) 
im  Nenner  hat  Ausser  diesem  kann  kein  anderer  mit  y  versehener  Ausdruck  bei  ir- 
gend einem  Gliede  der  allgemeine, n  Reihenform  in  den  Nenner  kommen.  Man  kann 
also  für  JV  nur  eine  einzige  ausnahmsweise  Reihenform  bekommen,  nemlich  wenn 
c  •  z  —  e  •  y  =  0  ist;  und  dabei  hat  man 

ü'  -h  ^T  =  a 5 ; 

e 


•  ^x  .  ^Y  H •  ^y  H •  ^  H- \ 

\  ^  1.8  .  t  2.3         ^  / 


Bei  der  jetzt  för  JU  sich  ergebenden  ansnahmsweisen  Reihenform  folgen  die  Po- 
tenzen des  X  in  nachstehender  Ordnung 

X^l     ^gO    %#t     %#9     v3 

aufeinander. 

8 

Viertes  Beispiel.  Es  sei  U  =  a  4-  Kb  •  x  —  c-y  -»-Kg-z  —  h-z  gegeben, 
wo  sowohl  durch  y  als  auch  durch  z  jede  beliebige  Function  von  x  dargestellt  ist ;  und 
y  und  z  gehen  in  andere  Functionen 

y  +  X  •  ^y  4-  ^  .  ^y  -H  ^  .  <53y  4- 

Z  -h  X  •  dz  H- ö^t    H •  d*Z  4- 

1.2  1.8.3 

Ober.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  ersten  Glieder  y  und  z  dieser  Reihen  eben- 
falls noch  jede  beliebige  Function  von  x  vorstellen,  gibt  sich  fDr  JV  die  allgemeine, 
d.  h.  aaeh  lauter  positiven  ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reilienform ,  In  wel- 
cher schon  der  zu  x  gehörige  Coeflicient  die  beiden  Ausdrttcke  (b  •  x  •»  c  •  y)  und 
(g  •  X  —  h  •  z)  im  Nenner  hat  Ausser  diesen  beiden  kann  kein  anderer  mit  y  oder  z  verse- 
hener Ausdrack  bei  irgend  einem  Gliede  der  allgemeinen  Reihenform  in  den  Nenner 
kommen.    Man  kann  also  für  JV  drei  ausnahmsweise  Reihenformen  bekommen. 

1)  Wenn  gleichzeiüg  b  •  x  -—  c  •  y  =  0  und  g  •  x  —  h  •  z  «a  0  ist ;  und  dabei  ist 

y  =  -  •  X  und  z  =  ?  •  x. 
"^        c  h 

2)  Wenn  nur  b*x-— c-y:»OiBt,  während  z.  eine  solche  Function  von  x  dar- 
stellt, bei  welcher  die  GleichoDg  g  •  x  —  h  •  z  =  0  nicht  stattflndet 

3)  Wenn  nur  g»x  —  h«z=sOist,  wAbrend  y  eine  solche  Function  von  x  dar« 
stellt ,  bei  welcher  die  Gleichung  b  •  x  —  c  •  y  -»  0  nicht  stattGndet 

i  19 

Fun f tes  B eispi et  Es  sei  ü  =  a  -h  (bx  —  cy)*  4-  (gx  —  hz)  ^ ,  wo  durch  y  und 
z  jede  beliebige  Function  von  x  dargestellt  ist.  Unter  dieser  Voraussetzung  ergibt  sich 
llkr  JV  die  allgemeine ,  d.  h.  nach  lauter  positiven  ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigende 
Reihenform,  in  welcher  der  zu  x  gehörige  Coeflicient  den  Ausdruck  (b  •  x  —  c  •  y)  im 
Nenner  hat,  und  in  welcher  der  zu  x^  gehörige  Coeflicient  die  beiden  Ausdrücke 
(b  •  X  —  c  •  y)  und  (g  •  x  —  h  •  z)  zugleich  im  Nenner  hat.  Ausser  diesen  beiden 
kann  kein  anderer  mit  y  oder  z  versehener  Ausdruck  bei  irgend  einem  Gliede  der  all- 
gemeinen Reihenform  in  den  Nenner  kommen.  Man  kann  also  für  JU  nur  drei  aus- 
nahmsweise Reihenformen  bekommen. 

1)  Wenn  gleichzeitig  b-x  —  c-y  =  0  und   gx  —  hz  =  0;    und  dabei  ist 

y  =  -  •  X  und  z  =  g .  x. 

•^        c  h 

2)  Wenn  nur  b  •  x  —  c  •  y  ««»  0,  während  z  eine  solche  Function  von  x  vorstellt, 
bei  welcher  die  Gleichung  gx  —  hz  »  0  nicht  stattflndet 

3)  Wenn  nur  gx  ~  hz  =  0  ist,  während  y  eine  solche  Function  von  x  vorstelll 
bei  welcher  die  Glerchung  b  •  x  -—  c  •  y  »  0  nicht  stattfindet 

15 
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Sechstes  Beispiel.  Es  sei  U  =  a  +  Kb  •  x  — c  •  y  4-  e  •  i  gegeben,  wo  durch 
y  und  z  jede  beliebige  FuDclion  von  x  dargestellt  ist  Unter  dieser  Voraassetzang  er- 
gibt sich  ftlr  J\J  die  all  gern  eine,  d.  h.  nach  lauter  positiyen  ganzen  Potenzen  des  x 
aufeteigende  Reihenform,  in  welcher  schon  der  zu  x  gehörige  Goefficient  den  Ausdruck 
(bx  —  cy  +  ez)  im  Nenner  hat.  Ausser  diesem  kann  kein  anderer  mit  y  oder  z  ver^ 
sehener  Ausdruck  bei  irgend  einem  Gliede  der  allgemeinen  Reihenform  in  den  Nen- 
ner kommen.  Man  kann  also  fiür  JV  nur  eine  einzige  ausnahmsweise  Reihenform 
bekommen,  nemlich  wenn  bx  —  cy  H-  ez  =;  0  ist  Durch  diese  Gleichung  ist  enie 
Abhängigkeit  ausgesprochen,  welche  zwischen  den  Functionen  y  und  z  stattfinden  muss, 
wenn  sich  fQr  ^U  eine  ausnahmsweise  Reihenform  ergeben  solL  Bei  allen  andern  un- 
endlich vielen  zwischen  y  und  z  möglichen  Beziehungen,  wobei  die  durch  die  Glei- 
chung b*x  —  c*y  +  e-z  =  0  ausgesprochene  Abhängigkeit  zwischen  y  und  z  nicht 
stattfindet,  ergibt  sich  fQr  ^U  nur  die  allgemeine  Reihenform. 

Siebentes  Beispiel.    Es  sei 

»9 


U  =  a  -h  Kbx  —  cy  -h  ez  -f-  (gx  ■+■  hy  +  kz)  * 

gegeben,  wo  durch  y  und  z  jede  beliebige  Function  von  x  dargestellt  ist-  Unter  dieser 
Voraussetzung  ergibt  sich  lur  J{]  die  allgemeine,  d.  h.  nach  lauter  positiven  ganzen 
Poteuzen  des  x  aufsteigende  Reihenform,  in  welcher  der  zu  x  gehörige  Goefficient  den 
Ausdruck  (b  •  x  —  c  •  y  +  e  •  z)  im  Nenner  hat ,  und  in  welcher  der  zu  x^^*  gehörige 
Goefficient  die  beiden  Ausdrucke  (bx  —  cy  +  ez)  und  (gx  +  hy  +  kz)  zugleich  im 
Nenner  hat.  Ausser  diesen  beiden  kann  kein  anderer  mit  y  oder  z  versehener  Aus- 
druck bei  irgend  einem  Gliede  der  allgemeinen  Reihenform  in  den  Nenner  kommen. 
Man  kann  also  für  JV  nur  drei  ausnahmsweise  Reihenformen  bekommen. 

1)  Wenn  zwischen  den  Functionen  y  und  z«  diejenige  Abhängigkeit  stattfindet, 
welche  durch  die  Gleichung  bx  —  cy  +  ez  =  0  ausgesprochen  ist;  oder 

2)  wenn  zwischen  den  Functionen  y  und  z  diejenige  Abhängigkeit  stattfindet, 
welche  durch  die  Gleichung  gx  +  hy  +  kz  39  0  ausgesproehen  ist;  sodann  auch 

3)  wenn  zwischen  den  Functionen  y  und  z  gleichzeitig  die  beiden  Abhängigkeiten 

stattfinden,  welche  dui^h  die  beiden  Gleicimngen  bx  —  cy  -4-  ez  ssO  und  gx  -H  hy  -f-  kz  ssO 

bk  ~'—  es 
ausgesprochen  sind,  wobei  sich  fQr  y  und  z  die  ganz  bestimmten  Functionen  y  =  -r ?  •  x 

.               bh  4-  cg  . 

und  z  = i — ; — —  •  X  ergeben. 

ck  +  eg  ° 

Bei  allen  andern  unendlichvielen  zwischen  y  und  z  stattfindenden  Beziehungen, 
nur  nicht  bei  den  beiden,  welclie  durch  die  Gleichungen  bx  —  cy  +  ez  :=  0  und 
gx  +  hy  +  kz  :ss  0  ausgesprochen  sind,  ergibt  sich  für  JV  die  allgemeine  Rei- 
henform. 

b)    Einfache  gemüclUe  MuitUianm. 
aa)  Unmittelbare   gemischte  Mutationen. 

$.  74.  Eine  Function  wird  (nach  $.  47)  unmittelbar  mutirt,  wenn  sie  unabhängig 
für  sich  allein  In  eine  andere  Function  übergebt;  und  sie  wird  unmittelbar  gemischt 
mutirt,   wenn  dabei  die  nichtmotablen  Veränderlichen  noch  Werthänderungen  erleiden. 

Wenn  <p(\)  eine  unmittelbare  reine  Mutation  erleidet,  so  bekommt  man  im  Allge- 
meinen die  Reibe 

I)     <iP(x)  -h  X  .  dqX\)  -+-  —  •  ^<3P(X)  H —  •  d^g>(x)  -h 

1.2  1.8.3 

Ba  aber,  wenn  9>(x)  eine  unmittelbare  gemischte  Mutation  erleidet,  daa  x  noch  eine 
Werthänderung  erleiden  muss,  so  bekommt  man  statt  der  Reihe  1  jetzt  folgende: 

II)    <p(\  -H  Dx)  -h  X  .  d<p(x  -h  üx)  -H  —  •  a^g)(x  -f  Dx)-I ^<3p(x-i-Dx)  -+- 
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wo  Dx,  wie  gewAbolich,  die  Werthftnderong  des  x  anieigl.  Nun  weiss  maD  aas  dem 
DiffereDtialcalcal,  dass,  wenn  der  Werth  des  x  noch  ganz  allgemein  ist,  sich  die  Aos- 
drQcke  9>(x  +  Dx),  dq>(x  -h  Dx),  d^(p(x  +  Dx),  etc.  mittelst  des  Taylor'schen  Satzes 
entwickeln  lassen,  wobei  man  folgende  Reihen  bekommt: 

III)    g>(x  +  Dx)  =  y(x)  -h  -^  •  Dx  -h    '^^  •  -—  -h  -jT + 

-^       ^  /       ^  jIj  dx*      1.2  dx^      i.a.3 

IV)  ög>(x  +  Dx)  =  vx)-f^. DxH-  -^•—  +  -d§- •i:;:^^ 

V)a^(x4-Dx)  =  a«^(x,H-!!^.Dx  +  ^?^  

^       ^^  ^  ^     '  dx  dx*  1.2  dx^  1.2.3 

vi)aMx-^Dx)  =  <Py(«-+--^.Dx+^55-.— +  -5j3---ix;-^ 

etc.  etc. 

Wenn  aber  der  Werth  des  x  ein  bestimmter  ist»  so  müssen  die  Reihen  Ilf«  lY«  ^y 
VI,  e(c  nicht  noth wendig  gUtig  sein,  sondern  sie  sind  allemal  ungiitig,  wenn  ii^end 
ein  Glied  Null  in  den  Nenner  bekoromL  Man  wird  also  alle  diese  Reiben  mittelst  des 
Taylor'schen  Satzes  so  entwickeln,  wie  wenn  der  Werth  des  x  ganz  allgemein  wäre; 
und  dabei  wird  man  znsehen,  ob  ein  Glied,  oder  ob  mehrere  Glieder,  oder  ob  alle 
Glieder  das  x  in  den  Nenner  bekommen ;  und  indem  man  diese  Nenner  zu  Nnll  werden 
lässt,  kann  man  alle  jiBne  Werthe  des  z  schon  im  Voraus  kennen  lernen,  bei  welchen 
die  Reihen  111,  IV,  V,  VI,  etc.  ihre  Giltigkeit  verlieren.  Somit  erkennt  man,  dass  die 
Anzahl  der  ifir  x  möglichen  Werthe,  bei  welchen  diese  Reiben  ihre  Giltigkeit  verlieren, 
eine  angebbare  geschlossene  Anzahl  ist,  während  die  Anzahl  der  für  z  mdgUchen  Werthe, 
bei  welchen  diese  Reihen  ihre  Giltigkeit  behalten,  eine  anendlichgrosse  ist  Es  sind 
daher  die  Fälle,  wo  diese  Reihen  ihre  Giltigkeit  verlieren,  nar  AusnahmsGLlle;  und  diese 
muss  man  nach  den  EigenthQmlichkeiten  des  jedesmal  vorliegenden  speciellen  Falles 
behandeln. 

$.  75.  Wenn  <p(x,  w)  eine  anmittelbare  reine  Rotation  erMdet,  so  bekommt  man 
im  Allgemeinen  die  Reihe 

I)    g>(x,  W)  H-  X  .  a<3p(i,  W)  4-  —  .  ««<3P(X,  w)  -t-j^  •  ^<p(x,  w)  -H 

Da  aber,  wenn  9>(x,  w)  eine  anmitlelbare  gemischte  Motation  erleidet,  das  x  und  das 
w  noch  Werthänderangen  erleiden  müssen,  so  bekommt  man  statt  der  Reihe  I  jetzt 
folgende : 

11)    ^x  -h  Dx,  w  -^  Dw)  +  X .  dv(x  +  Dx,  w  H-  Dw)  -h    —  •  ^«^(x-f-  Dx,  w-h  I)w) 

"^      ^g>(x  -^  Dx,  w  -h  Dw)  -*- 


1.2.3 

WO  Dx  ond  Dw  bezüglich  die  Werthänderangen  des  x  und  des  w  anzeigen.  Nun  weiss 
man  ans  dem  Differentiakalcal,  dass,  wenn  die  Werthe  des  x  ond  des  w  noch 
allgemein  sind,  sich  die  Ausdrücke  qp(x  -h  Dx,  w  -f-  Dw),  ^^(x  -f  Dx,  w  -h  Dw), 
^qi{ji  +  Dx,  w  +  Dw),  etc.  roittelsiv  des  Taylor'sclien  Lehrsatzes  entwickeln  lassen, 
wobei  man  folgende  Reihen  bekoormt: 

III)    g>(x  4-  Dx.  w  -h  Dw)  -  <p(x,  w)  -f  ("^  •  Dx  +  ^  .  Dw) 

+ 
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IV)    d<p(j.  4-  Dx,  w  +  Dw)  =  d<pix,  w)  +  (^  .  Dx  +  -^ .  Dw) 
1.2     \  dx^  dx  •  dw  dw*  / 


V)    S^<p(tl  -h  Dx,  w  4-  Dw)  «  a»<p(x,  w)  +  (^^  .  Dx  -h  ^^^  •  Dw) 


J_.(4_^.Dx»  +  2.^^.Dk.Dwh--^^.Dw2} 
t.3     \  dx^  dx  •  dw  dw*  / 


-h 


elc.  etc.  ' 

Wenn  aber  das  x  und  das  w  bestimmle  Wertbe  haben ,  so  müssen  die  Reihen  III , 
IV,  V,  etc.  nicht  nothwendig  giltig  sein,  sondern  sie  sind  allemal  angiltig,  wenn  irgend 
ein  Glied  Null  in  den  Nenner  bekommt.  Man  wird  aber  auch  hier  alle  Reihen  mittelst 
des  Taylor*8chen  Lehrsatzes  so  entwickeln ,  wie  wenn  die  Werthe  des  x  und  des  w  ganz 
allgemein  wären;  und  die  Reihen  wird  man  soweit  fortsetzen,  bis  man  Gberzeugt  ist, 
dass  kein  späteres  Glied  mehr  in  den  Nenner  einen  Ausdruck  bekommen  kann,  welcher 
nicht  schon  in  dem  Nenner  eines  bereits  hergestellten  Gliedes  vorkommt  Man  kann 
also  auch  hier  schon  im  Voraus  alle  Fälle  kennen  lernen,  bei  welchen  man  nicht  die 
Form  der  Reihen  III,  IV,  V,  etc.  bekommt.  Somit  erkennt  man  abermals,  dass  die 
Fälle,  wo  die  Form  der  Reihen  III,  IV,  V,  etc.  ungiltig  ist,  nur  AusnahinsRille  sind. 
Solche  Reihen  muss  man  Jedesmal  nach  den  EigenthQmlichkeiten  des  grade  vorliegen- 
den speciellen  Falles  entwickeln. 

Es  ist  nun  nicht  mehr  nöthig,  diese  Betrachtung  auf  Ausdrücke  auszudehnen,  wo 
mehr  als  zwei  nichtmutable  Veränderliche  enthalten  sind. 

Da  in  der  allgemeinen  Theorie  von  Jedem  bestimmten  Werthe  der  nichtmutablen 
Veränderlichen  abstrahirt  werden  muss,  so  kann  die  allgemeine  Theorie  auch  weiter 
nichts  thun,  als  die  allgemeine  Form  der  unmittelbaren  gemischten  Mutationen  herstel- 
len, mit  der  Ermahnung,  in  der  Anwendung  jedesmal  darauf  zu  achten,  ob  und  wann 
AnsoahmsfllUe  stattfinden« 

$.  76.  Das  nächste  Bestreben  muss  nun  sein,  die  gemischten  Mutationen  durch 
denselben  Calcul  zu  entwickeln,  durch  welchen  die  reinen  entwickelt  werden.  Es  wird 
aber  zweckmässig  sein,  folgende  zwei  Unterscheidungen  zu  machen: 

1)  Die  nichtmuMblen  Veränderlichen  x,  w s  sind  alle  absolut  uDäbhängig. 

Hier  setze  man  x  •  ^\  statt  Dx,  x  •  ^w  statt  Dw,  etc.,  und  x  •  d%  statt  Ds.  In  dem  Falle, 
wo  die  Werthänderungen  entweder  als  positiv  oder  als  negativ  der  Null  nächstanliegen 
sollen,  setze  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  x  in  den  Moment  des  Verschwindens; 
dagegen  den  Factoren  i9x,  i9w d%  lege  man  endliche  übrigens  nach  Belieben  po- 
sitive oder  negative  Wertbe  -beL  Da  aber,  wie  schon  am  Schlüsse  des  vorigen  $. 
auseinandergesetzt  ist,  die  allgemeine  Theorie  weiter  nichts  thun  kann,  als  die  allge- 
meine Form  der  unmittelbaren  gemischten  Mutationen  herstellen;  so  wird  man  jetzt 
eine  nach  lauter  positiven  ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  bekommen,  welche 
mittelst  des  Maclaurln'schen  Satzes  entwickelt  wird. 

2)  Sind  aber  einige  der  nichtmutablen  Veränderlichen  x ,  w s  abhängig,  so 

lässi  sich  hier,  wo  von  Jedem  bestimmten  Werthe  der  unabhängigen  Veränderlichen 
abstrahirt  werden  muss,  die  Werthänderung  der  Abhängigen  nur  in  Form  einer  nach 
positiven  ganzen  Potenzen  des  x  autsteigenden  Reihe  herstellen.  Die  so  hohe  Wichtig- 
keit, jede  allgemeine  Theorie  für  alle  Fälle  gleichförmig  zu  machen,  veranlasst  aber, 
lür  alle  Werthänderungen ,  sie  m(^en  abhängig  oder  unabhängig  sein ,  die  Reihenformen 

X  .  i9x    -H  —  .  ^x    4-    -^  •  i?^x   -h 

l.S  1.2.3 
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2  3 

i^W   -f-  —  .  i?»W    -h  -^  •  i?3w 
1.9  1.9.3 


X>  x3 

1.8  1.8.3 


8ta(t  Dx,  Dw, D8  zu  setzen,    and  die  unmittelbaren  gemischten  Mutationen   in 

nadi  lauter  positiyen  ganzen  Potenzen  des  x  aufoteigende  Reihen  zu  entwickeln. 

Hier  mag  man  Dx,  Dw, .  . .  Ds  oder  die  ihnen  gleichkommenden  Reihen  mit  deui  Namen 
Gesammtdifferenzen  belegen;  dagegen  die  einzelnen  Glieder  x  •  «9x ,  x  •  i^w, . . . .,  x  •  i^s, 

9  2  9  * 

—  •  ^s  t  —  -  ^w, . . .,  —  •  i9%,  etc.  mag  man  Differenztheile.,   und  zwar  bezüglich 

ersten,  zweiten,  dritten,  etc.  Differenztheil,   und    die  Coefflcienten  i9x>  i^w,  • . . .  i^s, 

^x,  ^w, 19^8  etc.  mag  man  bezüglich  ersten,  zweiten,  dritten,  etc.  Differenz- 

coelficieot  nennen.  Alle  diese  Benennungen  sind  nach  Analogie  derer,  welche  (in  $•  57) 

x' 
für  Jy,  fOr  X  •  dy, —  •  ^y,  etc.,  und  für  dy,  ^y;  etc.,   aulgeslelit  wurden,   gebildet. 

Sind  aber  die  Reihen  einmal  so  entwickelt,  dann  kann  man  ihnen  in  den  Fällen»  wo 
man  statt  einer  oder  statt  einiger  oder  statt  aller  der  Gesammtdifferenzen  Dx, 
Dw , .  . . .  Ds  bezüglich  nur  die  Producta  x  •  i9x ,  x  •  i9w  • . . . .  x  •  i9s  zu  setzen  braucht, 
ihre  einfachere  Form  dadurch  geben,  dass  man  alle  Differenzcoefflcienten  der  zweiten 
und  höheren  Ordnungen  zu  Null  werden  lisst.  (Man  sehe  den  Schluss  des  $.  77  und 
des  $•  78;  ferner  auch  die  Aufgaben  2  und  16.) 

Die  schon  (in  $.  57)  gemachte  Abkürzung,  nemlich  y^  atatt  der  Reihe 

«s  x' 

'  -^    ^    1.8         ^         1.8.3         ' 

ZU  setzen,  mag  nun  auch  auf  die  hier  befindllchett  Reihen  ausgedehnt  werden,  und  man 
mag  gleichfalls 

Xw  statt  X  4-  Je  •  i^x  H-  —  •  ^x  -h  -^  '&^x  -h 

*  !••  1.8.3 

w«  Statt  w-i-x-i^H --ty^w  H •  i^w  -+- 

1.8  1.8.3 


x'  X^ 

8x  statt  S   -H   X  .  i?8   H •  i^^S    H •  ^8  H- 

^  1.8  1.8.3 


setzen ,   indem  man  x^ ,  Wx , s«  als  Functionen  des  einzigen   Veränderlichen  x 

betrachtet. 

Wenn  femer  y,  z,  etc.  gemischte  Mutationen  erleiden,  so  mögen  die  sich  ergeben«- 
den  Reihen  durch  y^^)»  Z(x)}  clc.  bezeichnet  werden.  Die  Goefficienten  der  Reihe  y(x) 
bezeichne  man  ebenso  durch  (^)y,  (^^y,  {Sfy,  etc.  Eine  gemischte  Gesammtmutatlon 
bezeichne  man  durch  (^)y,  (^)Z,  etc. 

Die  hier  gebrauchten  Klammern  mögen  aus  dem  Grunde  als  zweck- 
mässig erscheinen,  weil  Klammern  jedesmal  an  zusammengesetzte 
Ausdrücke  erinnern. 

$.  77.  Es  sei  y  «•  <jp(x)  gegeben,  und  erleide  eine  unmittelbare  reine  Mutation, 
d.  h.  gehe  über  in  die  Reihe 

I)     y    s.  <jp(x)  4-  X  .  d<p(X)  -h  -^  •  63g)(x)  H — ^  •  dV»)  -t- 

^  1.8  1.8.3 

Geht  nun  auch  x  zugleich  über  in  die  Reihe 

x'                       x^ 
II)    Xji  —  X  4-  X  .  «yx  H ^x  H .  i93i  4- 

-^     ^*  1.8  1.8.3 

« 

so  bekoDimt  man  statt  der  Reihe  I  jetzt  folgende: 
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2  ^ 

MI)    y(x)  ==  9>(Xk)   -H  «  •  Mxk)  -H  -fi  •  <5^<J»(Xx)  +  rr-r  •  ^<K»i*)  H" 

Es  kommt  nun  darauf  an,   die  Reihe    y(x)   oacb    auüsteigeDden  Potenzen  des  x  zn  ord- 
nen, so  dass  man  bekommt 

IV)    yrx)  =  y  -+-  X  .   r^y  -^  ^  .  (d)^  4.  ^  .  (a)3y  + 

1 • •  1 •••9 

Die  GoefOcieotea  dieser  Reihe  werden  nun  mittelst  des  Maclaorin'scfaen  Satzes  ent- 
wickelt, wie  folgt: 

1)     y   =r  <p(X) 

-+-  S^qxx)  «  ^  .  ,?tx  -f-  ^  .  ^z«  -f-  2  •  ^  .  .^  H-  a«y 
dz  dz*  dz  ^ 

Auf  die  nemliche  Weise  bekommt  man 

dz-»  dz^  dx  ^ 

etc.  etc. 

Eine  Regel  f%kr  das  Verfahren,  wodurch  man  diese  gemischten  MutationscoefBcienlen 
herstellt,  ist  folgende: 

«Man  denke  sich  in  der  einüMhen  Reihe 

Yh  •=  y-fr-^-^y^"7:j-^y+7~7-*^  + 

„an  die  Stelle  des  x  die  Reihe  x,|  gesetzt,  differentiire  dann  einmal,   zweimal,  dreimal 
„etc.  nach  allem  x,  und  setze  zuletzt  x  »  O.** 

indem  man  aber  die  fOr  (d)y,  (d)2y,  (^  etc.  erhaltenen  Ausdrücke  in  die  Reihe 


(J)j  ■«  X  •  (^y  -h  —•  idil'y  H •  (d)hf  -h 

M»9  ••«•3 


einsetzt,  bekommt  man  die  gemischte  Gesammtmutation  des  y. 

Mittelst  der  Gleichungen  2),  3).  4) lassen  sich  auch  umgekehrt  die  reinen 

MutalionscoefficienteD  dy,  ^y,  ^y  etc.  durch  die  gemischten  ausdrücken,  was  in  Fällen 
der  Anwendung  sehr  oft  nöthig  Ist. 

Unter  den  hierher  gehörigen  speciellen  Fällen  beachte  man  besonders  den,  wo  die 
Gesammtdifferenz  von  x  bloss  x  •  i?x  ist;  dabei  ist  t^x  =  0,  ^H  «=  0,  i9n  :=  0  etc., 
und  die  Gleichungen  2,3,4 ziehen  sich  zurfick  auf 

dv 

f<J)y  =  dy  +  -p-  .  «?x 

«j,2y«=^y-H2.^.,yxH-g.,?x« 

,a^y  =  ^y^3.!^y.^X      +3.g.^X«+g.^X3 

und  so  fort 

$.  78.  Es  sei  y  =  9>(x,  w)  gegeben,  und  erleide  eine  unmittelbare  reine  Uuta- 
lion,  d.  h.  gehe  über  in  die  Reihe 

i)     y*  "=  V(x,  W)  -h  X  .  dq,{l,  w)   -h  -f-  •  d«<jp(x.  w)  4-  -^  .  ^qp(Xi  w)  -h 
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Geben  nan  x  vnd  w  bexllgiieli  Ober  in  die  Reilttn 

-^         "  1.«  1.8.3 

QOd 

III)      w«  =  W  -H  X  •  i?W  H-  —  •  i^W  H-' •  t^^W   -H 

'^  1.«  1  2.3 

80  bekommt  man  statt  der  Reihe  I  jetzt  folgende: 

IV)  y(x,=.  <p(Xx,  w»)    4-  X  .  J<p(xx,  Wx)  -h  —  .  ^qp(xx»  w») 

«3 


+  Tj^'^Mx«,  ^x)  + 


Es  kommt  nun  darauf  an,  die  Reihe  y(x)  nach  aufsteigenden  Potenzen  des  x  zu  ordnen, 
so  dass  man  bekommt: 

Die  GoefBcienlen  dieser  Reihe  werden  mittelst  des  Maclaurin*sehen    Satzes  entwi- 
ckelt, wie  folgt: 

O    y  —  v(x»  w) 

«  iiZ  .  ^x  -H  ^:^  .  ,?w  +  dy 
dx  dw  "^ 

^^  r^^v    /"^'M  -^«^  /^'''«\  4-^^  /^«"i  -^.  ^^  ^^*»V 


H-  2 


dAr?    fc\      /^\      .    ^    fcV^O    ^5^    /!!!?.\ 
'  dx.dw    \  dx  /o     \  dx  /o  "**   dw«  '  \  dx  /o  dx      \  dx  /o 


2, 


d^i5<jp  ^  /<iwx\      .    ^^  ^  d,y  d^y    ^^  ^  ^iy     .  . 

^  2  .  5^  .  ^x  .  i?w  H-:=^  .  ^w«  -h  2  .  ^  .  ^x  H-  2  .  i!f^  .  ^w  -h  ^ 
dx.dw  dw>  dx  dw  ' 

etc.  etc. 

Eine  Regel  fQr  das  Verfahren,  wodurch  man  diese  gemisehlen  MutationscoefBcienten 
herstellt,  ist  folgende: 

„Man  denke  sich  in  der  einfachen  Reihe 

x«                     x^ 
y^  —  y  -h  X  .  ^y  +  _  .  ^y  -h  ^^-  •  ^    + 


»an  die  Stelle  des  x  and  des  w  bezüglich  die  Reihen  x^  und  w«  gesetzt,  diflTerentiire 
„dann  einmal,  zweimal,  dreimal,  etc.  nach  allem  x,  und  setze  zuletzt  x  »  0.^ 

Indem   man  aber  die  (ttr  (^)y,  (^)«y,  (dy'y,  etc.  erhaltenen  AnsdrQeke  in  die  Reihe 

(J)y  =  X  •  «>)y  H idßy  + id)^  ■+■ 


einsetzt,  bekommt  man  die  gemischte  Gesaramtmutation  des  y. 

Mittelst  der  Gleichungen  2),  3), lassen  sich  auch  umgekehrt  die  reinen  Mu- 

tationscoefficienten  9y»  d'y,  d^y,  etc.  durch  die  gemischten  ausdrücken,  was  in  Fällen 
der  Anwendung  sehr  oft  nöthig  ist. 

Unter  den  hierher  gehörigen  speciellen  Fallen  beachte  man  besonders  den,  wo  die 
Gesammtdifferenzen  yon  x  nnd  w  bezfhglich  bloss  x  •  i^x  und  x  •  i9w  sind;  dabei  ist 
^x  =  0,  i?«w  =  0,  ^x  =  0,  i^w  =  0.  etc. 


« 
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zwei  ■ichüMil^le  Vcräwkrtirlie  Torfci 


») 


S-  79.    Em  FoKtion  wM  (bmA  S-  ^)  Bitlelbar 

.  TOB  wddMr  lie  abhaBfl,  ■■Ort  vM,  «der  weaa  aadcre  Fi 
abbaagl.  Mslirf  verde« :  aad  üt  vird  Bitlelbar  genischl 


Es  sei  ü  »  ^x,  y)  eis  aaf  besüMrte  Weise  a»  dea  Eleaeeica  x  ud  y 
Awinick,    welcher  mo-  das  einzige  aBBiltelbsr  MUsUe  Elesent  y  e^lhill; 

y  sei  eiae  Fnctioo  des  ■ichlwrtaUe«  Teriodcilktai  x.    FerMr  wikraad  y  ■nürt 
wird,   erleide  das  \  aoch  eiM  Werthaaderwag ;    dabei   gebt   ü  =  ^x,  y) 
r<»i  —  ^Xm.  Jixi)»  w»  bekawUlifb 

-^      ^  1.1  1-1-3 

ist.    INe  aM  l,xi  MgcMle  Beibe  ist 

111)     Uöö-ÜH-.mW  H-  ^iVT^-^-AHT-h 


■Bd  ■■■  kaoa  des  CaeiBriwiieB  ^MT,  «a^,   ^ifiC,  elc  xweierld  Fonaea  gebea,  jeaach- 
dcai   ■■■  äkt   Aasdrftefce  <^,    t^^    t^^    elc    xalissl,  «der   mm  dw 
ay,  J>y,  ^,  eCc  babea  wiL    Wdcbe  Fora  aao  aber  jedosMl  wabll,  bai«!  ▼•■ 
jedesaMlign  Zwecke  ab. 

Er  sie  Fornt    Abs  C(xi  =  HiHf  7(xj)  fcgfc— t  ■!■  Math  aad  nacb 

^       dyAx    V  dx  /.    \dK  /•  ^  dx*    \  d.  /•  ^  dl     \  dx«  /• 

dy         -^  dy*     *  ^  dy^dx       '  dx*  dx 

elc  efe 

Maa  erbcaal  naa  scbaa,  dais  dieses  Veriya««  nit  dem  reiaea  Mafirea  aacfa  y  aod 
X  ibereiBstJflmt,  aarbatauio  (^ly,  ^x,  fdfhf^  d'x,  elc  bezoglkb  slall  dy,  &x^  3*y,  d>x, 
elc  xa  selzea.  Selzl  maa  hierauf  slall  Ay,  (d^y ,  elc  die  eaUprecbeadea  (ia  $.  77  ber- 
gesteOlea)  Aasdräcke  eia,  oad  aiaiBit  daaa  alle  VereiafiMbaagea  Tor;  so  bekomail 
B»die 

Zweile  ForoL  Dieses  Verfkhren  isl  jedoch  za  weiüaafig,  ond  aiaa  beobachle 
lieber  IMgeade  Regel: 

«Maa  deafce  neb  ia  der  eiatehea  Reihe 

ü,  «.r  +  x.aü+— -a«r-H -^ . «j  + 

1.1  1,1.3 


n 


f) 
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,  an  die  Sielte  jedes  sowohl  unmHtelbar  als  auch  mittelbar  in  y ,  dy ,  d^y ,  etc.  enthalte- 

nen  x  die   Reibe  x«  gesetzt,  differentiire  dann  einmal,  zweimal,  dreimal,  etc.  nach 
allem  x ,  and  setze  zuletzt  x  =  0.** 
So  Yerfahrend  bekommt  man 

v.o^=(%),=«,.».(^).-».f.. 

dx  dx'  dx 

etc.  elc. 

Diese  Aasdrücke  der  zweiten  Form  sind  mit  denen  der  ersten  Form  ganz  gleicli- 

j   IT 

bedeutend.    Nun  ist  dCJ  =  -?—  •  ^,  also  ist 


d£ü  _     "\dy/    ^  dJJ    d£y 

dx  dx         ^         dy  '  dx 


d?ü 


d,U 


Ferner  ist  ^ü  =  -^  '  ^y^ -^  -r-   •  ^y »   «od  sonach  gehen  die  Gleichungen  VII  ood 
VIII  bezuglich  fiber  in 

IX)       <a,ü=ü?.ay-H^.^ 


etc.  etc. 

d 


-(— ) 
Die    Bedeutung  ▼on  -— ,  — 5 ,      ^  j^  ^  ,  etc.  ist  (aus  §.  2)  bekannt. 


$.80.  Es  sei  U  s»  i/^(x  9  y ,  z)  ein  auf  bestimmte  Weise  aus  den  Elementen  x »  y ,  z 
gebildeter  Aasdruck,  welcher  nur  die  zwei  von  einander  unabhängigen  nn mittelbar 
mutablen  Elemente  y  and  z  enthält;  und  y  und  z  seien  Functionen  des  nichtmutablen 
Veränderlichen  x.  Ferner  während  y  und  z  mutirt  werden,  erleide  das  x  noch  eine 
Werthäoderung.  Dabei  geht  U  »  i/;(x,  y,  z)  fiber  in  U(x)  =  V'(xx)  Y(x)»  ^(je))»  wo 
bekanntlich 

X^  K^ 

I)     X-  =  X  -h  X  •  «?x  H j9^j.  H .  t^^x  -H 

^         *  1.2  1.2.3 

2  3 

ii)  y(x)  =  y  -^  5«  •  (*y  +  t;^  •  (Vy  •♦■  ^XJ  *  ^^^  "^ 

2  m»% 

III)    Z(x)  =  z4-x.(a,z  H-7;5-A'2    +  n:^- A^«  + 

ist.    Die  aus  U(x)  folgende  Reihe  ist 

IV)  U(x)  =  ü-h  x.^U  4-^^  mW  -^:~3mVÜ-h 

und  man  kann  den  Coeflleieatea  (d)U,  (^U,  (^j^U,  etc.  zweierlei  Formen  geben,  jenach- 
dem  man  die  AosdrQcke  (^)y,  (45)Z,    (d,^y,   fifz^    etc.  zulässt,  oder  nur  die  Ausdrücke 

16 
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^y«  ^x>  ^y*  ^'>  oto.  haben  will.    Welche  Form  man  aber  jedeamal  wählt,  hingt  von 
dem  jedeamaligen  Zwecke  ab. 

Erste  Form.    Aas  U(x)  »  V^^x*  y(x)»  ^(x))  bekommt  man  nach  ond  nach 

etc.  etc. 

Man  erkennt  nan,  dass  auch  hier  das  Verfahren  mit  dem  reinen  Maliren  nach 
y,  z  und  x  ikbereiostimmt,  nur  hat  man  (^)y,  (3>z,  i^x,  (dfy,  ^dfz,  i^x,  etc.  bezüglich 
statt  dy^  dt,  ^x,  ^y,  ^z,  M,  etc.  zu  setzen.  Setzt  man  hieranf  ffir  (d)y,  (dß,  fify^  ^fz^ 
etc.  die  entsprechenden  (in  $.  77  liergestellten)  Ausdrucke,  und  nimmt  alle  möglichen 
Vereinfachoogen  vor;  so  bekommt  man  die 

Zweite  Form.  Allein  dieses  Verfahren  ist  viel  zn  weitläufig,  so  dass  man  lieber 
aoch  hier  die  im  vorigen  $.  gegebene  Regel  beobachtet,  d.  h. 

„Man  denke  sich  in  der  einfachen  Reihe 

*  1.«  1.2.3 

„an  die  Stelle  jedes  sowohl  unmittelbar  als  auch  mittelbar  in  y,  z,  dy,  dz,  ^t  M, 
„enthaltenen  x  die  Reihe  x^  gesetzt,  difilsrentilre  dann  einmal,  zweimal ,  dreimal,  etc. 
„  nach  allem  x,  und  setze  zuletzt  x  =s  0.« 

So  verfahrend  bekommt  man  wieder,  wie  im  vorigen  8* 

VII)    Aü  «  W   -H  ^ .  Ox 


VIII)    (W  =  ^ü  H-  2  .  ^  .  i?x  H-  ^  •  i^x«  -f-4^  .  ^x 


dW     .      .   d^ü     .  „      du 

d^ 
etc.  etc. 

Allein  jetzt  ist  <)U  =  ^  -  dy  +  ^  •  dz;  folglich  ist 


=  -liZ.^y 


ddü  \dy/    ^      .    d,U    ddy    .  jVdz/    ^         d.ü    ddz 

dx  dz  dy      dx  dx  dz      dx 

Die  Bedeutung  von  d'U  ist  (aus  $.  65)  bekannt  Also  ist  jetzt 

IX)    ..,ü-^^.ay+^...-.^..x 


dz 


-^^s  --s--^- 


etc.  etc. 


Die  Bedeutung  von  «^ .  ^ ,      >y  ' ,       m    ^   >  etc.  ist  (aus  $•  3)  bekannt. 
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Diese  Ausdröcke  der  zweiten  Form  siod  mit  jeaeo  der  erateD  Form  ganz  gleich- 
bedentend. 

8«  81.  Es  sei  U  »»  tff{x^  w,  y)  ein  aof  bestimmte  Weise  aas  den  Elementen  x,  w,  y, 
gebildeter  Aosdmck,  welcher  nur  das  einzige  anmittelbar  matable  Element  y,  and 
die  zwei  von  einander  anabhängigen  nichtmatabeln  Veränderlichen  x  und  w  enthält; 
ond  y  sei  eine  Function  von  x  and  w.  Femer  während  y  mutirt  wird,  erleiden  x  and  w 
noch  Werthänderangen.  Dabei  geht  U  =  t//(x,  w,  y)  über  in  U(x)  =  ^(^x»  ^x»  y(x))i 
wo  bekanntlich 

'^         *  1.2  1.2.3 

11)  Wx  =  w  H-  X  •  i^W  H •  i?"w  H •  ^%  4- 

1*8  1.Z.3 

Z  3 

iU)    y{x)  =  y  +  X  .  Ay  4-  -^  .  (d,«y   +  -^  .  t<J,3y  -j. 

ist.    Die  aus  U(x)  folgende  Reihe  ist 

IV)  ü(H)  =  ÜH-x.(d,U4-^^.(ai»ü  -h  j^mVü  + 


und  man  kann  den  Goefßcienten  (d)U»  (^)^U,  etc.  zweierlei  Formen  geben,  jenachdem 
man  die  Aasdrücke  (^)y,  {d)^y,  etc.  zalässt,  oder  nar  die  Aasdrücke  äy^  <$^,  etc. 
haben  will.  Welche  Form  man  aber  jedesmal  wählt,  hangt  von  dem  jedesmaligen 
Zwecke  ab. 

Erste  Form.    Ans  U(x)  »  ^(Xx»  w«,  y(xO  folgt  nach  and  nach 
V)    ü  «  i/;(x,  w,  y) 


d,ü     ^  d,U     ^      ^  d^U     ^ 

dy     *  '         dx  dw 

etc.  etc. 

Man  erkennt  nun,  dass  auch  hier  das  Verfahren  mit  dem  reinen  Motiren  nach 
y,  X  and  w  übereinstimmt,  nur  hat  man  (^y,  ^x,  i9w,  (Jj'y,  i^x,  t^w,  etc.  bezüglich 
statt  dy,  dx,  dw,  ^y,  d^x,  d^w,  etc.  zu  setzen«  Setzt  man  hierauf  für  (%,  (Sfy,  etc. 
die  entsprechenden  (in  $.  78  hergestellten)  Aasdrücke »  und  nimmt  man  alle  mögliclien 
Vereinfachungen  vor;  so  bekommt  man  die 

Zweite  Form.  Weil  aber  dieses  Verfahren  wieder  viel  za  weitlinfig  ist,  so  be- 
obachte man  lieber  folgende  Regel: 

„Man  denke  sich  in  der  einfachen  Reihe 

Uw  =  ü-f-x.dü-h  — .dnjH — —.dns-h 

*  1.2  1.2.3 


„an  die  Stelle  jedes  sowohl  unmittelbar  als  auch  mittelbar  in  y,  dy,  d^y,  etc.  eatbalte- 
„oen  X  und  w  bezüglich  die  Reihen  x^  und  w^  gesetzt,  differenüire  dann  einmal,  zwei* 
^mal,  dreimal,  etc.  nach  allem  »,  ond  setze  dann  x  =  0«** 
So  verfahrend  bekommt  man 

VII)    cd>ü=^-^.j^=dü  +  ^.^-i.^.^w 


ym^^V^{^l^d^V^ü^i^.,x^2.^.^-^ 
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dx^  dx.aw  dw^ 

dz  dw 


elc.  etc. 


Hier  i8(  aU  =  -f-  •  (Jy ;  also  ist 

dy       ' 


4f) 


d,aU  ^    '\dy/  ^    _j.  iy  ^  d.^ 
\x  dx  '         dy       dx 


^ 


dw  dw         ^         dy      dw 

du  dyU 

Ferner  ist  d^ü  =  -^  •  ^'y  +  ^^  •  dy'.    Diese  Ausdrficke  bat  mau  io  die  Gtei- 

dmngeD  VII  und  VIII  einzosetzen.    Die  Bedeutung  von  -=«  ,   ^^^ ,    ~^ ,     ■'  ^    , 

-_i,      ^^  ^  ,  etc.  ist  (aus  §.  4)  bekannt 

S.  82.  Es  sei  U  =  i/;(x,  w,  y,  z)  ein  auf  bestimmte  Weise  aus  den  Elementen 
X,  w,  y,  z  gebildeter  Ausdruck,  welcher  nur  die  zwei  von  einander  unabhängigen  un- 
mittelbar mutablen  Elemente  y  und  z»  und  die  zwei  von  einander  unabhängigen  nicht- 
mutablen Veränderlichen  x  und  w  enthält ;  y  und  z  seien  Functionen  der  nicbtmutablen 
Veränderlichen  x  und  w.  Femer  während  y  und  z  mutirt  werden,  erleiden  x  und  w  noch 
Werthänderungen.  Dabei  geht  U«  V(x,  w,  y;  z)  über  in  U(x) »  ^(^x>  ^xi  y(x)*  ^(x))» 
wo  bekanntUch 

I)  X-  =  X  H-  X  .  i?x  H .  i^^x  -h  .  ^x  -f- 

^         "  1.2  1.2.3 

x2  ^ 

II)  w,e  ■■  W  -f  X  .  i^w  H •  ^W  H t^W  H- 

'^         *  1.2  1.2.3 

JC9  X^ 

MI)  y(x)  =  y  -»-  » •  Ay  -*-  7;^  •  (^i^y  -*-  7;^  •  (^^y  -»- 

iv)  z,x)  —  z  4-  X .  ,^)*  +  7;;  •  (V«  4-  ~  •  (f^«  -H 

ist.    Die  aus  U(x)  folgende  Reihe  ist 

V)    ü(,c)  =  ü-hi.-AÜ  +  ^.A«ü  -h-t-mWh- 

x%£  ■ «••9 

Die  erste  Form  der  Coefficienten  (d)U,  (d)'U,  etc.  bekommt  man,  indem  man  wie 
beim  reinen  Mutiren  verfahrt,  aber  (%,  ^ßy  &ky  i^w,  (d)'y,  (dj'z,  t?^x,  t^^w,  etc.  be- 
z&glich  statt  dy,  dz,  dx,  dw,  d'y,  ifiz^  d'x,  d'w,  etc.  setzt,  wo  die  Coefßcienten 
(^y»  (d)Z,  (d)'y,  (d)2z,  etc.  die  im  $.  78  gegebene  Bedeutung  haben. 

Die  zweite  Form  bekommt  man,  indem  man  wieder  die  im  vorigen  $.  herge- 
stellten Ausdrücke  VII,  VIII,  etc.  nimmt;  nur  muss  man  jetzt 

„,       d.ü    ,         d-U    , 
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d!ü 


d?U 


d  IT  d  U  "v^  d  d  U  "s^ 


dy 


dz 


dy 


dy.dy 


<tz2 


<5z2 


dl 

dw^y 

dw 


_    '\«<y/    ;,v  ^  *''U    d.«y         ^dz/  d,ü    d.az 

=  .       •  oy  H — T~  •  --; —  X  .         •  öz  H — v-  •  -i — 

dy         "^         dy       dz  dx  dz       dx 


^y 


dy       dz 

d,U    d^^y 
dy  '   dw 


az  + 


dz  *    dw 


elc.  etc. 

subsUlairen.    Es  ist  oun  oieht  mehr  nOtbig,    noch  weitere  Fälle  vorzonehmeo ;  deoD 

wie  man  weiter  za  gehen  hat,  ist  ans  dem  Vorhergehenden  hinlänglich  lilar. 

§.  83.  Es  sei  die  ongesonderte  Gleichung  F(x,  y,  z)  =0  gegeben,  welche  die 
beiden  matablen  Elemente  y  nnd  z,  and  den  nichtmatablen  Veränderlichen  x  enthält. 
Während  y  und  z  mutirt  werden,  erleidet  das  x  eine  Werthänderung,  so  dass  die  Ele- 
mente y  und   z  eine  gemischte  Mutation  erleiden,  und  F(x,  y,  z)  =  0  fibergeht  in 

Hht*  y(x)t  Z(x))  =  ^'  S^^z^  ^^^  i"^^^  ^^  S«  ^)  P  s^A^i  PU>  y?  z))  und  F(x)  statt 
PUx«  ycxM  Z(x))»  ^  bekommt  man 

Nun  ist  das  x  ein  bloses  Operalionsmittel,  d.  h.  F(,f)  muss  bei  jedem  Wertlie  des 
X  zu  Null  werden;  und  dieses  ist  nur  möglich,  wenn  einzeln  slatlGndet  F  •-  0,  (d)F  =  0, 
(d?p  «  0,  etc. 

Erste  Form.    Man  bekommt  (nach  §.  80)  hier 

d  F  d  F  d  F 

etc.  etc. 

Will  man  aber  z.  B.  [d^  durch  dy  nnd  t^x  ansdrficken,  so  Ifihre  man  (aus  §.  77) 
for  (d)y  seinen  Ausdruck  ein ,  und  Gleichung  11  geht  über  In 

woraus  man  (dß  bestimmen  kann.  Eine  ähnliche  Glelchnng  ergibt  sich,  worin  (5ft  und 
(dß  vorkommen,  und  woraus  man  fiß  eliminiren,  und  sodann  fift  bestimmen  kann. 
Für  die 

Zweite  Form  bekommt  man  (ebenfalls  nach  $•  80) 


dF 


IV)  (d,F  —  JF  H-  ^  . 

V)  tdfl?  «  d^F  -h  2  . 


i9x  «  0 


ddF     ^     .   d«F     ^  ,      dF 
-j^.^x-h^.^x^^- 


i9«x  =  0 


elc  etc. 

Nun  sind  y  und  z  Functionen  von  x,  sonach  ist  F(x,  y,  z)  =  0  eine  identische 

dF  d*F 

Function   von   x;    also  ist  --«  =0,  -«|  =  0,  etc.  bei  jedem  Werthe  des  x.   Gleichung 

IV  reducirt  sich  daher  auf  (^F  »  dF  «»  0,  d.  h.  es  ist 


d  F 
VI)    '-§.H 


fe'-'x-o 


d^F 


Da  nun  dF  »  0  gleichfalls  eine  identische  Function  von  x  ist,  so  ist  auch  -j»  »  0, 
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»^-|-  =  0,  elc.  bei  jedem  Werlhe  des  x.  Gleichung  V  redocirf  sich  also  auf 
fi?¥  =  d^F  =  0 ,  d.  h.  es  ist 

d  F  d  F  ^l^  d  d  P  ^\^ 

und  so  fort. 

§.  84.  Es  sei  die  aagesooderte  GleiehuDg  F(x,  w,  y,  z)  =  0  gegeben,  welche 
die  beiden  matablen  Elemente  y  und  z,  und  die  beiden  niehtmutablen  Veränderlichen 
X  and  w  enthält.  Während  y  and  z  mntirt  werden,  erleiden  x  and  w  Werthändernngen, 
ao  dass  die  Elemente  y  und  z  gemischte  MaCationen  erleiden,  «nd  F(xy  w,  y,  z)  =  0 
übergeht  in  F(x^,  w«»  y{%),  Z(x))  ""  0.  Setzt  man  (wie  im  $.  66)  F  statt  F(z,  w,  y,  z), 
and  F(x)  statt   F(xx,  Wx,  ycx)»  zcx))?  so  bekommt  man 

I)    F(x)  =  F  -+•  X  •  ,d,F  +f-  .  ,ai«F  +  -^  .  ,«r'F  -t- =0 

Nun  ist  das  x  ein  bloses  Operationsmittel ,  d.  h.  F(xj  mass  bei  jedem  Werthe  des  » 
za  Null  werden;  und  dieses  ist  nur  möglich,  wenn  einzeln  stattfindet  F  =  0,  fiJP  =^  0, 
(^^F  =  0,  etc.  Man  unterscheide  den  Fall,  wo  die  nichtmutablen  Veränderlichen 
X  und  w  unabhängig  von  einander  sind,  und  den  Fall,  wo  eines  dieser  Elemente  von 
dem  andern  abhängig  ist. 

Erster  Fall.    Die  beiden  Veränderlichen  x  und  w  sind  unabhängig  von  einander. 

Erste  Form.    Man  bekommt  hier  (nach  $.  82) 

< 

etc.  etc. 

Will  man  aber  z.  B.  (dß  durch  ^y,  i9x,  t^w  aosdrOcken,  so  führe  man  (aus  $.  78) 
fSr  (d^y  seinen  Ausdruck  ein;  und  Gleichung  II  geht  ikber  in  . 

woraus  man  {Sß  bestimmen  kann.  Eine  ähnliche  Gleichung  ergibt  sich,  worin  (dfz  und 
(^)Z  vorkommen,  und  woraus  man  (dß  eliminiren,  und  sodann  {oft  bestimmen  kann. 
Für  die 

Zweite  Form  bekommt  man  (ebenfiilb  nach  $.  82) 

dxF  d  F 

IV)    (^)F  =  <JF  +  ^  .  i?x  -f-  i^ .  t?w  «  0 

V)    fifV   «  <PF  -t-  2  .    ^  .  i?x  -h   2  .  ^-  .  »9w  -\-  =^  .  i^x» 

d  d  J  <*wP 

dx.dw  dw* 


•  ^x 

-h 

2. 

d^aP 
dw 

»9W-F 

t^W» 

+ 

d,F 
dx 

•  tÄ  -f- 

d^F 
dw 

.    1^9^ 

etc.  etc. 

Nun  sind  y  and  z   Functionen  von  z  und  w,  sonach  ist  F(x,  w,  y,  z)  <»  0  eine 
identische  Function,  d.  h.  gilt  bei  jedem  Werthe  des  x  und  bei  jedem  Werthe  des  w. 

Also  ist  auch  ^  =0,  ^-0,ij3.  =  0,  ^-j^  =0,-5.    =  0.   etc.;   und    Glei- 
chung rv  reducirt  sich  auf  fi)F  =  ÖF  =  0,  d.  h.  es  ist 

d  F  d  F 

Da  aber  dF  »  0  gleichfalls  eine  identische  Function  von  x  und  w  ist»  so  ist  auch 


• 
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— =  s«  0  ond  -Ä—  =  0  bei  jedem  Werlhe  des  x  und  bei  jedem  Werthe  des  w.    Glei- 
chung V  redacirt  sich  also  auf  (^^F  ==  d^F  =  0,  d.  h.  es  ist 

und  so  fort. 

Zweiter  Fall.    Es  sei  w  vod  x  abhlogig,  uod  diese  Abhänglgkeil  sei  dnreli  die 

Gleichong  f(x,  w)  =  0  gegeben.    Man  eliminlre  das  w  aus  F(x,  w,  y,  z)  =  0,  so  isl 

diese  Aufgabe  auf  die  des  vorigen  §.  znr&ckgebrachL   Will  man  aber  nichl  das  w  selbst 

dw 
elimioiren ,  so  eliminire  man  die  Differenzcoefficienten  des  w ,  indem  man  i9w  =  -r-  •  ^x , 

dz 

dw  d^w 

^w  «  -p  •  1^  +  -pj  •  ^^^  etc.  setzt    Dabei  gehen  die  Gleichungen  II  und  lil 

dieses  S-  bezüglich  über  in 

und  die  Gleichungen  IV  und  V  gehen  über  in 

XI)  fifr  ^  8^  +  "  —"      - ■   •    ■  -  '••'^^  ''^ 


/d^     d^  dw\  /diF         d.d,r  d« 

/dw  \'    .    d,F     d«w\     -,      /d,r    .    d^F    dw  \     ^         . 


dw« 


dw     d^w 
Die  totalen  Differentialquotienteu  -=— ,  -j-^,  etc.  werden  aus  der  Gleichung  f(x,  w)  =0 

enlnommen.    Nun  ist  w  eine  Function  von  x,  also  sind  auch  y  und  z  nur  Functionen 
von  X,  und  F(x,  w,  y,  z)  ■«  0  ist  eine  identische  Function  von  x.    Es  ist  also  auch 

?*  =  0>  7^  =  Ot  etc.    Da  aber 
dx  dx* 

dF^  _  ^        djF    dw 
dx  dx         dw  *  dx 

ist,  so  reducirt  sich  Gleichung  X  auf  ^F  »  0,  d.  h.  es  ist  wieder 

Man  sieht  also,  dass  auch  dF  •»  0  eine  identische  Function  von  x  ist,  woraus  auch 
££  »  0,  ^  -»  0,  etc.  folgt;  und  da 

dx«  ""  "33"  "*"     *  dz.dw  ■  dx         dw5^    \dx  /    ^  dw      dx« 


und 


d^       d^df       dvJF    dw 
dx  dx  dw    '  dx 


ist,  so  redacirt  sich  Gleichung  XI  auf  d^F  =  0,  d.  h.  es  ist  wieder 
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Und  so  fort. 

Es  ist  nun  nicht  mehr  nothig,  diese  Theorie  anf  weitere  Fälle  aaszadehnen. 


B.    Zasammengesetzte  reine  und  zusammengesetzte  gemischte 

Mutationen. 


§.  8S.  Eine  Function  erleidet  (nach  $.  47)  eine  zusammengesetzte  Mutation, 
wenn  sie  unmittelbar  und  mittelbar  zugleich  mutirt  wird.  Die  zusammengesetzte  Mu- 
tation ist  eine  reine,  wenn  die  nichtmutablen  Veränderlichen  keine  Werthänderungen 
erleiden;  sie  ist  aber  eine  gemischte,  wenn  die  nichtmutablen  Veränderlichen  zugleich 
noch  Werthanderungen  erleiden. 

Die  Theorie  der  zusammengesetzten  Mutationen  kann  In  Folge  alles  Vorhergehenden 
kurz  abgefertigt  werden. 

Wenn  z  eine  zusammengesetzte  reine  Mutation  erleidet,  so  mag  die  sieh  ergebende 
Reihe  durch  Z(x]9  die  Coefficienten  dieser  Reihe  mögen  durch  i^jz,  idfz,  [dfz^  etc.,  und 
die  zusammengesetzte  reine  Gesammtmutation  mag  durch  [Jß  bezeichnet  werden. 

Wenn  z  eine  zusammengesetzte  gemischte  Mutation  erleidet,  so  mag  die  sich  erge- 
bende Reihe  durch  Zf(x)],  die  Coefficienten  dieser  Reihe  mögen  durch  [(^)]z,  [(ifz,  f(^)fz, 
etc. ,  und  die  zusammengesetzte  gemischte  Gesammtmutation  mag  duruh  [(^,]z  bezeichnet 
werden. 

Erstens.  Wenn  z  =  ^(x,  y)  eine  unmittelbare  reine  Mutation  erleidet,  so 
bekommt  man  im  Allgemeinen  die  Reihe 

I)     zx  —  9)(i,  y)  -h  X  .  <5g)(x,  y)  +  -^  .  a«qp(x,   y)  4-  — --  •  d^(p(\,  y) 


-4- . 

Wenn  aber  zugleich  y  eine  Function  von  x  ist,  und  in  die  Reihe 

n)  Yx  -=  y  -+-  5«  •  ^y  -^  TT  ^y  -h  t-t;  •  ^y  -h  • 


Übergeht;  so  erleidet  z  noch  gleichzeitig  eine  mittelbare  Mutation,  weil  die  Function 
y,  von  welcher  z  abhangt,  ebenfalls  eine  unmittelbare  Mutation  erleidet.  Statt  der  Reihe 
I  bekommt  man  jetzt  folgende: 

in)  Zfx]  =  <p(x,  Yx)  -^ « •  M«,  yx)  -^  77  •  ^<3p(»»  yx) 


3 


"*■  iii'^'^^^'y»)  -^ 


Es  kommt  nun  darauf  an ,  diese  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  des  x  zu  entwickeln, 
so  dass  sich  ergibt 

IV)    Zf.^)  =  z  -h  X  .  [<Jj«  +  715  •  i^f^   H-  j;^  •  (^j'z  4- 


*  Entwickelt  man  die  Coefficienten  dieser  Reihe  iV  aus  der  Reihe  ID  mittelst  des 
Maclaurin*schen  Satzes  (nach  Analogie  des  $.  77);  so  bekommt  man 
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VO  ^.  =  i^\ 


|2 


etc.  elc 

Unler  z,  ^z,  d^z,  ^z,  etc.  hat  man  Fanctiooeo  voo  x  and  y  zugleich  za  verstehen; 
dagegen  unter  y »  ^y ,  ^yi  ^y «  etc.  hat  man  nur  Functionen  von  x  zu  verstehen.  In- 
dem man  aber  die  für  t^jz,  [^j^z,  i^j^z,  etc.  erhaltenen  Ausdrücke  in  die  Reihe 

VII)    r//jz  =  X  -  r^iz  -h  — -  •  ((J,»z  -h  ——  .  i^j3z  h-  .  .  • 


• 


einsetzt,  bekommt  man  die  zosammengesetzte  reine  Gesammtmutation  von  z. 

Voo  diesem  Falle  hat  man  eine  Specialität,  wenn  nur  z  •-  <p(y)  gegeben,  also  in 
<p(y)  das  X  nicht  unmittelbar  sondern  nur  mittelbar  (weil  nemlich  y  eine  Function  von 
X  vorstellt)  enthalten  ist.    Dabei  nehmen  die  Gleichungen  V  und  VI  folgende  Form  an : 

vni)    r^iz  =  a<pcy)  -h  ^ .  dy  =  ^z  +  ^  .  ay 

IX)    ,öf.^^^y,^2.'^.i^^^.Sy^^^.^y 
=  ^^^2.^|..y-H^^,..y»-HjL,a^y 

Zweitens.  Wenn  aber  x  auch  noch  gleichzeitig  eine  WerthAnderung  erleidet, 
d.  h.  in  die  Reihe 


X)     Xx  =  X  +  «  •  ^x  H •  t?«x  H ^^  .  ^H 

^         *  1.S 


X2         ^  X3 

1.2.3 


ikbergeht;  so  erleidet  y  eine   unmittelbare  gemischte  Mutation,  d.  h.  y  geht  Ober  in 
die  Reihe 

XI)  y(,e)  =  y +  «-Ay  +  7^-(^y  -^jxJ''^"*' 

und  die  Reihe  III  geht  Ober  in 

x' 

^10  2f(x)i  «  <p(xx»  y(x))  +  «« •  ^9>(xx»  y(x))  -H  7^  •  ^<p(«x»  y(xO 

x3 

+  i:i3 '  ^^pC*«»  y(x))  -+• 

Es  kommt  nun  darauf  an,  diese  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  des  x  zu  ordnen, 
so  dass  sich  ergibt 

XIU)    2t(x),  =  z  -h  X .  {A]j  -h  -^  .  [(^f  z  -h  -—:  .  [Ai^z  + 

Entwickelt  man  die  Goefflcienten  dieser  Reihe  XIII  ans  der  Reihe  XII  mittelst  des 
Haclaorin'schen  Satzes,*  so  bekommt  man 

XIV)    \^^  =  [^j^  H-  j|  •  1^ 

XV)    [Afz-,3f^  ^2.ä^.^H-^.^24-g.^x 

etc.  etc. 

17 
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Hier  hat  man  für  (d]2,  {dft,  elc  die  AasdrScke  eiozosetzen^  welche  in  den  Glei- 
chongen  V  ond  VI  aufgeslelU  sind;  ond  wenn  man  sodann  flir  [iS^fty  [(^fz,  etc.  die  sich  ' 
ergebenden  Ausdrücke  in  die  Reihe 

XVI)  [^J)Jl  =r  »  .  nd)jL  -h  —  .  [Af «  -h  j-j-j  •  ud)fz  -h 

einsetzt,  bekommt  man  die  zosammengesetzte  gemischte  Gesammtmutation  des  z. 

Von  diesem  Falle  hat  man  eine  Specialitat,  wenn  nur  z  «>  gKy)  gegeben,  also  inqofy) 
das  I  nicht  anmittelbar  sondern  nur  mittelbar  (weil  nemlich  y  eine  Function  von  i  vor- 
stellt) enthalten  ist.  Hierbei  hat  man  in  den  Gleichungen  XIV  und  XV  für  [<!|Z,  [dfi^ 
efc.  nm*  diejenigen  Ausdrücke  einzusetzen ,  welche  in  den  Gleichungen  VHI  und  rx  auf- 
gestelll  sind. 

Drittens.  Es  sei  U  <»  <p(z,  y,  i)  gegeben;  z  sei  eine  Function  von  y  und  x  zu- 
gleich, dagegen  y  sei  eine  Function  von  nur  x.    Nun  gehe  z  über  in  die  Reihe 

^ixi  =  z  -+-  X  •  i^jz  -^  T2 '  '^^  "^  m  •  f^j'*  "^" 

und  y  gehe  über  in  die  Reihe 

y*  =  y  -^-  « •  ^y  +  Xi '  ^y  ■*■  IT3  •  ^  "^ ' 

Die  Bedeutung  von  f^jz,  (dfz^  etc.  ist  aus  den  Gleichungen  V  und  VI  bekannt.  Da- 
durch geht  jetzt  U  über  in 

xvn)Uixi  =  iJ  -h  x-iW  -h^mVü  +^.f^Pü  + 

Entwickelt  man  jetzt  die  Goefficienten  dieser  Reihe,  so  bekommt  man 

XVIII)  ,a,u-^.fa-(-^.ay 


<^  ...  d.D   «     .  „    4^''') 


XIX)   ,ai»ü  -  -^  •  «j»  4-  ^  .  ^x  +  a '"    I     '  .  iy 

A^  du 

etc.  etc. 

Unter  U,  (d)U,  («'j^U,  etc.  hat  man  Functionen  von  z,  y,  x  zu  verstehen;  unter  z, 
diy  <^z,  etc.  hat  man  Functionen  von  y,  x  zu  verstehen;  und  unter  y,  ^y,  d'y,  etc.  hat 
man  nur  Functionen  von  x  z«  verstehen.    Desshalb  ist  (nach  $.  4) 

^     dy   *"   dz  '  dy         dy 
-^^'^     dy2   "^  dz»     \dy/  ^  ^    dz.dy      dy   ^   dy«  ^   dz  *  dy« 


XXII) 


^fe  '  ^7  _  /d^J    d^  ^  dA5\    ,   ^  d.u  Mz 

ly        *^  \dz«  '  dy  "*~  dy.dz/      *  ^    dz  *  dy 


Viertens.    Es  sei  U  »  9)(z,  y,  x)  gegeben;   z  sei  eine  Function  von  y  und  x 
zugleich,  dagegen  y  sei  eine  Function  von  nur  x.    Nun  gehe  x  über  in  die  Reihe 

««                  «^ 
Xx  =  i  "+-  't  •  «?x  H •  t^x  -1 •  <?3,  -4- 

1.«  1.2.3 

y  gehe  über  in  die  Reihe 


b 
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y(ic)  -=7  -H  «M^iy  ^  Ti'^^^y  -^  "ni'^^'^  "^ 


x2        ^  „  x3 


uod  z  gehe  über  in  die  Reihe 

Die  BedealuDg  von  [(d,jz,  [(^)fz,  etc.  ist  aas  den  Gleichungen  XIV  und  XV  bekannt. 
Dadurch  geht  jetzt  U  iil>er  In  die  Reihe 

xxiu)    ü((«,j  =  ü  H-  K .  [(^)]ü  +  -^ .  [<a,]2ü  -h  ^ .  [Afi]  4- . . .  ■ 

Entwickelt  man  die  Goefficienten  dieser  Reihe,  so  bekommt  man 

XXIV)    [fi,]V  =  idf]  +  ^  •  '^^ 


>  XXV)    [^^^fV  =  (^j2ü  +  2  .  ^  .  i^x  -4-  -5-Ä  •  »^»-4-  ■5=*  •  ^1 


dc^u    o_^£U  du 

dx2  ^  dx 


etc.  etc. 

In  den  Gleichungen  XVIII  und  XI X  befinden  sich  die  Ausdrucke  für  (JjU  und  [dfV, 
welche  man  hier  iu  XXIV  und  XXV  einzusetzen  hat.  Namentlich  geht  dann  XXIV 
über  in 

XXVI)  (,»,]U-^.a. +  ä^.«y  +  ^.*x 

Weil  U  eine  Function  von  z,  y,  x,  und  weil  z  eine  Function  von  y,  x  ist;  so  ist  jezt 

XXVII)  3r-  di"'^d7'di^drj^  dT'di"^  d7 

d^ 
.4uf  ähnliche  Weise  bekommt  man  den  Ausdruck  (ör  ----.    Aus  XX  and  XXI  ist  he«- 

dx^ 

dU         d^ü 
kannt,  was  -^  und  =^  bedeuten.    Ferner  weil  dz  als  Function  von  y  und  x  betrachtet 

dy  dy2 

werden  muss,  so  ist 

XXV.«,  ai = J<|) . .  .  ^" .  (ä? .  g  .  '^) 

J      •  oy  -1-  -^  •  -r— 
dx         ^         dy      dx 

Es  ist  nun  nicht  mehr  nöthig,  die  Theorie  der  zusammengesetzten  Mutationen  auf  wei- 
tere Fälle  auszudehnen. 

Anwendungen  der  zusammengesetzten  Mutationen  finden  sich  in  den  Aufgaben  31 , 
32,  281,  282,  etc. 

Beim  Schlüsse  dieses  Abschnittes  mag  noch  daran  erinnert  sein, 
dass  alle  in  demGalcul,  welcherhier  vorliegt,  vorkommenden  Reihen* 
entwickelungen  sich  mittelst  des  Maclaurin'schen  Satzes  ausführen 
lassen,  dass  man  also  Immer  das  Mittel  hat,  jeder  Reihe,  wo  man  sie 
auch  abbrechen  mag,  ihre  Ergänzung  beizuffigen.  In  Fällen  der  An- 
wendung ist  es  aber  von  höchster  Wichtigkeit,  dass  man  den  Fehler 
welcher  durch  das  Weglassen  von  Gliedern  cutsteht,  jedesmal  schät- 
zen könne.    (Ist  schon  aus  dem  Differentialcaicui  bekannt). 


^ 
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VI.    Einige  Specialitäten ,  welche  zur  Theorie  der 

Mutationen  gehören. 


§.  86.    WenD  y  »  9(1)  ist,  so  ist  y^  =  «jpca),  d.  h.  das  anten  an  y  aDgehäng[(e  a 
zeigt  an,  dass  man  a  an  die  Stelle  des  x  gesetzt  habe. 

Aus  y  -  v(i)  folgt  g  -  ^;  and  bei  (g)  =  (^)    <eigt  das  unten  ange- 

hängte  a  an,  dass  man  zuerst  nach  x  dIfferentlirC ,  nnd  hieraofa  an  die  Stelle  alles 
zorückgebliebeoen  x  gesetzt  habe. 

jl\    «a  (—T^)  '  ^'  h*  man  soll  zoerst  den  toUlen 

Differentialquotient  der  n-ten  Ordnung  herstellen,  und  hierauf  a  an  die  Stelle  alles 
zurückgebliebenen  z  setzen. 

Wenn  y  =  ^(x,  w)  ist,  so  ist  y^  a  ^  <3p(a,  /9),  d.  h.  das  unten  an  y  angehängte 

a  und  ß  zeigt  an,  dass  man  a  an  die  Stelle  ^es  x,  und  ß  an  die  Stelle  des  w  ge- 
setzt habe. 

r        ^  .  .  .  ^"y        ^M»'  ^)        <0  d;d;y(x,  w) 

Aus  y  =  <p(x,  w)  folgt  ^  =  — jjiT—,  ^pr^  =      d."  >  dw"     -  ^^»'  "^ 

/d;y\         /  d^d^y  \ 
durch  (-iTn/      9  I  .  n  7  ni/      9  ^tc  Wird  also  angezeigt,  dass  man  zuerst  die  par- 

tiellen  Differentialquotienten  hergestellt,  und  hierauf  a  und  ß  bezöglieb  an  die  Stelle 
des  zurückgebliebenen  x  und  w  gesetzt  habe. 
Und  so  fort. 

Ist  wieder  y  •-  (p(i)  gegeben,  und  erleidet  y  eine  unmittelbare  Mutation,  d.  h.  geht 
y  über  in  die  Reihe 

y»  —  y  H-  « •  ^y  -*-  7;  •  ^y  -^  t^Tj  •  ^y  •+• 

so  ist  durch  folgende  Reihe 

iJn)    ■■  y    -4-  X  •  dy    H •  ^y    H »Uhr    -H 

angezeigt,  dass  man  zuerst  mutirt,  und  dann  ix  an  die  Stelle  des  x  gesetzt  habe. 

Ist  femer  y  =  9>(x,  w)  gegeben,  und  erleidet  y  eine  unmittelbare  Mutation,  d.  h. 
geht  y  über  in  die  Reihe 

x>  ic3 

yx  =  y  4-  « •  ^y  h — r  •  ^y  h r  *^  -+- 

•"*       '  '         i.s       '      1.2.3      ' 

so  ist  durch  folgende  Reihe 

angezeigt,  dass  man  zuerst  mutirt,  und  dann  überall  a  und  ß  bezüglich  an  die  Stelle 
des  X  und  des  w  gesetzt  habe. 
Und  so  fort 

Ueberhaupt  wird  durch  t       ^' j  ,  \      v  ,  a  nf      »  etc.  angezeigt,  dass  man  zuerst 

die  innerhalb  der  Klammern  befindlichen  Operationen  ausgeführt,  und  dann  a  anstatt 
%,  oder  a  und  ß  bezüglich  anstatt  x  und  w,  etc.  gesetzt  habe. 

§.  87.    Erste  Abtheilung. 

Wenn  y  =  gHx)  und  y  -h  ^y  =  F(x}  zwei  Functionen  sind,  deren  We^^the  immer 
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dDaoder  nScIisUiiilfegend  UeibeD  bei  Jedem  beliebigen  WerChe  des  x;  dann  bleiben  auch 

die  Werlhe  der  toUlen  DiiTerentialquotienten  J^|[  =  ^^  ^^d  ^i^^L^^^^p 

immer  einander  nächstliegend  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  x. 
Beweis.    Man  verwandle  F(x)  in  folgende  Reihe 


oder 


8  3 

I)    F{x)  «  <p(x)  4-  X  .  d<p[iL]  -+•  —  .  ^<p(x)  4-  -^  .  ^flp(x)  + 

l.S  1.2.3 


2  3 

n)    y4-^y  =  y-|-x.ay-+--^-^y4-  j^  .  d3y  4- 


ond  lege  hierauf  dem  n  seine  specielle  Bedeutung  bei,  welche  jetil  ein  im  Momenle  des 
Verschwindens  befindlicher  Werth  ist  Differentiirt  man  nun  n-mal  nach  allem  x,  so  be- 
kommt man 

-^        dX»     ""       dx»       ■*■  *  ■       dx"*  1.2  '        dx«        "*"   1.2.3  *       dx" 

oder 

-^  dx"  ""  dX»   ^  dx~     ^    1.2        dx"      ^    1.2.3        dx»      ^ 


und  weil  die  specielle  Bedeotung  des  x  ein  im  Momenle  des  Verschwindens  befindlicher 
Werth  ist,  so  ist  durch  die  Reihen  III  und  IV  der  hier  vorgelegte  Beweis  gefuhrt. 

Zweite  Abtheilung. 

1)  Wenn  nun  die  hier  vorgelegten  Functionen  y  =  fp{T)  und  y  +  ^y  =  F(x)  so 
beschaflen  sind,  dass  bei  dem  speciellen  Werthe <>x  =  a  die  Function  y^  =r=  9(a}  den 
nemlichen  (gegebenen  oder  uichtgegebenen)  Werth  annimmt,  welchen  die  Function 
ya  4-  Jy^  -»  F(a;  bekommt;  so  ist  qiKaj  =  F(a),  oder  viebaaehr 

V)   y«  =  ya  -*- « •  *ya  '^Ti'^^'^Tn'^^'^ 


Diese  Gleichung  findet  statt,  w'ährend  der  Werth  des  x  ein  im  Momente  des  Ver- 
schwindens befindlicher  ist,  sie  ist  also  nur  möglich,  wenn  einzeln  stattfindet  dy^  =  0, 
32y^  ^m  0,  d^^  =  0,  etc.  Es  gibt  aber  unendlichviele  Functionen  dy  von  x,  welche  die 
Eigenschaft  haben,  dass  sie  bei  x  •-  a  zu  Null  werden;  z.  B.  jede  beliebige  Function 
^(x,  A),  welche  einen  wilknrlichen  Gonstauten  A  enthält,  der  noch  so  bestimmt  werden 
kann,  dass  r(a,  A)  »  0  wird.  Ebenso  gibt  es  unendlichviele  Functionen  ^y  von  x, 
welche  bei  x  =  a  zu  Null  werden ;  z.  B.  jede  beliebige  Function  f''(x ,  B) ,  welche  einen 
willkQrlichen  Gonstanten  B  enthält,  der  noch  so  bestimmt  werden  kann,  dass  r'(a,  B)  =0 
wird.    Und  so  fort. 

3)  Wenn  aber  die  hier  vorgelegten  Functionen  gleichzeitig  die  Eigenschaft  haben , 
dass  bei  dem  speciellen  Werthe  x  •»  a  abermals  die  Function  y    =  tpia)  den  nemlichen 

(gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  annimmt,  welchen  die  Function  y^  +  /fy^^Fia) 

bekommt;  so  ist  wieder  g)(a)  »  F(a),  oder  vielmehr 


Diese  Gleichung  findet  statt,  während  der  Werth  des  x  ein  im  Momente  des  Ver- 
schwindens befindlicher  ist,  sie  ist  also  nur  möglich,  wenn  einzeln  stattfindet  dy^  »  0, 

d^y    =r  0,  ^    =0,  etc.    Es  gibt  aber  unendlichviele  Functionen  dy  von  x,  welche 

die  Eigenschaft  haben ,  dass  sie  sowohl  bei  x  »  a  als  auch  bei  x  »«  a  zu  Null ,  werden ; 
z.  B.  Jede  beliebige  Function  f'(x,  A,  B) ,  welche  mit  zwei  willkürlichen  Gonstanten  A  und 
B  versehen  ist ,  die  noch  so  bestimmt  werden  können ,  dass  sowohl  r(a ,  A ,  B)  =:  0  als 
auch  f(af  A,  B)=Owird.   Ebenso  gibt  es  unendlichviele  Functionen  ^y  von  x,  welche 
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sowohl  bei  X  »9  a  als  auch  bei  x  es  a  zu  Null  werdeu;  z.  B   jede  beliebige  Fonetioii 

V'(xy  1^9  b),  welche  mü  zwei  willkürlichen  Constantea  k  und  h  versehen  ist,  die  noch 

80  bestimmt  werden  können,  dass  sowohl  r^(a,  k,  h)  =0  als  auch  f"(a,  k,  h)  »  0  ist. 

Und  so  fort. 

Jede  Function,  welche  mit  dem  gemeinschaftlichen  Factor  (a  —  x)^  •  («  —  z)^  verse- 
hen ist,  trägt,  wenn  p  und  q  positiv  sind,  schon  von  Ursprungs  her  in  sich  selbst  die  dop- 
pelte Eigenschaft,  dass  sie  sowohl  bei  x  =  a  als  auch  bei  x  <=  oc  zu  Null  wird. 

3)    Wenn  aber  die  hier  vorgelegten  Functionen  die  Eigenschaft  haben,  dass  bei  dem 

Tn  )     denselben   (gegebenen 

bekommt;  so  ist  jetzt  ■     ?^^  \    =  I     ,  „   |  ,  oder  vielmehr 

vin  /^"y\     /«*"y\  o.    /<^"^y\  o.  *^  /^"^y\  -i.  «^   /£^\  o. 

^)    ldr«)a"(d?')a-^"-(^)a^  

Diese  Gleichung  findet  statt,  während  der  Werth  des  x  ein  im  Momente  des  Ver- 
schwindens  befindlicher  ist,  ist  also  nur  möglich,  wenn  einzeln  stattfindet  (-pr)    "^  ^y 

„•I    =  0,  (--i-^)   =  ^9  ^c-    Es  giht  aber  aneadfichviele  Fonoüonen  dj  ron  x, 

welche  alle  die  Eigenschaft  haben ,  dass  bei  x  =  a  ihr  n-ter  loialer  Differentialqootient 
zu  Null  wird;  z.  B.jede  beliebige  Function  fCx,  A),   welche  einen  willkiirlicheQ  Con- 

stauten  A  enthält,  der  noch  so  bestimmt  werden  kann,  dass  ff ^^-n — -\     »  0  wird. 

Ebenso  gibt  es  eine  unendltehe  Menge  Functionen  ^y  von  x,  welche  die  Eigenschaft 
haben,  dass  bei  x  =  a  ihr  n-ter  totaler  Differentialquotient  zu  Null  wird;  z.  B.jede  be- 
liebige Function  f"(x,  B),    welche  einen  willkürlichen  Gonstanten  B  enthält,   der  noch 


so 


bestimmt  werden  kann,   dass  i \- 1 — ^|    =  0  wird. 

4)    Wenn  aber  die  hier  vorgelegten  Functionen  noch  gleichzeitig  die  Eigenschaft 
haben,   dass  bei  dem  speciellen  Werthe  x  =  a  abermals  der  totale  Differenüalquotient 

-■  n  I    den  uemlicbeu  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  annimmt,  welchen  der 
totale  Differenlialquotient  I    ^  m^)    bekommt;  so  ist  wieder  \    Tn'\  =(    ,  n\  i  oder 


;.^- 


Es  muss  also  auch  jetzt  stattfinden  (-j-ir)  *»0,  |    .  „^  \    a»  0,  etc.    Es  gibt  aber  un- 

endlichviele  Functionen  dy  von  x,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  sowohl  bei  x  «  a 
als  auch  bei  x  =  a  ihr  n-ter  totaler  Differenlialquotient  zu  Null  wird ;  z.  B.  jede  belie- 
bige Function  r(x,  A,  B),  welche  mit  zwei  willkürlichen  Gonstanten  A  und  B  versehen 

ist,  die  noch  so  eingerichtet  werden  können,  dass  sowohl  I  —  \n" — ^|  =0 als  auch 

I   ■      i'  n  ' —  j    «=  0  wird.    Ebenso  gibt  es  unendlichviele  Functionen  d^y  von  x ,  welche 

so  beschafibn  sind,  dass  sowohl  bei  x  =  a  als  auch  bei  x  »  a  ihr  n-ter  totaler  Dif- 
terentialquotient  zu  Null  wird.    Und  so  fort. 
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5)  Es  M  non  klar,  unter  wetcheo  Verhältnissen  die  vier  Gteieliungen  V,  VI,  VII *, 
VIII  zugleich  bestellen  können;  es  mnss  nemlich  dy  eine  solelie  Function  von  x  sein, 
dass  sich  daraus  gleichzeitig  folgende  vier  Gleichungen  ergeben 


•.. = ».  'y. = ».  (^). = •.  m 


Ebenso  ronss  ^y  eine  solche  Function  von  x  sein,  dass  sich  daraus  gleichzeitig 
folgende  vier  Gleichungen  ergeben 

-y.-'..-,.  =  «.(^).-o.(£^),  =  « 

und  so  fort  Es  gibt  aber  unendlichviele  Functionen  von  x,  welche  so  beschaffen  sind, 
dass  sie  solchen  vier  Bedingungen  zugleich  genügen;  z.  B.  jede  beliebige  Function 
l(x,  A,  B,  G,  E),  welche  mit  vier  willkärlioben  Gonstanten  A,  B,  G,  £  versehen  ist» 
die  noch  so  eingerichtet  werden  können «  dass  diese  vier  Gleichungen  f(a,  A»B,  G,  E)  =rO» 
Ka.  A,  B.  C.  E)  =  0,  p'.A.^B,C.E)j^  ^  ,    ^d"f(x,  A.^B.  C,  E)j^  ^  ^  ^^. 

gleich  stattfinden. 

Jede  Function,  welche  mit  dem  femeinschaAllcben  Factor  (a  —  x)^  •  («  —  x)^  ver- 
sehen ist,  trägt,  wenn  p  >  n  und  q  >  n,  schon. vom  Ursprünge  her  in  sich  selbst  die 
vierfache  Eifenscbafly  dass  sie  solchen  vier  Gleichungen  zugleich  genügt. 

Es  ist  unnölhig   diese  Untersuchung  noch  weiter  auszudehnen. 

S.  88.    Erste  Abtheilnng. 

Wenn  y  =g>(x,  w)  und  y  -\-  Jy  '^  F(x,  w)  zwei  Functionen  sind,  deren  Werlhe 
einander  immer  nächslanliegend  bleiben,  bei  jedem  beliebigen  Werllie  des  x  und  bei 
jedem  beliebigen  Werthe  des  w;  dann  bleiben  auch  die  partiellen  Differentialquolienlen 

und  ns — ^n «=  — r-Tü — i—iT-    emander    nachstan- 


dx'^'.dw"  di^-dw"  dx"*dw"  dx"*  •  dw" 

liegend  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  x  und  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  w. 
Beweis.    Man  verwandle  F(x^  w)  in  folgende  Reihe: 


«der 


3  ««3 

II)    y  -+-  ^y  =  y  +  »  .  dy  -h  -^  •  a»y  -h  ^^  .  d3y 


und  lege  hierauf  dem  x  seine  specielle  Bedeutung  bei ,  welche  ein  im  Momente  des  Ver- 
schwindens  befindlicher  Werth  ist  Differentiirt  man  nun  m-mal  nach  x  und  n-mal  nach 
w,  so  bekommt  man 

im    ^^wn^>  ^)        ^?d>^  ^)  d^d::^^,  w)       ^    d;d^agy(x,  w) 

"*-'       dx"  .  dw"      **     dx»  .  dw"      "^  *  *      dx™  .  dw'^      "^   1.2  *       dx-*  .  dw" 


x3    d;^d^^(x,  w) 

1.2.3  *       dx"  .  dw" 


oder 


^  ,      Ax"  .  dw"  di".dw"       "  ■  dx^-dw"        i.«  *  dx™.  dw" 


1.2.3    dx™.dw' 


i36 

und  weil  die  spedelle  Bedeataog  des  x  ein  im  Momente  der  VersehwiiMleas  befindlicher 
Werlh,  80  ist  dorch  die  Reihen  III  and  IV  der  hier  vorgelegte  Beweis  gef&hrt. 

Zweite  Ablheilung. 

1)  Wenn  nan  die  hier  vorgelegten  Fanctiooen  y  <»  9>(x,  w)  und  y  4-  ^^y  =  F(x»  w) 
90  beschaffen  sind ,  dass  bei  dem  speciellen  Werthe  x  =  a  die  Fonotion  y.  ,,  »»  9>(e ,  w) 
Sielsfort  den  nemlichen  Werlh  behält,  wie  die  Function  y^^  +  ^Ym^w  ""  ^('>  ^)«  ^ 
mass  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  w  staltfinden 

<3p(a,  w)  —  F(a,  w) 

oder  vielmehr 


Diese  Gleichung  findet  statt,  während  der  Werth  des  x  ein  im  Momente  des  Verschwin- 
dens  befindlicher  ist,  sie  ist  also  mir  möglich ,  wenn  einzeln  stattfindet  ^y.  ^  »■  0, 
^y^^  »  0,  d^^  ^  =  0,  etc.  Es  gibt  aber  unendlichviele  Fonctionen  dy  von  x  und  w, 
welche  die  Eigenschaft  haben ,  dass  sie  bei  dem  speciellen  Werthe  x  >»  a  zo  Nail  wer- 
den; z.  B.  jede  beliebige  Fonction  f'(x,  w,  v'(w)),  wo  ein  willkürlicher  Ausdruck  jr'(w) 
vorkommt,  der  noch  so  eingerichtet  werden  kann,  dass  f(a,  w,  «'(w))  =  0  wird.  Ebenso 
gibt  es  unendlichviele  Functionen  ^y  von  x  und  w ,  welche  bei  x  »  a  zu  Null  werden ; 
z.  B.  jede  beliebige  Function  r'(&,  w,  ;r''(w)),  wo  ein  willkOrlicher  Ausdruck  x"vw)  vor^ 
kommt,  der  noch  so  eingerichtet  werden  kann,  dass  r'(a,  w,  x^iwi)  »  0  wird.  Und 
so  fort. 

2)    Wenn  aber  die  hier  vorgelegten  Functionen  noch  gleichzeitig  die  Eigenschaft 
haben,  dass  bei  dem  speciellen  Werthe  x  ■»  a  abermals  die  Function  y        =r  <p(a^  w) 

Stetsfort  den  nemlichen  Werth  behält,  wie  die  Function  y«  —  =  y^^  -,  H-^y«  «?  somnss 
wieder  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  w  stattfinden 

qp(a,  w)  =:  F(a,  w) 

oder  vielmehr 


VI)    y        =  y        4-  X  .  (Jy        H <J2y        H ifiy 

^    ^OyW        ''ojW  'a,w         1.2        'ojW        1.2.3        'ir,w 


Diese  Gleichung  findet  statt ,  während  der  Werth  des  x  ein  im  Momente  des  Verschwin« 
dens   befindlicher  ist,  sie  Ist  also  nur  möglich,   wenn  einzeln  stattfindet  dy        =0, 

ffiy^  _  =  0,  ^^      =0,  etc.    Es  gibt  aber  unendlichviele  Functionen  9y  von  x  und 

w,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  sie  sowohl  bei  x  =  a  als  auch  bei  x  =  a  zu 
Null  werden;  z.  B.  jede  beliebige  Function  f(x,  w,  »'(w),  x'(w)),  wo  zwei  willkürliche 
Ausdrucke  x^w)  und  x'(v)  vorkommen,  die  noch  so  eingerichtet  werden  können ,  dass 
sowohl  r(a,  w,  ;r'(w),  x'(w))  =  0  als  auch  V(a^  w,  ;r'(w),  x'(w))  =  0  wird.  Ebenso 
gibt  es  unendlichviele  Functionen  ^y  von  x  und  w,  welche  sowohl  bei  x  =  a  als  auch 
bei  X  »  a  zu  Null  werden;  z.  B  jede  beliebige  Function  f"(x,  w,  «''(W),  x'^w)),  wo 
zwei  wiUkfirHche  Ausdrücke  x''(w)  und  %"(.m)  vorkommen,  die  noch  so  eingerichtet  wer- 
den können,  dass  sowohl  f"(a,  w,  »"(w),  x''(w))  =  0  als  auch  f"(a,  w,  a:"(w),  x"(w))  =0 
wird.    Und  so  fort. 

Jede  Function,  welche  mit  dem  gemeinschaftllcheD  Factor  (a  —  x)^  •  («  —  x)^  ver- 
sehen ist,  trägt,  wenn  p  and  q  positiv  sind,  schon  vom  Ursprünge  her  in  sich  selbst  die 
doppelte  Eigenschaft,  dass  sie  sowohl  bei  x  »■  a  als  auch  bei  x  =  a  zu  Null  wird. 

3)    Wenn  aber  die  hier  vorgelegten  Fonctionen  die  Eigenschaft  haben,  dass  bei  dem 

/d"d"  <p(x,  w)\ 
speciellen  Werthe  x  »  a  der  partielle  DIfferenlialquotient  f — j-^ — .   „     I       stetsfort 

/d»d^(x.  w)\ 
den  nemlichen  Werth  behält,  wie  der  partielle  Diiferenlialquotient  1  — .  „,     .   „ — I      ; 

so  mnss  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  w  stattfinden 
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\    dx™.dw"    l,^       \    dx'-.dw"  /^„ 


oder  vielmehr 


'»•3*\d«".dw7, 


w 


a,  w 

Diese  Gleichung  findet  statt,  während  derWerth  deß  x  ein  im  Momente  des  Verschwin- 

(d"  d"  öy\ 
dx™.dw"/.,  w 

(d  J  d^^y\ 
^ — )       =»  0,  etc.    Es  gibt  aber  anendlich  viele  Fanetionen  ^y  von  x  and  w, 
d»".<iw7..w 
welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  bei  dem  speeiellen  Werthe  x  »  a  der  partielle  Dif- 

(d"'dj^^\ 
-JLJ! —  I       «  0  wird ;  i.  B.  jede  beliebige  Function  r(x ,  w,  n'iw)) , 
dx"\dw7^  w 

WO  ein  willk&rlicher  Aasdruck  ;r'(w)  vorkommt,  der  noch  so  eingerichtet  werden  kann,  dass 

U^dlV(x.  w.  »'(w))\ 

I I       «  0  wird.  Ebenso  gibt  es  eine  unendliche  Mengs  Fanetionen 

S^y  Yon  X  und  w,  welche  die  Eigenschaft  haben ,  dass  bei  dem  speeiellen  Werlhe  x  =  a 

der  partielle  Differentialquotienl I — - — ^1       =  0  wird;  z.  B.  jede  beliebige  Function 

ydx^.dw**^^  w 

V*(\,  w,  ;r''(w)),  wo  ein  willkürlicher  Ausdruck  t"(w)  vorkommt,  der  noch  so  einge- 

(d^d'^frx,  w,  3r"(w))\ 
■JLJÜL ! — ! I       «  0  wird.    Und  so  fort. 

4)    Wenn  aber  die  hier  vorgelegten  Functionen  noch  gleichzeitig  die  Eigenschaft 
haben,  dass  bei  dem  speeiellen  Werthe  x  «»  a  abermals  der  partielle  Differentialquotient 

/d"d"«p(x,  w)\ 

I 1        Stetsfort  den  nemlicben  Werth  behält ,  wie  der  partielle  Differenz 

\    dx".dw"    /«,w 

/d"d?,F(x,  w)\ 
tialquotient  I ^  I       ;  so  muss  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  w  stattfinden 

/d;d^y(«,  w)\        ^  /d^d^FC»,  w)\ 
f  \   d»"  .  dw"   /«,^        \   dx"  .  dw-  l^y, 

oder  vielmehr 

\di-.dw7«,^    ydx'-.dw/«,^     ydi-'-dw-^w     •  Vx™ . dw»;«,w 


»•»•»  yd«™ .  dw"/ 


«,w  .  c  • 

18 
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Es  moss  also  auch  jetzt  einzeln  sUltflnden 


etc.    Es  gibt  aber  anendlich  viele  Functionen   dy  von  x  und  w,    welche  so  beschaffen 
sind,    dass  sowohl  bei  x  =  a  als  auch  bei   x  =  a  der  partielle  Differenlialquotient 

—■ zu  Null  wird;   z.  B.  jede  beliebige  Function  V(\,  w,  ;r'{w),  x'(w)),   wo  zwei 

dx"\dw» 

willkürliche  Ausdrücke  ^'(w)  und  x'(w)  vorkommen ,    die  noch  so  eingerichtet  werden 

können,  dass  sowohl 

/drd;;r(x,w,.-(w),x-(w))\    ^03,,  ,„,,  ^WC-^^,  .>),.-(w))\      ^^ 

\  dx-  .  dw"  /a,w  \  dx"  .  dw»  fa^^ 

wird-    Ebenso  gibt  es  eine  uneodlicbe  Menge  Functionen  ä^y  von  x  und  w,   welche  so 
beschaffen  sind,  dass  sowohl  bei   x  »>  a  als  auch  bei  x  «»  a  der  partielle  Differential- 

d"d^*2y 
quotient    .  „  .   „   zu  Null  wird;  z.  B.  jede  beliebige  Function  r'fx.  w,  »"(w),  x"<w)), 

wo  zwei  willkürliche  Ausdrücke  ;r''(w)  und  x'\^)  vorkommen ,  die  noch  so  eingerichtet 
werden  können,  dass  sowohl 


==  0 

w 


l^dy(x,  w,  ;r''(W),  /''(wO\  ^    .  .    /dJd^f'Cx/w,  ;r-'(w),  x'^w))\ 

I I      =  0  als  auch  I | 

\  d.""  .  dw"  /a,w  \  dx"  .  dw-  /^ 

wird.    Und  so  fort. 

5)  Es  ist  nun  klar,  unter  welchen  Verhältnissen  die  vier  Gleichungen  V,  VI,  Vli, 
Vill  zugleich  bestehen  können;  es  muss  nemlich  dy  eine  solche  Function  von  x  und  w 
sein,  dass  sich  daraus  gleichzeitig  folgende  vier  Gleichungen  ergeben: 

>a,w       >«,w      ydx-.dw»  ;,,w      \d.".dw»  ;„.w 

Ebenso  muss  ^y  eine  solche  Function  von  x  und  w  sein,  dass  sich  daraus  gleichzeitig 
folgende  vier  Gleichungen  ergeben: 

*'^  «'^  \dx".dw»  /a,w  \dx".dw"  la,w 

Und  so  fort.  Es  gibt  aber  unendlichviele  Functionen  von  x  und  w,  welche  so  beschaffen 
sind,  dass  sie  solchen  vier  Bedingungen . zugleich  genügen;  z.  B.  jede  beliebige  Function 
f(x,  w,  3r(w),  x^^)»  ff^)>  ?ffw)),  wo  vier  willkürliche  Ausdrücke  ;r(w),  xCw),  f(w),  Jfcw) 
vbrkommen,  die  noch  so  eingerichtet  werden  können,  dass  folgende  vier  Gleichungen 

f(a,  w,  «(W),  x^w),  f(w),  g(w))  =  0,   f(a,    w,   ;r(w),   xtw),    f(w),  gfcw))  =  0, 


und 


/  d J  d^ffx ,  w ,  ar(W) .  x(  W) ,  f(w),  8f(  w))\        ^ 
\  d.»  .  dw"  /a,w  "  ^ 

(d"  d J,f(x ,  w ,  «( w) ,  x(w) ,  f  w) ,  gr w))\       _^ 
dx"  .  dw"  ^  "  ^ 


zugleich  staltflnden. 
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Jede  FanctfOD  toii  x  ood  w,  welche  mit  dem  gemeimchafllichen  Factor(a  —  x)^  •  («  — x)^ 
▼ertehen  ist,  trägt,  weno  p  >  m  und  q  >  m  ist.  schon  von  Ursprünge  her  in  sich  selbst 
die  vierfache  Eigenschaft,  dass  sie  solchen  vier  Gleichungen  zugleich  genügt. 

Die  iD  dieser  zweiten  Abtheilaog  darchgefQhrte  Untersuchung  erleidet  nicht  die  ge- 
ringste Aenderong,  wenn  maa  dem  w  specteUe  Werthe  beilegt,  und  dabei  die  Werihe 
des  X  willkQrlich  lässt. 

Dritte  Abtheilang. 

1)  Wenn  die  hier  vorgelegten  Functionen  y  =  qp(x,  w)  und  y  -h  ^y  =r  F(x,  w) 
so  beschaffen  sind,  dass  bei  den  speciellen  Werlhen  x  =,a  und  w  =;  b  die  Function 
y^(,  ~  (fißf  b)  den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichlgegebenen)  Werlh  annimmt,  wel- 
chen die  Function  y^  ^  *  F(a,  b)  bekommt;  so  ist 

9(a,  b)  =  F(a,  b) 

oder  vielmehr 


«)  y^k  -  y..b  ■+  *  •  *y..b  +  ~  •  ^y^b-^i  •  '^y»."  ^ 


Diese  Gleichung  6ndet  statt,  während  der  Werlh  des  x  ein  im  Momente  des  Verschwin- 
dens  beGndlicher  ist,  sie  ist  also  nur  möglich,  wenn  einzeln  stattfindet  ^y^  |^  »x  o, 
3^y^i,  =»  0,  ^^y^^b  ^  ^'  ^^^*  ^^  ^^^  ^^^^  unendlichviele  Functionen  ^y  von  x  und  w, 
welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  sie  bei  den  speciellen  Werthen  x  =  a  und  w  =  b 
zu  Null  werden,  und  zwar 

9C^  alle  jene  unendlichvielen  Functionen  dy  von  x  und  w,  welche  schon  zu  Null 
werden,  wenn  nur  x  den  speciellen  Werlh  a  annimmt,  dagegen  w  noch  ganz  beliebig 
ist  Dergleichen  Functionen  sind  schon  in  Nro.  1  der  zweiten  Abtheilung  dieses  §'s 
betrachtet  worden*    Oder,  was  dasselbe  ist, 

fb')  alle  jene  unenlicbvielen  Functionen  dy  von  x  und  w,  welche  schon  zu  Null 
werden,  wenn  nur  w  den  speciellen  Werth  b  annimmt,  x  dagegen  noch  ganz  beliebig 
ist.    Ausserdem  auch  noch 

SO  alle  jcoe  unendlichvielen  Functionen  dy  von  x  und  w,  welche  durch  f(x,  w,  A) 
repräsentirt  sein  mögen,  und  wenigstens  einen  willkürlichen  Constanten  A  enthalten,  der 
noch  so  eingerichtet  werden  kann,  dass  r(a,  b,  A)  =  0  wird. 

Ebenso  gibt  es  unendlichviele  Functionen  d^y  von  x  und  w,  welche  bei  x  =  a  und 
w  =  b  zu  Null  werden;  und  zwar 

V)  alle  jene  unendlichvielen  Functionen  d^  von  x  und  w,  welche  schon  zu  Null 
werden,  wenn  nur  x  den  speciellen  Werth  a  annimmt,  w  dagegen  noch  ganz  beliebig 
ist.  Dergleichen  Functionen  sind  schon  in  Nro.  1  der  zweiten  Abtheilung  dieses  §'s 
betrachtet  worden.    Oder  was  dasselbe  ist, 

f6*')  alle  jene  unendlichvielen  Functionen  d^*  von  x  und  w«  welche  schon  zu  Null 
werden,  wenn  nur  w  deb  speciellen  Werth  b  annimmt,  x  dagegen  noch  ganz  beliebig 
ist    Ausserdem  auch  noch 

S'O  alle  jene  unendlichvielen  Functionen  d^y  von  x  und  w ,  welche  durch  f"(x,  w,  g) 
feprieentirl  sein  mögen,  ood  wenigslens  einen  willkftrlichen  Constanten  g  enthalten ,  der 
noch  so  eingerichtet  werden  kann,  dass  r'(a,  b,  g)  «  0  wird. 

Und  so  fort. 

2)    Wenn  aber  die   hier   vorgelegten  Functionen  noch  gleichzeitig  die  Eigenschaft 

haben,   daw  bei  den  specieUen  Werlhen  x  =  a  ond  w  =  ß  abermals  die  Fonction 

y    P  =  (p(ay  ß")  den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichlgegebenen)  Werth  annimmt,  wel- 
a,  p 

eben  die  Function  y^  a  +   "^^  a  =  PC^»  ß}  bekommt;  so  ist  wieder 

9(a,  ß)  =  F(a,  ß) 
oder  vielmehr 
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Diese  Gleicbang  findet  statt ,  während  der  Werth  des  x  ein  im  Momente  des  Verschwin- 
dens  befindlicher  ist,  sie  ist  also  nur  möglieb,  wenn  einzeln  stattfindet  dy    ^  ««  0, 

d^y    ^  =  0,  d^y    ^  =  0,  etc-    Es  gibt  aber  unendlichviele  Functionen  ^y  von  x  and  w, 

welche  die  Eigenschaft  haben ,  dass  sie  sowohl  bei  x  <»  a ,  w  =  b  als  auch  bei  x  >»  o, 
w  <=  /?  zu  Null  werden,  und  zwar 

9(0  alle  jene  unendlich  vielen  Fanctioneo  ^y  von  x  und  w,  welche  schon  zu  Null 
werden,  wenn  nur  x  den  speciellen  Werth  a  oder  a  annimmt,  dagegen  w  noch  ganz 
beliebig  ist.  Dergleichen  Functionen  sind  schon  in  Nro.  2  der  zweiten  Abtheilung  dieses 
§'s  betrachtet  worden.    Oder,  was  dasselbe  ist, 

930  3^'^  }^^^  unendlicbvielen  Functionen  ^y  von  x  und  w,  welche  schon  zu  Null 
werden,  wenn  nur  w  den  speciellen  Werth  b  oder  ß  annimmt,  dagegen  x  noch  ganz  be- 
liebig ist.    Ausserdem  auch  noch 

SO  ^Ue  jene  unendlicbvielen  Functionen  von  x  und  w ,  welche  durch  r(x,  w,  A,  B) 
repräsentirt  werden  mögen,  und  wenigstens  mit  zwei  wlllkQrlichen  Gonstanten  A  und  B 
versehen  sind,  die  noch  so  eingerichtet  werden  können,  dass  sowohl  r(a,  b,  A,  B)  =  0 
als  auch  r(a,  /?,  A,  B)  =  0  wird. 

Ebenso  gibt  es  unendlichviele  Functionen  ^y  von  x  und  w,  welche  die  Eigenschaft 
haben,  dass  sie  sowohl  bei  x  =  a ,  w  =  b,  als  auch  bei  x  »  a,  w  =  /?  zu  Null  wer- 
den, und  zwar 

9('0  ^'1®  l^^^  unendlicbvielen  Functionen  ^y  von  x  und  w,  welche  schon  zu  Null 
werden,  wenn  nur  x  den  speciellen  Werth  a  oder  a  annimmt,  dagegen  w  noch  ganz 
beliebig  ist.  Dergleichen  Functionen  sind  schon  in  Nro.  2  der  zweiten  Abtheilung  dieses 
§'s  betrachtet  worden.    Oder,  was  dasselbe  ist. 

93'0  alle  jene  unendlicbvielen  Functionen  ^y  von  x  und  w,  welche  schon  zu  Null  wer- 
den, wenn  nur  w  den  speciellen  Werth  b  oder  §  annimmt,  dagegen  x  noch  ganz  belie- 
big ist.    Ausserdem  auch  noch 

€'0  ^'^^  J®°^  unendlicbvielen  Functionen  Ißy  von  x  und  w,  welche  durch  f''(x,  w,  g,  h) 
repräsentirt  sein  mögen,  und  wenigstens  mit  zwei  willkürlichen  Constanten  g  und  h 
versehen  sind,  die  noch  so  eingerichtet  werden  können,  dass  sowohl  r'(a,  b,  g.  h)  =  0 
als  auch  r'(a,  /?,  g,  h)  «  0  wird. 

Und  so  fort. 

Jede  Function  von  x  und  w,  welche  entweder  mit  dem  gemeinschaftlichen  Factor 

(a  ~  x)P  .  (a   —  x)*» 
oder  mit  dem  gemeinschaftlichen  Factor 

(b  —  w)^  .  (/J  —  w)^ 
oder  mit  dem  gemeinschaftlichen  Factor 

(a  —  x)P  .  («  —  x)*>  .  (b  —  w)^  .  (ß  —  w)<' 

versehen  ist,  trägt,  wenn  p,  q,  p,  q  positiv  sind,  schon  von  Ursprünge  her  in  sich  selbst 
die  doppelte  Eigenschaft,  dass  sie  sowohl  bei  x  sa  a,  w  =  b,  als  auch  bei  x  =  a,  w  =ß 
SU  Null  wird. 

3)    Wenn  aber  die  hier  vorgelegten  Functionen  die  Eigenschaft  haben ,  dass  bei  den 


speciellen  Werthen  x  »  a  und  w  =  b  der  partielle  Differentialquotient  I 


den  oemlichen  (gegebeoen  oder  nichtgegebenen)  W«rth  annimmt,  welchen  der  partielle 


Differenlialquotieot  |       ^ — ;— ;^  |     bekommt;  so  ist  jetit 


/d^dX«.w)\        ^  /  d;d°  F(«,  w)\ 
\  dx-  .  dw"    /.,h         V  <•*"■  •  •'^"    /•.•> 


oder  vielmehr 
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\dx™.dw7^,         ^".dwV^b  ^™-dw»^b        ^-^    ^"'^Jw-^b 


x3      /d^CM 

1.2.3  *\^dx"'.dw73^ 


b 


Diese  Gleichung  findet  statt,  während  der  Werth  des  x  ein  im  Momente  des  Verschwin- 
dens  befindlicher  ist,  sie  ist  also  nur  möglich,  wenn  einzeln  stattfindet 


i'^^      =0. 


etc.     Es    giht    aber   unendUchviele   Functionen   ^y  von  x  und 


w,    welche    die   Eigenschaft    haben,   dass   folgender  aus  ihr  entnommener  partieller 

Differentialquotient   .  ^   ,   ^  bei  x  =  a  und  w  »  b  zu  Null  wird,  und  zwar 

%0  ^llo  i^^^  unendlichvielen  Functionen  ^y  von  x  und  w,  bei  denen  der  partielle 

Differentialquotient      „   ,   „  schon  zu  Null  wird,  wenn  nur  x  den  speciellen  Werth  a 

annimmt,   dagegen  w  noch  ganz   beliebig  ist.    Dergleichen  Functionen  sind  schon  in 
Nro.  3  der  zweiten  Abtheiluug  dieses  $*s  betrachtet  worden*    Oder,  was  dasselbe  ist, 
fb')  alle  jene  unendlichvielen  Functionen  dy  von  x  und  w,  bei  denen  der  partielle 

d»d^^y 
Differentialquotient  -pm— p-h  schon  zu  Null  wird,  wenn  nur  w  den  speciellen  Werth  b 

annimmt,  während  x  noch  ganz  beliebig  ist    Ausserdem  auch  noch 

£0  ttlle  jene  unendlichvielen  Functionen  ^y  von  x  und  w,  welche  durch  r(x,  w,  A) 
repribentirt  sein  mögen,  und  wenigstens  einen  willkücUchen  Constanten  A  enthalten. 


/d;d;^r(x,w,A)\ 

\      dx"  .  dw"     /. 


der  noch  so  eingerichtet  werden  kann,  dass| -^-^^ — 7—;; —  1     =»0  wird. 

Und  so  fort. 

4)    Wenn  aber  die  hier  vorgelegten  Functionen  noch  gleichzeitig  die  Eigenschaft 
haben,  dass  bei  den  speciellen  Werthen  x  »  a  und  w  =  ^  abermals  der  partielle  Dii^ 

/d*dXx,  w)\ 
ferentialquotient  1 I       den  nemlichen   (gegebenen   oder   nichtgegebenen) 


\  dx*  .  dw-    /„,! 


Werlh  annimmt,  welchen  der  partielle  Differentialquotient  1- — I      bekommt; 

\dx*.dw-    l„,ß 

so  ist  jetzt  anch 

/d;dXi,w)\     ^  /d;d;F(x,w)\ 

\  dx"  .  dw"    /„,(,        \  dx»  .  dw"    )„,ß 
oder  vielmehr  » 

\dx".dw-/„,^        \dx«.dwia^  ydx-.dw''/«,^         ••«    Vx-.dw»/«, 


ß 


»•«•3    \dx™.dw"/«, 


ß 
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E<  moss  also  einzeln  staüfinden  i^^^--^ — 1       =  0,  1-^^-^^^ — I       =  0,  ete. 


5)  Es  ist  nun  klar,  unter  welchen  Verhältnissen  die  vier  Gleichungen  IX,  X,  XI, 
XII  zugleich  stattfinden  können ;  es  muss  nemlich  ^y  eine  solche  Function  von  x  und  w 
sein,  dass  sich  daraus  gleichieitig  folgende  vier  Gleichungen  ergeben: 

==0  dv    *  0  /^^\    =0  /:^i^\    =0 

Ebenso  muss  d^y  eine  solche  Function  von  x  und  w  sein,  dass  sich  daraus  gleichzeitig 
felgefide  vier  Gleichungen  ergeben: 

^«'*^  ^"''^  ydx'-.dw»/,,!,  \dx-.dw7„^^ 

und  so  fort.  Es  gibt  aber  unendlichviele  Functionen  von  x  und  w,  welche  so  beschaf- 
fen sind,  dass  sie  solchen  vier  Bedingungen  zugleich  genügen.    Z.  B. 

V)  alle  jene  unendlichvielen  Functionen  von  x  und  w,  welche  schon  vier  solchen 
Bedingungen  genügen,  wenn  x  den  speciellen  Werth  a  oder  a  annimmt,  dagegen  w  noch 
ganz  beliebig  ist.  Dergleichen  Functionen  sind  in  Nro.  5  der  zweiten  Ablbeilong  dieses 
§*s  betrachtet  worden.    Oder,  was  dasselbe  ist, 

S)  alle  jene  unendlichvielen  Functionen  von  x  und  w,  welche  schob  vier  solchen 
Bedingungen  genügen,  wenn  w  den  speciellen  Werth  b  oder  ß  annimmt,  dagegen  i 
noch  ganz  beliebig  ist    Ausserdem  auch  noch 

@)  alle  jene  unendlichvielen  Functionen  von  x  und  w,  welche  durch  f(x,  w,  A,  B,  C,  E) 
reprilsentirt  sein  mögen,  und  wenigstens  mit  vier  willkürlichen  Gonstanten  A,  B,  C,  £ 
versehen  sind>  die  noch  so  eingerichtet  werden  können ,  dass  folgende  vier  Gleichungen 

l(a,  b,  A,  B,  C,  E)  «  0,  f(a,  /?,  A,  B.  C,  E)  =-  0, 

/d^j'dl^fCi,  w,  A,  B,  C,E)\        ^  ^  ^^^  /d;d°((x,  w,  A,  B,  C,  E)\        ^  ^ 
\  dx».dw»  /a,b  ""    \  dx-'.dw«  /«,^*" 

zugleich  stattfinden. 

Jede  Function  von  x  und  w,  welche  entweder  mit  dem  geflneidschaftlichen  Factor 

(a  _  x)P  .  (a  -  x)fl 
oder  mit  dem  gemeinschaftlichen  Factor 

(b  -  w)>  .  iß  -  w)^ 
oder  mit  dem  gemeinschafllicben  Factor 

(a  —  x)P  .  («  —  x)^  .  (b  —  w)^  .  (^  —  w)<» 

versehen  ist,  trägt,  wenn  p  >  m  und  q  >  m  und  wenn  p  >  n  und  q  >  n  ist,  schon 
von  Ursprünge  her  in  sich  selbst  die  vierfache  Eigenschall,  dass  sie  solchen  vier  Gleichun- 
gen zugleich  genügt. 

Es  ist  unnöthig,  die  Untersuchung,  welche  sich  dieser  §  zur  Aufgabe  gemacht  hat, 
so  weit  auszudehnen,  dass  sie  erschöpft  wäre. 

Ebenso  ist  aus  allem  Vorhergehenden  von  selbst  klar,  wie  diese  Untersuchung  auf 
Functionett  ausgedehnt  werden  kann^  welche  mit  mehr  als  zwei  absolut  unabhängigen 
Veränderlichen  versehen  sind. 

S*  89.    Erste  Abtheilung. 

Wenn  y  =  <y>(x)  und  y  +  ^y  =  F(x)  zwei  Functionen  sind,  deren  Werthe  einan- 
der immer  nächslanliegend  bleiben  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  z;  dann  bleiben 
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auch  die  Werthe  der  Integrale   1     (p{x)  *  dx  uod  |     V(\)  •  dx  einander  näehslanliegend 

Ja  Ja 

bei  jedem  Werthe  des  x  und  dea  a. 

Beweis.    Ifan  verwandle  F(x)  in  die  Reihe 

l)  Fix)  -=  qxJL)  4-  X  •  ^  H d2y  4-  -— —  •  ^y  -H 

1«2  1.2.3 

und  lege  hieranf  dem  x  seine  specielle  Bedeutung  bei,  welche  ein  im  Momente  des 
Verschwindens  befindlicher  Werth  ist.    Nun  bekommt  man  folgende  Gleichung 

U)    I    F(x)  •  dx  =    j      ((p{X)  -!-  X  .  ^y  -+-  —  •  ^y  H —  •  a^y  -h \  -  dx 

Weil  aber  x  und  a  vqn  x  unabhängig  sind,  und  weil  wiederum  x  von  x  und  a  unab- 
hängig ist;  so  ist  letztere  Gleichung  gleichbedeutend  mit  folgender: 


ni) 


I    F(x) .  dx  =  I    (pix)  •  dx  +  X  •  I    ^y  .  dx  -f-  -*-  •  j    ^y  •  di 

H I    <J3y  .  dx  H- 

'^''   Ja 


a 

and  weil  die  specielle  Bedeutung  des  x  ein  im  Momente  des  Verschwindens  befindlicher 
Werth  ist,  so  ist  durch  die  Reihe  m  der  hier  vorgelegte  Beweis  geführt. 

Zweite  Abtheilung. 

Wenn  nun  die  hier  vorgelegten  Functionen  y  «  qp(x)  und  y  -+-  ^  =  F  (x)  so  beschal- 
Ten  sind,   dass  zwisdien  den  speciellen  Gränzen  von  x  «>  a  bis  x  =s  a  das  Integral 

I    qxx)  •  dx  denselben  (gegebenen  oder  nichtgegebonen)  Werth  annimmt,  welchen  das 

Integral  I    F(x)  •  dx  bekommt;  so  ist  1    ^xx)  •  dx  =  1    F(x)  •  dx ,  oder  vielmehr 
Ja  Ja  Ja 

<p{X)  .  dx  =  I    9(x)  •  dx  -+-  X  .  I    dy  .  dx  H I    (fly  *  dx 

a  Ja  Ja  *•'  Ja 


H-    .1      ^3y  .  dx   H- 


1.2.3     J3 

Diese   Gleichung   findet   statt,   während   der  Werth   des   x  ein  im  Momente  des 

Verschwindens   befindlicher  ist ,    sie    ist    also    nur  möglich,    wenn   einzeln  stattfindet 

fHt  /•a  ^a 

I     dy  •  dx  =  0,  I    <9^y  •  dx  =  0,  I    ^  •  dx  »  0,  etc.   Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 
Ja  Ja  Ja 

9)(x) .  dx  =  z    —  'a'  ^^  V^LJin  man  auch  zur  Abkürzung  I    ^y  •  dx  »  dz     —  dz  , 

d»y  •  dx  =s  d^z    —  d»z  ,    I    d^  .  dx  =s  d^z^  —  d^z     etc.  et«,  setzen;  «nd  Glefehang 
IV  geht  über  in 

V)  JV«)-dx  =  (z^  -  z^)  +  x.(dz^  --  dz^)  ^    -^-(^a«  --  ^«a)    ' 


1.2.3      V  **  */ 
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woraus  bei  deo  hier  obwaltenden  Umständen  einzeln  folgt  dz    —  dt-  =  0,  ä^x^  — ^z„=:0, 

OL  o  O  8 

ifiz    —  ^z    =■  0,  etc.    Es  gibt  aber  eioe  uDeudliche  Menge  Functionen  dz  von  x,  welche 

die  Eigenschaft  haben,  dass  bei  den  speciellen  Werthen  x  =  a  und  x  <»  a  die  Diffe- 
renz dz     —  dz     zu  Null  wird ;  z.  B.  jede  beliebige  Function  V(x ,  A) ,  welche  einen 

OL  n 

willkürlichen  Gonstanten  A  enthält,  der  noch  so  bestimmt  werden  kann,  dass  die  Glei- 
chung r(a,  A)  —  r(a,  A)  =  0  stattfindet  Ebenso  gibt  es  eine  unendliche  Menge 
Functionen  d^z  yon  x,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  bei  den  speciellen  Werthen 
X  =  a  und  x  «»  a  die  Differenz  d^z    --  d^z    zu  Null  wird ;  z.  B.  jede  beliebige  Function 

'  f''(x,  B),  welche  einen  willkürlichen  Gonstanten  B  enthält,  der  noch  so  bestimmt  wer- 
den kann,  dass  die  Gleichung  fX'°^j  B)  —  t"(a*  B)  =  0  stattfindet    Und  so  fort 

$.  90.    Erste  Abtheilung. 

Wenn  y  =  ^(x ,  w)  und  y  -H-  Jy  s=:  F(x ,  w)  zwei  Functionen  sind .  deren  Werthe 
einander  immer  nächstanliegend  bleiben  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  x  und  des  a, 
und  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  w  und  des  b;  dann  bleiben  auch  die  Werthe  der  Integrale 

Jl    9)(x,  w)  •  dw  •  dx  und  I      1     F(x ,  w)  •  dw  •  dx  immer  einander  nächstanliegend 
a  Jb  «'a  Jb 

bei  jedem  Werthe  des  x  und  des  a,  und  bei  jedem  Werthe  des  w  und  des  b. 
Beweis.    Man  verwandle  F(x,  w)  in  die  Reihe 

I)  F(x,  w)  =  v(x,  w)  -H  X  .  ay-f-  ^  .  d2y   -h    ^  •  ^^Y  "+" 


und  lege  hierauf  dem  x  seine  specielle  Bedeutung  bei,  welche  ein  im  Momente  des  Ver- 
schwindens  befindlicher  Werlh  ist    Nun  bekommt  man  folgende  Gleichung 


11) 


/•X    /»W  /»X    /•Wp 

I      I     F(x,  w)  •  dw  .  dx  =  I      I     I  <3p(x,  w)  H-  X  .  ay 
H •  ^y  H •  ^3y  -1- I  •  dw  •  dx 

1«S  1 .2.3  I 


Weil  aber  sowohl  x  und  a  als  auch  w  und  b  von  x  unabhängig  sind ,  und  weil  wiederum 
X  sowohl  von  X  und  a  als  auch  von  w  und  b  unabhängig  ist;  so  ist  letztere  Gleichung 
gleichbedeutend  mit  folgender: 


HI) 


Ja  /«w  /»x   /»w  /»x  /•w 

I     F(x,  w)  •  dw  •  dx  =  I      I     qp(x.  w)  •  dw  •  dx  +  X  •  I      I     dy  •  dw  -  dx 
a  Jb  Ja  Jb  Ja  Jb 

-\ •  I      I     ^y  •  dw  •  dx  -H 

^■«   Ja  Jb 

und  weil,  wie  gesagt,  die  specielle  Bedeutung  des  x  Qjn  im  Momente  des  Veradiwiodens 
befindlicher  Werth  ist;  so  ist  durch  die  Reihe  in  der  hier  vorgelegte  Beweis  geftihrt. 

Zweite  Abtheilung. 

Wenn  nun  die  hier  vorgelegten  Functionen  y  =  <p(x,  w)  und  y  -h  Jy  =  F(x,  w) 
so  beschaffen  sind,  dass  zwischen  den  speciellen  Gränzen  von  x  »  a  bis  x  =  a  und 

pa  pß 
von  w  »  b  bis  w  :^  iS  das  Integral  I      I     43p(x,  w)  •  dw  •  dx  den  nemlichen  (gegebe- 

nen  oder  nichtgegebenen)  Werth  annimmt,  welchen  das  Integral  I      I     F(x,  w)  •  dw  •  dx 

/»a  ^ß  na  ^ß 

bekommt;  so  ist    I      1      qp(x ,  w)  •  dw  •  dx  «  I      I     F(x,  w)  •  dw  •  dx,  oder  vielmehr 

Ja  Jb  Ja  Jb 


i 
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IV)     I      I    <i)(\,  w)  •  dw  •  dz  »  I      I    g>(%,  w)  •  dw  •  d(   +  x  •  I      I    dy  •  dw  •  dx 


^•*  Ja  Jb 


d^y  •  dw  •  dx  -h 


Diese  Gleichang  findet  statt ,  während  der  Werth  des  x  ein  im  Momente  des  Verschwin- 
dens  befindlicher  ist ;  sie  ist  also  nur  möglich ,  wenn  einzeln  stattfindet 

I       I    ^-dw  •dx=:0,  I      I    a^y -dwdx^:  0,  I      I    ^^y  •  dw  •  dx  »  0, 

etc.  etc.    Setzt  man  non  zur  AbkQrzang 

ny(x,  w)  •  dw  •  dx  ■»  «    Ä  —  2^  .   —  z^  p  -f-  z.  K 
j^        ^  «,p         «,b         a,/}         a,b. 

do  kann  man  auch  znr  AbkQrzang 

j^Jja^y .  dw .  dl  -j'z^^  -  <Py„,b  -  "»»ya,;»  +  %b 


Ja  Jb 


etc.  etc. 

setzen;  ond  man  hat  die  einzelnen  Gteichangen: 

dt    g,  —  öl    .    —  dz.  a  -t-  dz«  K  =  0 
a,p  a,b  a^p  a,b 

or,  p  a,  b  a^  p  a,  b 

AB,  p  a,  D  a,  p  a,  D 

etc.  etc. 

Es  gibt  aber  eine  anendliche  Menge  Functionen  Sz  von  x  ond  w,  welche  die  Ei- 
genschaft haben,  dass  bei  den  speciellen  Werthen  x  =  a,  x-^a,  w  =  b,  yv  =  ßy  die 
Gleichong 

a,p  a,D  a>p  a,n 

stattfindet;  z.  B.  jede  beUebige  Fanction  r(x,  w,  A),  welche  einen  willkfirlichen  Con- 
stanten A  enthält 9  der  noch  so  bestimmt  werden  kann,  dass  die  Gleichong 

f(a,  /?,  A)  -  fiay  b,  A)  -  r(a,  ß,  A)  -h  f(a,  b,  A)  =  0 
stattfindet,    und  so  fort 

J.  91.  Wenn  öy  jede  beUebige  nar  keine  identische  Fanction  von  x  vorstellt;  so 
sind  die  Ausdrücke  dy,  -~^,  -pj- ,  -py, ,  -r-öi  *!«'  der  Form  nach  vonein- 
ander abhängig,  dem  Werthe  nach  sind  sie  von  einander  anabhängig  ond  will- 
kfirlich^ 

19 
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Beweis.  Alle  diese  Ausdröcke  sind  der  Form  nach  von  einander  abhängig, 
weil  mit  der  Form  der  (beliebigen)  Urfanction  Sy  auch  jedesmal  die  Form  aller  ihrer 
Differentialquotienten  mitgegeben  ist.  Alle  diese  Ausdrücke  sind  aber  dem  Werthe 
nach  von  einander  unabhängig  und  willkürlich,  weil  dieser  nicht  bloss  durch  die 
Form  des  dy  sondern  auch  durch  die  Werthe  der  in  ^y  enthaltenen  Constanten  bedingt 
ist,  welche  willkQrlich  sind,  eben  weil  dy  selbst  willkürlich  ist.  Dm  jedoch  der  An- 
schauung zu  Hilfe  zu  kommen,  nehme  man  für  dy  eine  ganz  bestimmte  mit  aoch 
wenigstens  (m  +  1)  willkürlichen  Constanten  versehene  Function 

dy  =  f(x,  Ko,  Kl,  Kj Km) 

und   lege  dem  x  einen  specteilen  Werth  x  bei.    Dann  kann  man  verlangen,  dass  jeder 

der   Ausdrücke  dy^,    (-r^)  ,    (732) (    .  ,„)    bezüglich  einen   nach    Willkür 

zu  wählenden  bestimmlen  Werth  Ho,  Hi,  H2, Tim  annehme,   so   dass  folgende 

(m  +  1)  Gleichungen 

f(;r,  K<j,  Kl,  Kj, .  . . .  Km)  =  Ho 

Hl 


/df(x,  Kq,  Kl,  K2 Km)\    ^ 

/dgf(x,  Kq,  Kl,  K2 Km)\     ^^ 

\  dx*  / 


/d^fCx,    Kq,    Kl.   K2 Km)\     _  „ 

\  dx-  I    -  " 


m 


stattGnden.    Aus  diesen  (m  H-  1)  Gleichungen  erhält  jeder  der  (m  +  t)  willkürlichen 

Constanten  Ko,  Ki,  Ks Km  eine  Bestimmung.    Aber  eben  weil  die  Werthe  Ho, 

Hl,   H2 Hm  ganz  nach  Willkür  gewählt  werden  können;  so  können  auch  die 

Werthe  der  (m  -f-  1)  Ausdrücke  dy,,  (^)   ,  (^)     (^)    ganz  nach 

Willkür  genommen  werden.  Der  vorgelegte  Satz  gilt  nun  schon,  wenn  dy  eine  bestimmte 
Function  von  z  ist ,  und  x  einen  speciellen  Werth  p  hat ;  er  muss  also  am  so  mehr  gel- 
ten, so  lange  dy  noch  jede  beliebige  Function  von  x  vorstellt,  und  x  noch  jeden  belie- 
bigen Werth  annehmen  kann. 

Diese  Wahrheit  kann  aoch,  wenn  man   will,   als  die  Grundlage  zum  Beweise  der 
jetzt  nachfolgenden  Sätze  benützt  werden. 


1.  Wenn  für  dy  jede  beliebige  nor  keine  identische  Function  von  x  gesetzt  werden 
darf;  und  wenn  die  Coelficienten  %  und  Ao  nur  aus  x  und  constanten  Elementen  gebil- 
dete dagegen  von  dy  ganz  unabhängige  Ausdrücke  sind;  so  kann  die  Gleichung 

«  -H  Ao  •  ^  —  0 

nur  wahr  sein,  wenn  bei  jedem  Werthe  des  x  einzeln  stattfindet  9C  =  0  und  A«  =  0. 
Beweis.    Wäre  weder  %  »  0  noch  Ao  =  0;  so  würde  aus  obiger  Gleichung 

dy  =  —  -^  folgen,  d.  h.  dy  wäre  eine  ganz  bestimmte  Function  von  x,  was  der  Yor- 

Aq 

aussetzung  widerspricht.  Wäre  nur  %  =  0;  so  würde  sich  obige  Gleichung  zurückzie- 
hen auf  Ao  •  dy  «0,  woraas,  eben  wegen  der  WiHkOrlichkeit  des  dy,  auch  A«  =  0 
folgen  muss.    Wäre  aber  nur  Ao  =  0,  so  würde  sieh  die  vorgelegte  Gleichung  schon 
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voD  selbst  auf  %  »  0  zorQekzieheo.  Aas  allem  diesem  felgt,  dass  die  hiesige  Voraus- 
selzang  Dar  erfQllt  wird,  wenn  identisch  %  =  0  and  Ao  »»  0  stattfindet. 

II.  Wenn  fftr  &y  jede  beliebige  nur  lieine  identische  Function  von  x  gesetzt  werden 
darf;  ond  wenn  die  Coefflcienten  V,  Ao,  Ai  nur  aas  x  and  constanten  Elementen  gebil- 
dete dagegen  von  dy  and  --p-  ganz  anabhangige  AasdrQcl^e  sind ;  so  kann  die  Gleichung 

«4-Ao-ay-i-Ai.^«0 

nor  wahr  sein,  wenn  bei  jedem  Werthe  des  x  einzeln  stattfindet  V  »  0,  Ao  =  0  und 
Ai  =  0. 

Beweis.  Wäre  weder  %  «a  0,  noch  Ao  =  0,  noch  Ai  =  0;  so  könnte  man  die 
vorgelegte  Gleichung  als  totale  DlfTerentialgleichung  der  ersten  Ordnung  integriren ,  und 
es  würde  sich  für  ^y  eine  ganz  bestimmte  Function  von  x  mit  einem  willkürlichen  Con» 
Staaten  ergeben,  was  der  Voranssetzaog  widerspricht.   Wäre  nur9C  =  0,  so  wfirde  sich 

die  vorgelegte  Gleichung  auf  Ao  •  ^y  +  Ai  •  -^  =  0  reduciren ;  man  könnte  also  wie- 

,^  dl 

der  integriren ,  and  würde  für  jü^  wieder  eine  ganz  bestimmte  Function  von  x  mit  einem 
willkürlichen  Constanten  erhalten,  was  der  Voraussetzung  widerspricht.    Wäre  aber  nur 

Ao  =  0,    so  würde  sich  die  vorgelegte  Gleichung  auf  9(  +  Ai  •  -p    =   0   reduciren ; 

und  man  könnte  abermals  integriren,  und  würde  für  ^y  abermals  eine  ganz  bestimmte 
Fonction  von  x  mit  einem  willkürlichen  Constanten  erhallen»  was  der  Voraussetzung 
widerspricht.  Wäre  nur  Ai  =  0,  so  würde  sich  die  vorgelegte  Gleichung  auf 
%  +  Ao  •  dy  =  0  reduciren ,  welches  wieder  der  vorhergehende  (in  Nro.  I  aufgestellte) 
Fall  ist.  Wären  aber  von  den  Coefficienten  V,  Ao,  Ai,  zwei  identisch  Null,  so  müssle 
nolhwendig  auch  der  dritte  identisch  Null  sein.  Aus  allem  diesem  geht  hervor,  dass 
jeder  der  drei  Coefficienten  9(,  Ao,  Ai  auch  schon  dann  identisch  Null  sein  muss,  wenn 
dy  eine  bestimmte  aber  mit  mehr  als  einem  willkürlichen  Constanten  versehene  Function 
von  X  ist. 

III.  Allgemein.  Wenn  man  für  dy  jede  beliebige  nur  keine  identische  Function 
von  X  setzen  darf,  and  wenn  die  Coefficienten  9(,  Ao?  Ai,  A? Am  nur  aus  x  nnd 

d^    d^dy  d"*dy 

aas  constanten  Elementen  gebildete,  dagegen  von  dy ,  -j^  ,  --t-| .  „i  S'QZ  un- 
abhängige Ausdrücke  sind;  so  kann  die  Gleichung 

«  -H  Ao  •  ay  -h  Ai .  -^  -h -H  Am  •  -jjä-  ^  ö 

nor  wahr  sein,  wenn  bei  jedem  Werthe  des  x  einzeln  stattfindet  9C  =  0,  Ao  »  0, 
Ai  =  0,  A«  «  0 Am  =  0. 

Beweis.  Wäre  keiner  der  Coefficienten  dieser  Gleichung  Null,  so  könnte  man  sie 
als  totale  DilTerentialgleichung  der  m-ten  Ordnung  integriren,  und  es  würde  sich  für  9y 
eine  ganz  bestimmte  Function  von  x  mit  m  willkürlichen  Constanten  ergeben.  Und  so 
fort,  wenn  schon  ursprünglich  einer  oder  mehrere  der  Coefficienten  der  vorgelegten 
Gleichung  Null  wären.    Zuletzt  kommt  man  zu  der  Erkennlniss,  dass  jeder  einzelne 

Goefficient  9C,  Ao»  Ai,  A2 Am  schon  in  dem  Falle  identisch  Null  sein  muss,  wenn 

dy  eine  bestimmte  Function  von  x  mit  mehr  als  m  willkürlichen  Constanten  ist. 

(Zerlegungen  dieser  Art  findet  man  ausgefijhrt  in  §.  230  und  $.  235;  sodann  in  den 
Aufgaben  158,  159,  162,  163,  etc.) 

$.  9^  I.  Wenn  dy  jede  beliebige  nichtidentische  Function  von  x  vorstellt,  und 
wenn  man  sich  unter  a,  b,  c  bestimmte  Werthe  des  x  zu  denken  hat ;  so  sind  die  Werthe 
von  dy^,   dy^,  dy^  ganz  voneinander  unabhängig  und  willkürlich. 

Beweis.    Man  denke  sich  unter  ^  eine  bestimmte  Function  f(x,  g,  h,  k)  mit  drei 
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noch  willkürlichen  Gonstanteo  g,  h,  k;  so  kann  man  verlangon«  4a8a  bei  den  beatloua- 
len  Werlhen  x=:a,x:=b,  x  =  c  diese  Fonction  die  g^nz  nach  Willkür  za  wAh- 
leoden  Werthe  G,  H,  K  annehme ,  so  dass  dann  die  drei  Gieiehongen  f(a,  g,  h«  k)  =  G, 
f(b,  gy  h,  k)  t»  H  and  f(c,  g,  b,  k)  =  K  stattfinden.  Aber  eben  weit  die  drei  Werihe 
G,  H,  K  ganz  nach  Willkür  genommen  werden  können,  so  können  auch  den  aas 
dy  =  f(x,  g,  h,  k)  hervorgehenden  drei  Ausdrücken  ^y^,  ^y,,,  ^y^  ganz  beliebige 
Werthe  beigelegt  werden;  und  da  der  vorgelegte  Salz  schon  gilt,  wenn  ^y  eine  ganz  be- 
stimmte Function  ist,  so  mnss  er  am  so  mehr  gelten,  so  lange  ^y  noch  jede  beliebige 
Function  vorstellt.      , 

II.  Wenn  ^y  jede  beliebige  nichtidenüsche  Funclion  von  x  vorstellt  und  wenn  man 
sich  unter  a,  b,  c  bestimmte  Werthe  des  x  zu  denken  hat;  so  sind  auch  die  Werthe 

folgender  sechs  Ausdrücke  ^y^,  ^y^,  dy^  ,   i-p-i  »  \~a^]  »  (  h    i    ^*°*  voneinander 

nnabhängig  nnd  willkürliclL 

Bew  eis.  Diesen  kann  man  ebenso,  wie  im  vorigen  Falle,  dadurch  führen,  dass  man 
(ür  ^y  irgend  eine  bestimmte  Function  mit  noch  wenigstens  sechs  willkürlichen  Gonstan- 
ten  setzt;  denn  da  der  vorgelegte  Satz  schon  gilt,  wenn  ^y  eine  ganz  bestimmte  Func- 
tion ist,  so  muss  er  um  so  mehr  gelten,  so  lange  dy  noch  jede  beliebige  Function  vorstellL 

Und  so  fort. 

Diese  Wahrheilen  können  auch,  wenn  man  will,  als  die  Grundlage  zum  Beweise 
des  jetzt  nachfolgenden  Satzes  benützt  werden. 


« 


(S 


Wenn  ntan  für  dy  jede  beliebige  nur  keine  identische  Function  von  z  setzen  darf; 
und  wenn  alle  die  Coefllcienten  %,  S,  S,  Aof  B^,  C^,  etc.  von  den  Ausdrücken  dy^, 

^y^,  ^Xc*  I  H~^)  «  (t^)  '  (  H    )    ^  ^^*  unabhängig  sind;  und  wenn  man  sich  anter 

a,  b,  c  bestimmte  Werthe  zu  denken  hat;  so  kann  die  Gleichung 

Ao  .  ,Jy^  +  Ai .  (^)    + +  A..(^) 

^       'b  b 

c..,,,.c,.(g)  +...■....-.  c,.(^) 

*=  0 
nur  wahr  sein,  wenn  einzeln  stattfindet 
«  +  »  H-  €  =  0 

Aq  =  0,  Ai  =  0,  A2  =  0, Am  =  0, 

Bo  =-  0,  ßi  =  0,  B«  =  0 Bn  «-  0, 

Cq  =  0,  Gl  =s  0,  C2  =  0,  .  .  ...  Cp  =■  0. 

Beweis.    Da  die  (m  +  n  4-  p  +  4)  Ausdrücke  (X4-93  +  6),  Ao,  Ai 

Am.  Bq,  Bi,  .  .  . ,  Bd  ,  Go,  Gl, . . . ,  Gp  ganz  unabhängig  sind  von  den  (m  +n  +  p+  3) 

Awdrttcken  »y.,     (^)^ ^^ j^  ,  ^y,,    ^g!^^ .  ^^^^  ,  ^^, 

i'd    )  '    '  '  ' '  f  T~^)  ^  ^  erleiden  erstere  nicht  die  geringste  Aenderung,  man  mag 
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fikr  ^y  was  immer  llkr  eine  beliebige  Funclion  von  \  seilen.  Hai  man  also  bewiesen, 
dass  der  hier  gestelUe  Salz  bei  irgend  einem  ^y  gilt,  so  gilt  er  aacli  bei  jedem  andern 
Jy.  Man  nehme  also  fiir  ^y  irgend  eine  (z.  B,  eine  algebraische  rationale  ganze)  Fane- 
(ion  von  x  mit  noeh  wenigstens  (m  +  n  -f-  p  +  3)  voneinander  onabhingigen  «nd 
willkürlichen  Constanten,  so  lassen  sich  diese  GonsUinten  allemal  anders  und  anders 
nehmen  und  zugleich  auch  so ,  dass  die  (m  +  n  +  p  -h  3)  Ausdrücke  dy^ ,  dy^ ,  ^y^  , 

-T^l  i  elc  alle  in  Noil  werden,  wesshalb  schon 

«  4-  »•+•€  =  0 


( 


sein  moss.  Lasst  man  aber  diese  drei  Theilsätie  gleich  anfangs  aas  der  nrsprtinglkhen 
Gleichung  weg»  po  kann  man  wiederum  den  (m  +  n  +  p  H-  3)  willkürlichen  GonsUin- 
len  solche  Werthe  beilegen,  dass  von    den  (m  +  n  +  p  +  3)  Ausdrücken  dy^i  dy^^ 

9y^,  (  I    )  '  ®^^  ^''®  ^'^  auf  einen  zu  Null  werden,  dieser  eine  aber,  welcher  nicht  zu 

Nall  wird,  einen  bestimmten  Werth  bekommt.  Dann  könnte  aber  die  gegebene  Glei- 
chung nicht  bestehen,  wenn  nicht  der  Goellicient  dieses  letzteren  zu  Null  würde.    Und 

da  dieser  letztere  jeder  der  Ausdrücke  ^y^»  dy,^,  ^y^,  (  h^)  '  ®^^'  ^^^^  kann;  so 
müssen  alle  ihre  Goeflicienten  einzeln  Null  sein. 

S.  93.    Wenn  man  für  ^y  jede  beliebige  nur  keine  identische  Function  von  x  setzen 
darf;  und  wenn  alle  die  Goefficienten  V,  S»  Aq,  Bq,  Ai,  Bi,  etc.  von  den  Ausdrücken 

dy,  ^y^,    -p-,  f-j^j  »  etc.  unabhängig  sind;  so  kann  die  Gleichung 

«  -H  Ao  •  ^y  -i-  Ai  •  -^  -f- 4-  Am  •  -^1^ 


Bo.ay.4.B,.(^>)    -h ^B»-(S) 


\  ax  j 

a  ^        'a 

«»0 


nur  wahr  sein,  wenn  einzeln  stattfindet  V+S  =  0,  Ao*»0,  Ai  =  O....Aiii»»0, 

Bo  =•  0,  Bi  —  0 Bn  =  a 

Beweis.    Da  die  (m  +  n  H-  3)  Ansdrikcke  (9t  ■+■  93),  Aq,  Ai Am,  Bq, 

Bi Bn  ganz  unabhängig  sind  von  den  (m  -h  n  +  2)   Ausdrücken   dy ,   -p-, 

-^y ^jj^,  ^y» ,  (  jj^)  ,    (  d^)  ' »  (  dx^)  '  ^  «kleiden  erstere  nicht  die 

geringste  Aenderung,  man  mag  Ar  ^y  was  Immer  für  eine  beliebige  Function  von  x 
setzen.  Hat  man  daher  bewiesen ,  dass  der  vorliegende  Satz  bei  irgend  einem  ^y  giltig 
ist,  so  gilt  er  auch  bei  jedem  andern  ^y.  Man  setze  also  für  &y  irgend  eine  (z.  B.  eine 
algebraische  rationale  ganze)  Function  von  x  mit  noch  wenigstens  (m  +  n  +  2)  will- 
kGrlicben  Constanten,    so  dass  (n  -h  1)  derselben  verbraucht  werden  können,  um  die 

(n  4-  1)  Ausdrücke  dy^,  (-j^j  »••...  ("Hn  }  *'*®  *"  ^"'*  '"  machen.  Dann  redu- 
cirt  sich  die  gegebene  Gleichung  auf 

(«  +  »)-+-Ao.ay+Ai.^-h ^A^A^^O 

WO  das  ^y  eine  Function  von  x  ist,  welche  noch  (m  +  t)  willkürliche  Gonstanleu  ent- 
hält, so  dass  hier  (ebenso  wie  in  $.  91)  einzeln  stattfinden  muss  (V  +  S)  »  0, 
Aq  =  0,  Ai  =  0 . . .  . .  Ab  =  0,  und  dass  sich  die  gegebene  Gleiehong  im  Allgemeinen 
xarückzieht  auf 
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».'».-».■  (S).  *•••  (0).  - -•.•(^).-» 

welche  Gleichang  wiederum  für  jedes  dy  gelten  mass,  so  dam  «e  (nadi  yorigem  $.) 
nur  wahr  sein  kann,  wenn  anch  hier  einzeln  stattfindet  Bq  3=  0,  Bi  =  0  ...,£■«»  0. 

d^y    d^dy 
S.  9i.    Wenn  nebst  ^y ,  -r-^  ,  -3-— .  etc.  noch  andere  Motationscoefficienten   and 
^  ^      Qx,      dx2 

ihre  Differenlialqaolienten  dz,  -=— ,  "TT»  ^^^">  ^^»  "h"  »  "TT»  ©•c.  yorkommen,  wo  ^y, 

dz,  Sir  ganz  unabhängig  untereinander  sind;  so  mössen  die  bisherigen  Sätze  auch  fOr 
diesen  Fall  gelten  (Eine  Anwendung  liefert  die  Zerlegung  der  Gleichang  V  in  $.  239). 
Wenn  zwischen  den  Ausdrücken 


^. 


d^     d^dy  d"^y 


dx  '   dx2  ' dx"« 

wo  X  noch  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  kann ;  oder  wenn  zwischen  den  Ausdrficken 

etc.  etc. 

wo  das  X  bereits  specielle  Werthe  angenommen  hat,  noch  Bedingungsgleichungen  ge- 
geben sind ;  so  muss  man  ans  den  (in  den  $$.  91  —94)  hingestellten  Gleichungen  soyiele 
Stücke  eliminiren,  als  Bedingungsgleichungen  gegeben  sind.-  Bedarf  keines  Bewei- 
ses. Bei  diesem  Eliminationsprocesse  wird  die  (in  den  §.  68,  etc.  gebrauchte)  Mulli- 
plicatorenmethode  oft  grosse  Bequemlichkeiten  bieten. 

$.  95.    Wenn  dy  jede  beliebige  nur  keine  identische  Function  yon  x  und  w  vorstellt; 

d  ^y     d  ^y     ^Ipy    d  d  dy     ^w^Y 
so  sind  die  Ausdrücke  dy,  -4-^»    7  '  »  -t-t  >  /  ^    »    ,   ^  ,  etc.  nur  der  Form  nach 

•^       dx        dw        dx2     dx .  dw     dw* 

yon  einander  abhängig;  dem  Werthe  nach  sind  sie  von  einander  anabhängig 
und  willkürlich. 

Beweis.  Alle  diese  Ausdrücke  sind  der  Form  nach  yon  einander  abhängig, 
weil  mit  der  Form  der  (beliebigen)  Urfunction  dy  anch  jedesmal  die  Form  ihrer  partiel- 
len Differentialquotienlen  mitgegeben  ist  Alle  diese  Ausdrücke  sind  aber  dem  Werthe 
nach  yon  einander  unabhängig  und  willkürlich,  weil  dieser  nicht  bloss  durch  die 
Form  des  dy  sondern  auch  durch  die  Werthe  der  in  dy  enthaltenen  Gonslanten  bedingt  ist, 
welche  willkürlich  sind .  eben  weil  dy  selbst  willkürlich  ist.  Man  kann  aber  (nach  Analogie 
des  S*  91)  der  Anschauung  zu  Hilfe  kommen,  wenn  man  Tür  dy  eine  ganz  bestimmte 
mit  einer  hinlänglichen  Anzahl  willkürlicher  Gonstanten  yersehene  Function  yon  x  und  w 
nimmt ,  und  dem  x  und  w  bezüglich  die  speciellen  Werthe  p  und  m  beilegt.    Dann  kann 

man  yerlangen,  dass  jeder  der  Ausdrücke  dy^  ^^   \"h    /       ♦  \"T"^/       •  ("TT/ 

»        \  dx /y  ,5     \  dw  /j^p      \  ax  /,,p 

('  ^.    )       ,  (   7  ..  /       »  «Ic-  bezüglich  einen  nach  Willkur  zu  wählenden  bestimmten 
dx.dw/,^„     Vdw-^/,^«,' 

Werth  H^,  H\,  H^ ,  H!|,  B'^,  H,',  etc.  annehme.  Der  yorgelegte  Satz  gilt  nun  schon, 
wenn  dy  eine  bestimmte  Function  von  x  und  w  ist,  ^und  x  und  w  bezüglich  die  speciellen 
Werthe  f  und  xo  haben;  er  muss  also  um  so  mehr  gelten,  so  lange  dy  noch  jede  beliebige 
Function  von  x  und  w  vorstellt,  und  x  und  w  noch  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  kdnnen. 
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Diese  Wahrheit  kano,  wenn  man  will,  als  die  Grandlage  zum  Beweise  der  jetzl 
oaehfolgenden  Sälse  benOtzt  werden. 


I.  Wenn  für  dy  jede  beliebige  nur  keine  identische  Function  vou  x  and  w  gesetzt 
werden  darf;  and  wenn  die  Goefficienten  tC  and  A^  nur  aus  x,  w  und  constanten  Ele- 
menten gebildete,  dagegen  von  dy  ganz  unabhängige  AasdrOcke  sind;  so  kann  die 
Gleichung 

«  +  Ao  •  ay  -  0 
nur  wahr  sein,  wenn  bei  jedem  Werthe  des  x  und  w  einzeln  stattfindet  9  =  0  und 

Beweis.    Ganz  nach  Analogie  von  Nro.  I  des  §.  91. 

II.  Wenn  för  dy  jede  beliebige  nur  keine  identische  Function  von  x  und  w  gesetzt 
werden  darf;  und  wenn  die  Goefficienten  9C,  Aq,  A'|  ,  A'/,  nur  aus  x  und  w  und  con- 
stanten Elementen  gebildete  dagegen  von  dy,  -4-^>  -j-^  unabhängige  Ausdrücke  sind ; 
so  kann  die  Gleichung 

nur  wahr  sein,  wenn  bei  jedem  Werthe  des  x  und  des  w  einzeln  stattfindet  X  =  0, 
Ao  =  0,  A'i  =  0,  und  A|  =  0. 

Beweis.  Wäre  keiner  der  vier  Goefficienten  V,  Aq,  A|,  A|'  Null;  so  könnte 
man  die  vorgelegte  Gleichung  als  Partialdififerentialgleichung  der  ersten  Ordnung  integri- 
reo.  Man  würde  dann,  eben  weil  in  keinem  einzigen  der  vier  Goefficienten  das  dy  ent- 
halten ist,  für  dy  einen  aus  den  Elementen  x,  w,  t^co»  auf  ganz  bestimmte  Weise  ge- 
bildeten Aasdruck  bekommen,  wo  \(f(<o)  eine  zwar  willkürliche  Function  von  a>  vorstellt, 
«>  selbst  aber  ein  ganz  bestimmter  ans  x  and  w  gebildeter  Ausdruck  ist  (Man  sehe  eine 
derartige  Integration  in  den  Gleichungen  (§>  und  O  ^^r  sogleich  nachfolgenden  Anmer- 
kung). Somit  könnte  jetzt  dy  nicht  jede  beliebige  Function,  sondern  nur  eine  gewisse 
Klasse  Functionen  von  x  and  w  sein,  was  der  Voraussetzang  widerspricht.    Wäre  nor 

A','  e  0,  so  würde  die  hier  vorgelegte  Gleichung  sich  auf  Ä  4-  Aq  •  dy  4-  X\  •  -~=-  —  0 

reduciren;  ond  durch  Integration  würde  man  für  dy  einen  aus  den  Elementen  x,  w,  i/hw) 
auf  ganz  bestimmte  Weise  gebildeten  Ausdruck  bekommen,  wo  V(w)  eine  willkürliche 
Fonction  von  w  vorstellt  Somit  könnte  auch  jetzl  dy  nicht  jede  beliebige  Function  son- 
dern nur  eine  gewisse  Klasse  Functionen  von  x  und  w  vorstellen»  was  abermals  der 
Voraussetzang  widerspricht.  Und  so  fort,  nach  Analogie  von  Nro.  II  des  $.  91.  Man 
kommt  zoletzt  zu  der  Erkenntnisse  dass  schon  dann  jeder  einzelne  der  vier  Goefficienten 
%,  Aq,  A|,  A|  Null  sein  mass,  wenn  für  dy  eine  solche  bestimmte  Function  von  x 
und  w  gesetzt  werden  darf,  welche  kein  besonderes  Integral  der  vorgelegten  Partialdif- 
ferentialgleichung  ist,  und  mehr  als  zwei  Qa  der  vorgelegten  Glelchang  nicht  vorkom- 
mende) willkürliche  Constanten  enthält. 

Folgeode  ErinDerung  aus  dem  Integralcalcul  ist  vieleioht  nicht  überflüssig: 

1)  Ein  singuläres  Integral  einer  Partialdifferenlialgleichung  der  ersten  Ordnung 
kann  höchstens  zwei  willkürliche  Coastanten  enthalten,  welche  nicht  in  der  vorgelegten 
Dtffereotialgleichong  vorkommen. 

2)  Bin  besonderes  Integral  einer  PartialdifTerentialgleichung  der  ersten  Ordnung 
kann  mehr  als  zwei  willkürliche  Constanten  enthalten,  welche  nicht  in  der  vorgelegten 
Differentialgleichung  vorkommen.    Ist  z.  B.  gegeben 
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wo  k,  Ol  «id  n  willkiirliciM  CouUot«n  sind;  «o  folgt  daraa*  da*  allgemeine  Inlegral 

WO  i^( ]  eine  ganz  willkürliche  Function  des  Quotienten  — - —    Torstelit;    und    wenn 

w  — m 
man  bestimmte  Functionen  von  nimmt ,   so  bekommt  man  besondere  Integrale. 

Setit  man  z.  B. 

^\x  -  n/  Vw-m/  Vw-m/  \w-m/  \w-m/ 

so  geht  Gleicbang  3  über  in 

9       ay  =  k4-(i-n)./'B  •  (IZIB]   -h  C    (luA^ 

V        \w-m/  \w— m/ 

\w-m/  \w— m/  / 

in  welchem  besondern  Integrale  vier  willkürliche  Constanten  B,  C,  E,  G  vorkommen, 
die  in  Gleichung  (Si  nicht  epthalten  sind.    Setzt  man  nun  zur  Abkürzung: 

\w — m/  \w-m/  \w  — m/  \w-m/ 


und 

R  —  B  4-  9  C 


\w— m/  \w  — mf  \w— m/ 


so  bekommt  man  aus  der  Gleichung  $ 

dy  —  k  +  (X— n)-Q 

dx  w— m 

d 


!=5.-(iiify.B 

dw  \w — m/ 


Substitnirt  man  diese  drei  Ausdrücke  In  Gleichung  (9,  so  wird  Ihr  genügt,  unabhängig 
von  den  Werthen  der  vier  willkürlichen  Constanten  B.  G,  B,  G. 

III.    Wenn  für  dy  jede  b^ebige  nur  keine  identische  Function  von  x  und  w  gesetzt 

werden  darf;  und  wenn  die  Coeflicienten  9(,  Aq»  A^,  A|,  Aj»  A^'»  A^''  nur  aus  x  und 

w  und  constanfen  Elementen  gebildete,  dagegen  von  dy,  -?-^,  -r-^,     f  «■ ,     «°^  y, 

^  *      ®  ®  -^      dx  '    dw    '    dx2    '   dx .  dw 

.  ^   unabhängige  Ausdrücke  sind ;  so  kann  die  Gleichung 

«^Ao.ay^A,.^+A,.^y^A,.^-4-A,.g^+A,.^   =0 
nur  wahr  sein ,  wenn  bei  jedem  Werthe  des  x  und  des  w  einzeln  stattfindet  9C  =  0 

Ao  —  0,  a;  =  0,  aJ  —  0,  Ai  =  0,  Aj  =  0,  a;  =  a 

Beweis.    Wird  geftthrt,   wie  beim  vorigen  Falle.    Zuletzt  kommt  man  zu  der  Er- 
kennUiiss,  dass  schon  dann  jeder  einzelne  der  sieben  Coeflicienten  tC,  Aq«  A^»  A| , 

A^,  Aji  Aj'  Null  sein  muss,  wenn  für  dy  eine  solche  bestimmte  Function  von  x  und 
w  gesetzt  werden  darf,  welche  kein  besonderes  Integral  der  vorgelegten  Partialdifferen- 
tialgleichuDg  ist,  und  mehr  als  fünf  (in  der  gegebenen  Gleichung  nicht  vorkommende) 
willkürliche  Gonstanlen  enthält. 

Und  so  fort  bei  noch  ausgedehnteren  Füllen.    (Zerlegungen  dieser  Art  sind  aus- 
geführt in  den  Aufgaben  251  bis  257.) 
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$.  96.    Wenn  man  flir  ^  jede  beliebige  unr  keine  identische  Kanction  von  x  ond  w 
setzen  darf,  und  in  der  Gleichung 


»1 


«  -A, .  >,^  -.  Ai .  (^)  *  a;  .  (4^) 


ß 

=  0 
die  Coefflcienten  alle  von    den  Ausdrücken  ^y^  ^,  ^^a  ß*   i"J^J       '  ("T^j      » 

a^  D  &!  D 

(-j-^ J       ,  etc.  anabhängig  sind;  so  kann  diese  Gleichung,  in  welcher  a  und  a  be- 

summte  constante  Werthe  des  x,  und  b  und  ß  bestimmte  constante  Werthe  des  w  vor^ 
stellen,  nur  wahr  sein,  wenn  einzeln  statlfmdet,  (X  +  JB)  ==  0,  Aq  =  0,  B^  =r  0, 
A\  =  0,  Aj  =  0,  Bi  =  0,  Bj  =  0,  etc. 

Der  Beweis  ist  nach  dem  Vorgange  des  $.  92  und  des  g.  95  von  selbst  klar. 

S.  97.    Wenn  man  für  ^y  jede  beliebige  nur  keine  identische  Function  von  x  und  w 
setzen  darf,  und  in  der  Gleichung 


ar  ^  A     Av  -u  A'     ^»'y  -u  A"    ^^^y  -u 

ti  -f  Ao  •  Jy   -f-  A,  .  -  --  -h  A|  .  -r--   -h 


dx  *      dw 


.b 

0 


die    Coeflieienten    alle    von   den    Ausdrücken    ^y,    *^ym,  b '  "h"  '  1  "h""^  J       '  ~T~^» 

•»  b 

(   "!  "  J       ,  etc.  unabhängig  sind ;  so  kann  diese  Gleichung  nur  wahr  sein ,  wenn  ein- 

•»  •» 
zeln  sUttfindet  %  +  93  =  0,  Ao  -»  0,  B^  »  0,  A\  =  0,  etc.  etc. 

Der  Beweis  ist  nach  dem  Vorgange  des  §.  93  und  des  $.  95  von  seihst  klar. 
$.  98.    Wenn  zwischen  den  Ausdrucken 

,^    djy    d^dy    4^    M^y    4^ 
y '  "dF '  Iw* '   dx2  '  dx.dw  '  dw«  '  ®^ 

wo  X  und  w  noch  ganz  beliebige  Werthe  annehmen  können,  oder  wenn  zwischen  den 
Ausdrücken 

*v    l'^M    (^-'y\    C^^''^)    ('^'^M    i^^'^'A 

*y«.-  l-sr/..,'  l-dF/^,'  w/..h'  \a^^/..b'  \"s^;.., 

'y«,<»'  \ir;^p'  l^/«,,,'  V^^a,/»'  V^Td^/«,!»'  \'^Up 

wo  X  and  w  bereits  specielle  Werthe  angenommen  haben,  noch  Bedingungsgleichungen 
gegeben  sind;  so  muss  man  aus  den  vorhandenen  Gleichungen  noch  soviele  Stücke  eli- 
mioiren ,  als  Bedingungsgleichungen  gegeben  sind.  Bedarf  keines  Beweises.  Bei  diesem 
EliminaUonsprocesse  wird  die  (in  den  §$.  68,  etc.  gebrauchte)  Multiplicatorenmethode 
oll  grosse  Bequemlichkeiten  bieten. 
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* 

$.  99.    Wenn  man  fiir  ^y  jede  beliebige  nar'lieine  identische  Fonclion  voa  x  setzen 
darf,  und  a  >  a  ist;  so  kann  die  Gleichang 


r 


q}(x)  •  <Jy  •  dl  =  0 
a 

nur  wahr  sein«  wenn  identisch  <p(r)  >»  0  ist. 

Beweis.    Wäre  nicht  identisch  (pix)  «-  0,  so  dttrfte  ^y  unter  seinen  verschiedenen 

Formen  auch  einmal  die  Form -^ —  annehmen ,  wo  F(x)  jede  beliebige  Function 

von  X  vorstellt;  und  dabei  wäre   1     gxx)  •  dy  •  di  »  |         .  '^  •  dz  ■>  F(a)  —   F(a), 

d.  h.  man  käme  jetzt  auf  den  Widerspruch,  dass  der  Ausdruck  F(a)  •—  F(a)  jeden  belie- 
bigen Werth  haben  könne,  und  doch  wiederum  jedesmal  Null  sein  müsse.  Insofeme 
nun  die  Annahme  „dass  q>ix)  nicht  identisch  Null  sein  mOsto"  Fälle  zulässt,  welche  der 
Voraussetzung  widersprechen,  bleibt  nur  übrig,  dass  t/xx)  identisch  Null  sein  muss» 

damit  unter  allen  Umstanden  die  Gleichung  |      qxxi  •  ^y  •  dx  -*  0  erfüllt  wird. 

S.  100.    Wenn  a  >  a  und  /?  >  b  ist,  und  dy  jede  beliebige  nnr  keine  identische 
Function  von  i  und  w  sein  darf;  so  ist  die  Gleichung 

I      I    q>(x ,  w)  •  ^y  •  dw  •  dx  «  0 
Ja  Jb 

nur  wahr,  wenn  identisch  <]p(x,  w)  =  0  ist,  d.  h.  von  jedem  Werthe  des  x  und  von 
jedem  Werthe  des  w  erfüllt  wird. 

Beweis.    Wird  geführt,  wie  im  vorigen  $.,  d.  h.  dadurch,  dass,  wenn  <p(Xy  w) 
nicht  identisch  Null  wäre,  es  Fälle  gibt,  welche  der  Voraussetzung  widersprechen. 

$.  101.  «Wenn  wieder  dy  jede  beliebige  nur  keine  identische  Function  von  x  sein 
darf,  und  wenn  in  der  Gleichung 

H-  I      <^x)  •  ay  •  dx  =0 

die  Coefficienten  alle  von  den  Ausdrücken  ^y^,  ^y  ,  (-p)  ,  (-t^)  »  ^^'  unabhän- 
gig sind ,  und  wenn  ferner  zwischen  letzteren  Ausdrücken  gleichfalls  keine  Abhängigkeit 
stattfindet;  so  ist  diese  Gleichung  nur  wahr,  wenn  zuerst  identisch  qioo  «■  0  ist,  und 

ausserdem  noch  alle  Coefficienten  Q   ,   Q« ,   R_ ,  R„ V   ,   V.  einzeln  zu  Null 

a        a        Ä        a  « '      a 

werden. 

Beweis.    Wäre  a>(x)  nicht  Identisch  Null,  so  könnte  man  ^y  =  •  — = —    set- 

<jp(x)        dx 

zen,  wo  —r —  eine  ganz  beliebige  Function  mit  einer  beliebigen  Menge  willküiücher 

Constanten  sein  mag.    Von  diesen  Conslanten  kann  man  nun  (2m  +2)  so  verbrauchen, 
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dass  die  (-ini  -♦-  2)  Aasdräcke  dy^,  dy^,  ("d^)   »  Id^)  '  ***•  *"*  ^"  ^"^*  werden 
und  die  gegebene  Gleichaog  sich  aaf 


f. 


g)(X)  •  ^y  •  dx  =  0 
a 


d.  h.  auf 


£ 


i       dF(x)     .-,,-,  ,. 

g  9Kx)       dx 


zorückzijeht  Die  Annahme,  dasa  gxx)  nicht  identisch  Nall  sei,  ftthrt  alao  jetzt  aof  den 
Widerspruch,  dass  der  Aasdruck  F(a)  —  F(a)  jeden  beliebigen  Werth  haben  könne, 
Mnd  doch  wiederum  jedesmal  Null  sein  müsse;  also  ist  auch  jetzt  nothwendig  9)(x)  iden- 
tisch Null  (wie  in  $•  ^)*    Di®  gegebene  Gleichung  reducirt  sich  also  jedenfalls  auf 

».•''.+«.(S).- -'.(ff). 

-«.%-■«.•(§).- -v.-(ff). 

»  0 

und  von  dieser  Gleichung  kann  man  (wie  in  $.  92)  beweisen,  dass  einzeln  staltfinden 
muss  Q^  =  0,  0.  =  0,  R^  -»  0,  R    =  0 V^  =  0,  V.  =  0. 

(.  102.    Wenn  dy  wiederum  keine  identische  Function  von  x  sein  darf,  aber  zwi- 
schen den  Ausdrucken  ^y^,  ^y^,  \'ä^\  «  (h    )   '  ^^^  ®^^'  Bedingungsgleichnngen 

I)    r  =  0,    II)  r  =  0,    III)  P''  —  0,  etc. 
gegeben  sind,  und  zugleich  noch  die  Gleichung 

"0  0.  • .,.  ^  .. .  (^)„ -'.(ff). 

-«.•'^-«.•(t).- -'.(ff). 


j: 


tpix)  .  ^y  .  dx  =  0 
a 

slattfinden  soll;  so  kann  jetzt  9y  nicht  mehr  unbedingt  jede  beliebige  Fmetion  von 
X  sein,  sondern  man  kann  sich  jetzt  unter  öy  nur  noch  alle  diejenigen  unendlichvielen 
Functionen  von  x  denken,  durch  welche  den  Bedingungsgleichungen  I,  11,  III,  etc.  ge- 

nQgt  wird.    Man  wird  also  von  den  AusdrOcken  ^y^ ,  ^y^ '  (  d   )   '  (  d    )  '   ^'^'  ^^^^ 

diejenigen,  die  dem  Werthe  nach  abhängig  sind,  aus  IV  ellminiren.  Es  sind  aber 
soviele  dem  Werthe  nach  abhängig,  als  Bedingongsgleichungen  stattfinden.  Hat  man 
besagte  Elimination  ausgelQhrt,  dann  gelangt  man  wiederum  zuerst  auf  die  identische 
Gleichung  9>(x)  «  0,  und   weiter  noch  auf  soviele  einzelne  Gleichungen,   als  von  den 

Aosdrdcken  dy^  ,  dy    ,  i-p)  *  etc.  in  Gleichung  IV  zurfickgebUeben  sind. 
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Der  Beweis  wird  auch  hier  geführt ,  iodem  mao  dy  = :; —   setzt ,   und  sich 

(piT)      dx 

unter  -^ —  eine  ganz  beliebige  Function  mit  der  nöthigen  Anzahl  willkürlicher  Gonstaii- 

ten  denkt,  etc.  etc. 

Es  ist  leicht,  noch  weitere  Fälle  hinzastellen  und  zu  beweisen,  namentlich  auch 
die  Fälle,  wo  ^y  eine  Function  zweier  oder  mehrerer  nichtmutabler  Veränderlicher 
X w  ist. 

$.  103.    Es  sei  die  Gleichung 

gegeben,  welche  bei  y  »  ^x)  erfüllt  wird.    Soll  sie  auch  bei 

x^  x^ 

y  +  '^y  =  ^(^)  +  « •  ^y  -♦-  ~  •  ^y  h-  -^^  •  ^y  -»- 


erfdllt  werden,  so  ist  es  jedesmal  möglich,  wenn  die  einzelnen  Ausdrücke  ^y,  S^y,  ^y, 
etc.  solche  Functionen  von  x  sind,  deren  jede  einen  willkürlichen  Gonstanten  enthält- 
Beweis.    Man  setze  y    =:  p  und  y^  «»  q«  so  folgt  aus  I  nach  und  nach 

+  -i^  •  dy^  «  0 
dq«       '« 

etc.  etc. 

Setzt  man  ganz  beliebig  ^y  =  r(x,  m),  so  geht  II  über  in 

IV)    ^.r(a.ii.)+^.r(a.m)-0 

welche  Gleichung  nur  dazu  benützt  zu  werden  braucht,  um  m  zu  bestimmen.    Setzt 
man  ^y  »  f'  (x,  n),  so  geht  III  über  in 

^)  ^  • '"(»'  °) + ^  •  '"<«' ") + ^  •  (^«' •  "")* 

Da  m  schon  in  Gleichung  IV  bestimmt  worden  ist,  so  dient  Gleichung  V,  um  n  zu  be- 
stimmen.   Und  so  fort  • 

S.  104.    Es  sei  die  Gleichung 

gegeben,  welche  bei  y  «  i/;(x)  erfiillt  wird.    Soll  sie  auch  bei 

y  -h  ^y  =  tfKX)  H-  X  .  ^y  H r  •  ^y  H •  <5^y  -h 

1 .2  l.S»3 
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erfUil  werdeo;  so  ist  es  jedesmal  möglich,  wenn  die  einzelnen  Ausdrücke  ^y,  ^y,  d^y, 
etc.  solche  Functionen  von  z  sind,  deren  jede  einen  für  sich  wiUköriichen  Constanten 
enthält. 

Beweis.    Wird  geführt,  wie  im  vorigen  §. 

Es  ist  leicht,  noch  weitere  Ffille  hinzustellen  und  zu  beweisen,  namentlich  auch 
die  FSile,  wo  y  eine  Function  zweier  oder  mehrerer  nichlmutabler  Veränderlicher 
X w  Ist. 

§.  105.    Es  sei  die  Gleichung 

I)    F(x.,.g)  =  0 

gegeben.    Ihr  allgemeines  Integral  sei 

II)    y  =  qp(x,  m) 

wo  m  der  durch  die  Integration  eingegangene  willkürliche  Gonstante  ist.  Soll  nun  Glei- 
chung I  auch  durch 

y  -h  i^y  «■  <p(x,  m)  -f-  X  .  ^y  -H  — -  .  d^y  -t-——  •  ^  H- 


erfüllt  werden;  so  sind  die  Formen  der  Functionen  ^y,  ^y,  ^^y,  etc.  nicht  mehr  will- 
kOrlich,  sondern  bestimmt 

Erster  Beweis.  Die  verschiedenen  Functionen,  wodurch  Gleichung  I  identisch 
gemacht  werden  kann,  unterscheiden  sich  nut  durch  die  Aenderungen  des  m.  Han  setze 
also  (m  +  Dm)  oder  vielmehr 

3  3 

ra  4-  x  •  t?m  H •  &^m  H •  t^^m  •+- 

1.2  1.2.3 


an  die  Stelle  des  m  in  Gleichung  II  ein;  und  es  gibt  sich 

d_<p(x,  m) 
III)    y  -h  ^y  =  cp(x,  m)  H-  X  .  .  ^m 


-^2     /d,yU,m)^^^   ^  ^S,»('.  "»),,,, „2 \ 
1.2    \        dm  dm«  / 


4- 

Man  zerlege  Jy  in  seine  Bestandtheile 

60  bekommt  man 

<lm9>(x*  in) 

•^)  *y  - -TT- • '^"' 

V)  a»y  =         ^^        .  J'm  +  — j-j— .^m» 

etc.  etc. 

Daraus  folgt  durch  DifTerentiation 

VI)    -T-=-  «=s  — - — T •  ^m 

^     dz  dz  •  dm 
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-^      dx  dx  •  dm  dz  •  dm^ 

etc.  etc. 

Hiermil  ist  bewiesen,  dass  die  Formeo  von  ^y,  -p,  ^y,  -j^,  etc.,  wenn^ie  der 

Gleichung  I  genögen  sollen,  gani  bestimmte  Formen  sind.  ^ 

dy 
Zweiter  Beweis.    Man  setze  p  statt  -p  ,  so  folgt  aus  I  nach  und  nach 

etc.  etc. 

Man  führe  nun  ^(x,  m)  in  Gleichung  VIII  ein,  so  kann  man  sie  darstellen  durch 

X)    P  .  ^y  -h  Q  .  ~y  =  0 

dy 
wo  P  und  Q  kein  y  und  kein  -^  mehr  enthalten.    Nun  lässt  sich  Gleichung  X  umfor- 


men m 


^  «"  —  TT-  •  dx;  und  daraus  gibt  sich  durch  Integration  lg  nat  -^  •»  li  —  -jA .  dx, 

wo  g  der  durch  die  Integration  eingegangene  willkürliche  Constante  ist.  Dieser  Inte- 
gralgleichung kann  man  auch  noch  folgende  Form  geben 

XI)    ^y  —  X  •  g 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  IV  yergleicht,  so  sieht  man,  dass  x  cl>6  Stelle  ded 

d  <3p(x,  m) 

-2 »  und  dass  g  die  Steile  des  «?m  yertritt 

dm 

Man  kann  die  Gleichung  X  auch  durch  einen  Factor  integriren;  dieser  Factor  sei  £. 

und  Gleichung  X  geht  Ober  in 

XII)  2  •  P  •  ^y  H-  8  •  0  •  ^^  =  0 

Daraus  folgt  ;r  •  ^y  «  g,  odor  ^y  =  -  •  g;  und  wenn  man  x  statt  -  setzt,  so  be- 
kommt  man 

XUI)    «y  =  x-i 

welche  Form  schon  in  Gleichung  XI  aufgestellt  isL  Man  setze  nun  <p(x ,  m)  an  die 
Stelle  des  y,  und  x  *  g  an  die  Stelle  des  dy  in  Gleichung  IX  ein;  so  nimmt  sie  folgende 
Form  an 

P-^yH-Q.^^-HR.g»  =  0 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  dem  schon  einmal  angewandten  Factor  2,  so 
gibt  sich 
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Inlegrirt  man,  so  gibt  sich  eioe  Gleichang  von  folgender  Form 

«  .  3*y  H-  «  •  g*  — ■  h 

wo  h  der  durch  die  Integration  eingegangene  willkürliche  Gonstante  ist    Letzlere  Gtei- 

1               a>  1 

chung  kann  man  auch  amformen  in  d^y  =  -  •  b •  g^ ;  und  wenn  man  x  stall  - , 

and  x'  sttitt  (  —  -  J  setzt,  so  nimmt  letztere  Gleichung  folgende  Form  an 

XIV)    ^y  =  X  •  h  -h  X'  •  g« 
Wenn   man  diese  Gleichung  mit  V  vergleicht ,  so  sieht  man,  das  x  die   Stelle  des 

d  <p(x,  m)  d^g)(x,  m) 

j ,  dass  x'  die  Stelle  des         .-s ,  dass  g  die  Stelle  des  t?m,  and  dass  h 

dm  Qttr 

die  Stelle  ^m  vertritt. 

Hiermit  Ist  also  abermals  bewiesen,  dass  die  Formen  von  ^>  ^  y,  etc.,  wenn  sie 
der  Gldchang  I  genügen  sollen,  ganz  bestimmte  Formen  sind. 

$.  106.    Es  sei  die  Gleichung 

gegeben,    ihr  allgemeines  Integral  sei 

11)    y  —  (3p(x,  m,  n) 

wo  m  und  n  die  durch  die  Integration  eingegangenen  wlUkQrilchen  Gonstanten  sind. 
Soll  nun  Gleichung  I  auch  durch 


y  -+-  i^y  =  g)(x,  m,  n)  -f-  x  •  dy  H ^y    4- •  ^  -+■ 

1.2  1.2a3 


erfüllt  werden;  so  sind  die  Formen  der  Functionen  ^y,  ^,  ^,  elc  nicht  mehr  will- 
kQrlJch,  sondern  bestimmt 

Erster  Beweis.  Die  verschiedenen  Functionen,  wodurch  Gleichang  I  Identisch 
gemacht  werden  kann,  unterscheiden  sich  nur  durch  die  Aenderungen  des  m  und  des  n. 
Verfahrt  man  wie  Im  vorigen  $. ,  so  bekommt  man 

„,v      ^          d„<;p(x,  m,n)               d„<p(x,  m,  n) 
III)     dy  « t^m  H g •  ^ü 

d-,<]p(x,  m ,  n)  d-<p(x ,  m,  n)  d^<p(x,  in,  n) 

^       ^  dm  dn  dm* 

«    ^m^o^(»»™»")     «       «        d2g)(x,m,n) 

H-  2  .         °        . ^  •  i9ra  •  t?n  -H  -= — 3-0 •  ^n« 

dm  •  dn  dn^ 

etc.  etc. 

Hiermit  ist  die  oben  ausgesprochene  Behauptong  bewiesen. 

dy  d^y 

Zweiter  Beweis.  Man  setze  p  statt  -~,undqstatt  -j- ;  so  folgt  aas  Glei- 
chang I  nach  und  nach 


^      dy       ^         dp      dx  dq      dx« 


etc.  etc. 
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Mit  diesen  Gleichungeo  verfahre  man  ebenso,  wie  man  im  vorigen  $.  mit  den  Glei- 
chungen VIII  und  IX  verfahren  ist;  und  man  wird  für  dy,  ^y,  elc.  Formen  bekommen, 
welche  mit  den  in  Gleichung  III  und  IV  dieses  $  aufgestellten  Formen  öbereinstimmen. 

$.107.    Es  sei  die  Gleichung 

dy 


I)     r(a,x,y.  y..    J)  =  0 


gegeben.    Ihr  allgemeines  Integral  sei 

wo  m  der  wlllkQrlicbe  Gonslante  ist.    Soll  nun  Gleichung  I  anch  durch 

y  -I-  ^y  =  (p(x ,  m)  H-  X  •  ^y  H •  ^y  -h .  i)3y  .   ,   .   . 


* 


2  1 

y.  -+■  '^y.  =*  9>(a»  m)  -*-  '^  •  ^y.+  -J-,  •  **y.  H-  jxi * ^y* 

dy    .    d^y        d.opfx,  m)    .         ddy    .     rfi     difiy  x^      d^^- 

dx         dx  dx  dx  1.2      dx         1.2.3     dx 

erfQllt  werden;  so  sind  die  Formen  von  ^y,  ^y,  etc.  nicht  mehr  willkörlich,  sondern 
bestimmt.  * 

Beweis.    Aus  Gleichung  II  folgt 

d-g)(x,  m) 

in)    ^y  =  -^4^-'-^m 

*^>  ^y* ds—  •  ^"^ 

'^      dx  dx  •  dm 

etc.  etc. 

Hiermit  ist  die  oben  ausgesprochene  Behauptung  bewiesen. 

Es  ist  leicht,  auch  diese  (in  $.  105,  106,  107  abgehandelten)  Lehrsätze  zu  erweitern, 
und  namentlich  auf  solche  Fälle  auszudehnen,  wo  y  eine  Function  zweier  oder  meh- 
rerer nichtmutabler  Veränderlicher  x w  ist,  z.  B.  auf  den  Fall,  wo  die  Gleichung 

gegeben  ist. 

%.  108.    Es  sei  die  Gleichung 

0   F(a,  ya)==<> 

gegeben,  welche  bei  y  ^  ^x)  ereilt  wird,  so  dass 

11)    F(a,  i/;(a))  —  0 

ist.    Diese  Gleichung  II  ist  aber  keine  identische,  d.  h.  gilt  nicht  bei  jedem  Werthe  des 
a,  sondern  nur  bei  einer  bestimmten  Anzahl  von  Werlhen  des  a;  und  alle  diese  Werthe 
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des  a  ergeben  sich,  wenn  mao  die  Wurzeln  der  Gleichung  II  aufsucht.  Will  man  aber 
dem  a  einen  andern  Werth  (a  +  Da)  beilegen,  welcher  der  Gleichung  II  nicht  ent- 
spricht; so  darf  man  an  die  Stelle  des  y^  nicht  yit4.iHi9  d.  h.  nicht  i//(a  +  Da)  setzen, 
sondern  man  muss  eine  andere  Function  (y  +  z/y)^  ^0^,  d.  h^  man  muss 

t^a  H-  Da)  -h  X  •  dv(a  -h  Da)  -4-  —  •  ^V;(a  -+-  Da)  H •  ^(Si  4-  Da)  •  •  • 

an  die  Stelle  des  y^  in  Gleichung  I  einsetzen;  und  man  bekommt 

III)    F(a  -h  Da,  ^^(a  -h  Daj  -h  x  .  ^t^a  H-  Da)  H- )  =  ^ 

oder,  was  das  nemliche  ist, 

IV)    F(a  +  Da,  y.  +  p.  +  x.»y.^„.  +  ^.<y,^j,,  + )  =0 

Setzt  man  statt  (a  -H  Da)  die  Reihe 

a  -+-  X  .  t?a  H •  ^2a  -I .  ^^a  -i- 

1.2  1.2.3 

aod  setzt  man  noch  zur  Abkiirzung  p  anstatt  y^,  so  ergeben  sich  aus  IV  die  successiven 
GleichoDgen : 

VI)    J^-a«y.  +  -^.öyl  +  2.\=^.»y.  +  -i-._y.^a 

d^F  dF 

da^  da 

etc.  etc. 

Die   Bedeutung  von  -s-  ,  »n  *         .      ■  >  etc.  ist  (aus  $.  2)  bekannt. 

Erstens.  Nimmt  man  i^a,  i^a,  etc.  als  willkürlich,  so  ergeben  sich  die  Werthe 
von  dy^9  ^y^,  etc.  aus  den  Gleichungen  V,  VI,  etc.  Dabei  kann  man  aber  Ar  ^y  noch 
jede  beliebige  Function  nehmen,  wenn  sie  nur  einen  willkürlichen  Coustanten  m  ent- 
hält.   Man  setze  dy  =  r(x,  m),  so  geht  Gleichung  V  bber  in 

VII)    !^.p(a,  m)  +  g.tfa=.0 

Hieran  erkennt  man,  wie  der  Werth  des  m  von  dem  Werthe  des  &a  abhangt.    Setzt 
man  ^y  =  f '(x,  n),  so  geht  Gleichung  Vi  über  in 


.    dpF    dr(a,m)|     ^         d«F     .  ,    .    dF     ^ 

■^ -fe-'-di-/"'"-^  ^•*'' +  35'^»  =  <» 

Der  willkfirliche  Werth  des  i^a  ist  hier  derselbe,  wie  in  Gleichung  VII,  und  der  Werth 
des  m  ist  auch  schon  durch  Gleichung  VII  bestimmt.  Sonach  ist  durch  Gleichung  VI  11 
ausgesprochen,  wie  der  Werth  des  n  von  dem  schon  vorhin  willkürlich  angenommenen, 
Werthe  des  i^a  und  von  dem  jetzt  noch  willkürlich  anzunehmenden  Werthe  des  i^a 
abhängt    Und  so  fort. 

21 
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Zweiteos.  Nimmt  man  aber  i9a,  i^^a,  etc.  als  abhäogig,  so  ist  das  GeschMnoeh 
viel  einfacher;  denn  man  kann  jetzt  fDr  ^y  jede  Fanction  von  x  annehmen,  ohne  dass 
sie  noch  einen  willkürlichen  Gonstanten  zu  enthalten  braucht.  Aus  Gleichung  V  gibt 
sich  dann  der  Werlh  des  ^a.  Diesen  Werlh  sowie  auch  die  einmal  fllr  ^y  genommene 
Function  führe  man  in  Gleichung  VI  ein,  nehme  für  d^y  aufs  Neue  ii^end  eine  beliebige 
Function  von  x,  und  es  ergibt  sich  der  Werth  des  «^a.    Und  so  fort. 

Hierher  gehört  der  besondere  Fall,  wo  zwei  ganz  verschiedene  Functionen  y=V;(X) 
und  b  =  q>{a)  gegeben  sind,  und  wo  bei  irgend  einem  besonderen  Werthe  x  =  a  der 
Ausdruck  V;(a)  denselben  Werth  bekommt ,  wie  q>(m.   Hierbei  findet  dann  die  Gleichung 

IX)    <p(a}  =  i/;(a) 

statt;  und  wenn  man  Alles  auf  die  linke  Seite  des  Gleichheitszeichens  bringt,  so 
gibt  sich 

X)    q)(a)  —  i//(a)  «  0 

welche  Gleichung  ein  besonderer  Fall  von  Gleichung  U  ist  Aas  Gleichung  X  lägst  sich 
bestimmen,  welchen  Werth  a  man  dem  x  beilegen  muss,  damit  i^xj  denselben  Werth 
bekommt,  wie  qp(a).  (Grade  dieser  besondere  Fall  ist  z.  B.  angewendet  in  der  Aufgabe 
160;  nur  steht  dort  a,  während  hier  a  steht). 

S*  109.    Es  sei  die  Gleichung 

I)    F(a,  a,  y,,   y^)  «  0 
gegeben ,  welche  bei  y  =  \p(x)  erfiillt  wird ,  so  dass 

H)    F(a,  a,  t^a),  %p{a))  =  0 

ist.  Diese  Gleichung  II  ist  aber  keine  identische,  d.  h.  gilt  nicht  bei  jedem  Werthe  des 
a  und  des  a;  sondern  wenn  das  eine  dieser  beiden  Elemente  irgend  einen  entweder  be- 
dingten oder  unbedingten  Werth  annimmt,  dann  entsprechen  dem  andern  nur  diejenigen 
Werthe,  welche  als  Wurzeln  der  Gleichung  II  erscheinen.  Will  man  aber  den  beiden 
Elementen  a  und  a  solche  Werthe  (a  +  Da)  und  (a  +  Da)  beilegen,  welche  keine 
solche  zusammengehörigen  sind,  dass  die  Gleichung  II  erfüllt  wird;  so  darf  man  an  die 
Stelle  des  y^  und  des  y  nicht  bezuglich  y  .  |^^  und  y^^D^^»  ^  ^  nicht  bezüglich 
V^(a  +  Da)  und  t/;(a  +  Da),  sondern  man  muss  eine  andere  Function  (y  +  ^y)^  ^  j^^  und 
(y  4-  ''y)„^0jj»  d«  b*  man  muss 

V(a  4-  Da)  -h  x  .  d%p(tk  4-  Da)  -h  —  •  d^(a  -H  Da)  H-  -^ ^V(«  -H  Da)  •  •  •  • 

t^(a  ■+-  Da)  -h  X  .  dt/;(a  H-  Da)  H •  ^(a  -+■  Da)  H •  ^^(a  H-  Da)  .... 

bezüglich  an  die  Stelle  des  y.  und  y    in  Gleichung  I  einsetzen ;  und  man  bekommt 

111)    F(a  -h  Da,  a  -h  Da,  ^[a  H-  Da)  -f-  x  •  dV;(a  H-  Da)  + , 

xfXa.-h  Da)  •+-  X  .  d^^  -h  Da)  -+- )  =  0 

oder  was  das  nemliche  ist 


IV)    F(.  H-  Da.  «  +  Da.  y^^^,^  +  x  .  ^y^^^^  -^^  •  .«y^^^^  + 

y«+D«  -^  "-^ya+D«  ^  Ti-  ''^a+D«-^ )  =  * 

Setzt  man  nun  noch  statt  (a  +  Da)  und  (a  +  Da)  die  Reihen 
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w2                            1t^ 

a  +  X  •  t?a  H ^a  -\ i?%  -h  .  .  . 

1.2                       1.9.3 
X^                            X^ 

• 

-    ■    -            '12""'    1.2.3     -  -    '    •  ■ 

so  bekommt  man,  wenn  man  zur  AbkQrzong  noch  p  statt  y_  und  q  statt  y^  setzt,  aus 
IV  die  suecessiven  Gleichungen 

dnF  dgF  daF  daF 

^    ■i--^a-+.^.dy„-H_.^a-h^.^«=:.0 

dpF  daF  d^F       „  dpdaF 


.(Ü^.,..i^.,..M.-. 


dfF 


da  daF  ^l^  daF  d^F 

■         da  •  da  da'  da  da 

Sind  keine  anderen  Gleichungen  als  I  und  U  gegeben ,  so  haben  in  Gleichung  Y  drei  der 
Elemente  dy  ,  ^y  .  i9a,  ^a  willkürliche  Werthe»  und  eines  derselben  hat  einen  abhän- 
gigen Werth.    Ebenso  haben  in  Gleichung  VI  drei  der  Elemente  ^'y.,  ^  ,  i^a,  ^a 

willkttrliche  Werthe,  und  eines  derselben  hat  einen  abhängigen  Werth. 

Und  so  fort 

Es  ist  leicht,  diese  Sätze  zu  erweitern  und  durchzuführen  (Ausgedehntere  Fälle  fin- 
det man  z.  B.  in  den  Aufgaben  176,  177,  187,  besonders  aber  in  178,  179,  180). 

$.  110.  Hiermit  soll  nun  die  Theorie  dieses  GalcuPs,  dessen  Sätze 
noch  bis  ins  Ungeheure  vermehrt  werden  könnten,  geschlossen  sein. 
Viele  Sätze,  welche,  weil  sie  bei  den  Anwendungen  häufig  vorkom- 
men, in  der  Theorie  einen  Platz  verdient  hätten,  werden  geeigneten 
Ortes  ihre  Erledigung  finden.  Wer  aber  alles  Theoretische  und  Prak- 
tische, welches  in  diesem  Werke  vorkommt,  versteht  und  sich  geläu- 
fig gemacht  hat;  der  bedarf  keiner  Anleitung  mehr,  er  ist  fähig  sich  in 
jedem  Falle  selbst  zu  helfen. 

Ihrer  Wichtigkeil  wegen  komme  ich  noch  einmal  auf  die  dritte  Bemerkung  des  §. 
61  zurück,  wo  es  heisst:  „Es  gibt  Lehrer  und  Schriftsteller,  welche  sich  begnügen, 
„auch  in  den  Fällen,  wo  eine  Function  <p(j. . . . .  w)  eine  ganz  allgemeine  (d.  h.  noch 
„ganz  unbestimmte)  unmittelbare  Mutation  erleiden  soll,  bloss  die  allereinfachste  ge- 
„schlossene  Reihenform 

g>(x w)  H-  X  •  dg>(x w) 

„zu  setzen.''    Dagegen  lässt  sich  einwenden: 

A.  Dieses  Verfahren  enthält  6inen  Widerspruch  in  sich  selbst;  denn  eine  ganz 
allgemeine  Mutation  kann  (man  sehe  $.  60)  nur  durch  eine  unaufhörliche  Keilie  dar- 
gestellt werden.    Sonach  muss  aber  auch 

B.  Dieses  Verfahren  ohneweiters  durch  eine  Menge  Ungereimtheiten  von  sich  selbst 
bestraft  werden.  Um  diese  Behauptung  zu  begründen,  könnte  eine  Menge  Thatsachen 
hier  aufgeführt  werden;  es  mag  aber  an  folgenden  vier  Beispielen  genügen: 
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1)    Man  sehe  auf  §.  103  zurttck,  wo  die  Gleichaog 

I)    F(a,  a,  y^,  y^)  =  0 

vorgelegt  ist  Diese  Gleichong  wird  durch  y  «*  xpOD  erfIbUt.  Würde  man  aher  t^x)  +  x  •  dy 
an  die  Stelle  des  y  in  Gleichang  I  einsetzen,  so  würde  man 

x^                     x^ 
F-hx.^FH -^^FH 'd^  -h —  0 

1.2  1.2.3 

bekommen ;  und  da  (man  sehe  den  Scbfoss  des  §.  48)  das  x  weiter  nichts  als  ein  blosses 
Operationsmittel  ist,  so  zerfallt  (man  sehe  noch  §.  66  und  67)  diese  Gleichung  in  fol- 
gende einzelne: 


,2 


etc.  etc. 

wo  p  und  q  die  bereits  (in  S*  ^03)  angezeigte  Bedentong  haben.  Aus  Gleichung  II  er- 
gibt sich  die  Abhängigkeit  zwischen  Öy    und  ^y  .    Rann  aber  durch  diese  Abhängig- 

kelt  auch  die  Gleichung  III  erfüllt  werden?  —  Man  sieht  also,  dass,  weil  Gleichung 
II  schon  zuerst  stattündet,  Gleichung  III  unstatthaft  ist;  und  hiermit  ist  bereits  der  Be- 
weis geführt,  dass  es  ein  Irrthum  ist,  t^(z)  +  x  •  dy  an  die  Stelle  des  y  in  I  einzu- 
setzen. Wenn  man  aber  der  Gleichung  III  noch  zwei  Theilsatze  hinzufügt,  so  nimmt  sie 
folgende  Form  an: 


dp        'a  ^    dq 


IV)  ^^.e^„  +^-^y, 


x  + 

dp2 

'yi 

d«F 
da' 

•  V 

'« 

—  0 

Diese  Gleichung  kann  neben  der  Gleichung  II  bestehen,   und  liefert  die  Abhängigkeit 
zwischen  ^y    und  ^y^. 

Und  so  fort. 

2)  Man  sehe  (auf  die  S§.  105,  106,  107)  zurück,  und  n^an  wird  abermals  erken- 
nen, dass  es  unzulässig  ist,  eine  noch  ganz  allgemeine  unmittelbare  Mutation  nur  aus 
dem  ersten  Gliede  bestehen  zu  lassen. 

3)  Man  sehe  zurück  (auf  die  SS-  ^^  und  109)  oder  vorwärts  (auf  die  SS*  ^^ 
bilB  363).  Die  dort  befindlichen  Untersuchungen  sind,  soviel  ich  weiss, 
noch  von  Niemand  vorgenommen  worden.  Aus  diesen  $$.  erkennt  man  aber- 
mals, dass  es  unzulässig  ist,  für  eine  noch  ganz  allgemeine  unmittelbare  Mutation  nur 
das  erste  Glied  zu  setzen. 

4)  Man  sehe  vorwärts  (auf  gg.  265,  266,  267,  etc.)»  wo  eine  Untersuchung 
auf  ei  ne  Weise  geführ  t  werden  wird,  wie  sie,  soviel  ich  weiss,  noch 
von  Niemand  geführt  worden  ist.  Aus  diesen  §§•  wird  man  abermals  erkennen, 
dass  es  unzulässig  ist,  fQr  eine  noch  ganz  allgemeine  unmittelbare  Mutation  nur  das 
erste  Glied  zu  setzen. 

Der  an  obgenannteo  Leuten  hier  gerügte  Irrthum  ist  um  so  gräber,  weil  er  schon 
bei  der  allerersten  Begründung,  ja  eigentlich  schon  bei  der  Definition  des  hier  vorge- 
legten Galculs  begangen,  und  somit  dessen  ganze  Theorie  und  Anwendung  verkümmert  wird. 
Es  ist  aber  aus  dem  Inhalte  dieses  $.  ersichtlich,  dass  jene  Leute  ihren  Irrthum  begingen, 
weil  sie  über  das,  was  sie  unternahmen,  nicht  sich  selbst  klar  waren,  weil  sie  ohne  alle 
Umsicht,   Uebersicht  und  Erfahrung  zu  Werke  gingen,   weil  es  ihnen  gleichgiltig  war. 
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ob  sie  eine  gediegeue  Arbeil  oder  eio  übereiltes  Machwerk  dem  Pitbiikum  darböien. 
Es  ist  femer  aas  diesem  $.  ersichllich,  dass  jene  Leute  nicht  durch  Anwendungen  auf 
die  Entdeckong  ihres  Irrthomes  geluhrt  wurden;  denn,  iodem  sie  diesen  Calcal  nur  aar 
das  Grösste  und  Kleioste  anwendeten,  haben  sie  bei  diesen  Anwendungen  nur  die  al- 
lereinfachsten  Aufgaben  vorgenommen,  und  sich  begnügt,  nur  den  MulationscoeOicienten 
der  ersten  Ordnung  herzustellen,  und  ihn  zu  Null  werden  zu  lassen.  Der  Ausdruck« 
welchen  sie  fSr  den  MutationscoefBcienten  der  ersten  Ordnung  bekamen ,  ist  (aber  freilich 
nur  durch  die  Zufälligkeiten  des  Galculs)  zwar  jedesmal  richtig;  dagegen  der  Ausdruck 
für  den  MutationscoefBcienten  der  zweiten  Ordnung  würde,  wenn  sie  ihn  hergestellt 
hätten,  in  den  meisten  Fällen  falsch  sein.  Allein  diesen  haben  sie,  sei  es  um  aus  Be- 
quemlichkeit oder  aus  Unfähigkeit,  niemals  hergestellt,  sondern  sind  auf  halbem  Wege 
stehen  geblieben,  und  haben  (aber  nur  höchst  seltenll)  Ober  das,  was  sie  noch  errei- 
chen solllen»  Betrachtungen  und  Vergleichungen  angestellt,  die  nur  zu  oft  allen  mög- 
lichen Täuschungen  unterworfen  sein  können.  Es  war  also  unmöglich,  dass  jene  Leute 
durch  ihre,  schon  vom  Ursprünge  her  einfachen,  und  ausserdem  nur  zur  Hälfte  durch- 
geführten, Aufgaben  auf  die  Entdeckung  ihres  Irrthums  geführt  werden  konnten.  Hätte 
ihnen  nur  ein  Ungefähr  z.  B.  den  sechsten  Fall  der  158ten  Aufgabe  (und  das  ist  wahr- 
lich eine  einfache  Untersuchung)  vorgelegt,  und  hätten  sie  den  richtigen  Mutationscoef- 
Gcienten  der  zweiten  Ordnung  herzustellen  gestrebt;  so  hätten  sie  sofort  ihren  Irrthum 
einsehen  müssen.  Zu  dem,  was  hier  gesprochen  worden  ist,  gehören  jedoch  noch  fol- 
gende zwei  Zusätze: 

1)  Aus  allem  Vorhergehenden  ist  bekannt,  dass  unmittelbare  Mutationen,  wenn  sie 
bestimmt  gegeben  sind,  sich  oft  in  geschlossene  Reihen,  ja  oft  in  solche  entwickeln 
lassen,  wo  die  Gesammtmutation  nur  aus  einem  Gliede  besteht  (darauf  ist  schon  in  den 
SS-  64,  €5.  etc.  aufmerksam  gemacht  worden;  man  sehe  auch  die  Beispiele  in  $.  58). 

2)  Mau  wird  im  Laufe  dieses  Werkes  ersehen,  dass  es  bei  Anwendungen  wirklich 
so  einfache  Fälle  gibt,  wo  die  Untersuchung  keine  Noth  leidet,  wenn  man  für  noch 
ganz  allgemeine  unmiUelbare  Mutationen  eine  geschlossene  Reihe,  ja  sogar  nur  das 
erste  Glied  setzt.  Damit  ist  aber  nur  gesagt,  dass  die  Untersuchung  keine  Noth  leide; 
und  man  kann  in  solchen  Fällen  den  in  ihrer  höchsten  Allgemeinheit  ausgeführten  Ent- 
wickelungen ,  wo  man  die  unmittelbaren  Mutationen  als  aus  unaufliörlichen  Reihen  be- 
stehend bereits  behandelt  hat,  ihre  einfachste  Form,  wenn  man  diese  grade  will,  da- 
durch geben,  dass  man  alle  diejenigen  der  unmittelbaren  Mutaüonscoelficienten,  welche 
überflüssig  sind,  zu  Null  werden  lässU 


VII.     Theorie  des  Grössten  und  Kleinsten  und  andere  damil  zu- 
sammenhangende Untersuchungen  9  gegründet  auf  die  Mutationen. 


1.     Allgemeiner  Theil  dieser  Theorie. 

$•  111.  Unter  den  verschiedenen  Zuständen,  in  welche  ein  mit  mutablen  und  nicht- 
matablen  Veränderlichen  gebildeter  Ausdilick  versetzt  werden  kann,  sind,  wenn  man 
sie  ihrem  Werthe  nach  untersucht,  folgende  vier  Zustände  vorzüglich  zu  berücksichtigen. 

1}  Derjenige  aus  diesem  Ausdrucke  entstandene  reelle  Zustand,  dessen  nächstan- 
liegende^  Nachbarzustände  auch  alle  reell  sind,  und  dessen  Werth  grösser  ist,  als  der 
Werlh  jedes  einzelnen  dieser  Nachbarzustände. 

2)  Derjenige  aus  diesem  Ausdrucke  entstandene  reelle  Zustand,  dessen  nächstan- 
liegenden  Naehbarzustände  auch  alle  reell  sind,  und  dessen  Werth  kleiner  ist,  als  der 
Werth  jedes  einzelnen  dieser  Naehbarzustände. 
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3)  Derjenige  aus  diesem  Aasdrucke  entstandene  reelle  Zustand,  dessen  nächslan- 
liegenden  Nachbarzustände  (heils  reell  tbeils  imaginär  sind. 

4)  Derjenige  aus  diesem  Ausdrucke  entstandene  reelle  Zustand,  dessen  nächst- 
anliegenden  Nachbarznslände  alle  imaginär  sind. 

Man  beobachte  sorgfältig,  dass  man  hier  nur  die  einem  reellen  Zu- 
stande des  vorgelegten  Ausdruckes  nächstanliegenden  Nachbarzu- 
stände  berücksichtigen  d  arf,  und  dass  Zustände,  welche  in  einer  an- 
gebbaren Entfernung  liegen,  unberücksichtigt  bleiben  müssen. 

in  der  Aualysis  ist  jedesmal  a  >  a ,  so  oft  die  Differenz  (a  —  a)  positiv  ist  Daraus 
folgt:  jeder  positive  Ausdruck,  sowie  auch  Null,  ist  grösser,  als  irgend  ein  negativer  Aus- 
druck; und  unter  uegaiiven  Ausdrücken  ist  derjenige  der  grössle,  dessen  Werth  am 
nächsten  bei  Null  liegt  In  der  Analysis  wird  also  ein  negativer  Ausdruck  als  Grösstes 
betrachtet,  welcher,  absolut  genommen,  als  Kleinstes  betrachtet  werden  mttsste. 

Mit  jedem  Ausdrucke,  welcher  mutable  Elemente  enthält,  können  zweierlei  Un- 
tersuchungen, nemlich 

a)    Untersuchungen,  wo  man  reine  (einfache  oder  zusammengesetzte)  Muta- 
tionen anwendet,  und 
ß)    Untersuchungen,  wo  man  gemischte  (einfache  oder  zusammengesetzte) 
Mutationen  anwendet, 
vorgenommen  werden. 

Diese  zweierlei  Untersuchungen  sollen  sogleich  (g.  112  und  113)  näher  auseinander 
gesetzt  werden. 

.  8*  11^*  Wenn  U  ein  aus  mutablen  und  nichtmutablen  Veränderlichen  gebildeter 
Ausdruck  ist;  so  bestehen  die  Untersuchungen,  wo  man  reine  Mutationen  anwendet, 
aus  folgenden  zwei  successiven  Geschäften: 

Erstens.  Man  sucht  für  die  mutablen  Elemente  bestimmte  aus  nichtmutablen 
Veränderlichen  bestehende  reelle  Functionen ,  und  legt  jedem  einzelnen  derjenigen  nicht- 
mutablen Veränderlichen,  welche  absolut  unabhängig  sind,  irgend  einen  beliebigen 
reellen  Werth  bei.  Der  durch  Einführung  dieser  gesuchten  Functionen  erzeugte  Zu- 
stand des  U,  welcher  nun  eine  Function  lauter  nichtmutabler  Veränderlicher  ist,  -und 
durch  U'  bezeichnet  werden  mag,  mag  der  primaroJEji&tsnd,  genannt  werden.  Um  aber 
diesen  ppmären  Zustand  U^  mit  seinen  näcbstaniregenden'lprimären  Nachbarzustäuden , 
welche  durch  H  bezeichnet  sein  mögen,  vergleichen  zu  können;  setze  man  an  die  Stelle 
der  nichtmutablen  Elemente  die  den  gesuchten  Functionen  nächstanliegenden  reellen 
Nachbarfunctionen ,  wobei,  wie  sich  von  selbst  versteht,  in  diesen  nächstanliegenden 
Nachbarfuncüonen  jedem  der  absolut  unabhängigen  Veränderlichen  derselbe  beliebige 
Werth  beigelegt  werden  muss ,  welcher  bezüglich  einem  jeden  dieser  Elemente  in  den 
gesuchten  Functionen  beigelegt  worden  ist.  Man  hat  aber,  wie  auch  schon  der  vorige 
$.  bestimmt,  diesen  primären  Zustand  U'  nur  dann  zu  beachten,  wenn  er  reell  ist;  und 
unter  dieser  Voraussetzung  unterscheide  man  folgende  drei  Fälle: 

I)  Die  durch  U  repräsentirten  und  dem  U'  nächstanliegenden  primären  Nachbar- 
zustande sind  alle  reell ;  und  wenn  dabei 

a)  die  Differenz  U  —  U%  deren  Werth  also  der  Null  nächstanliegt,  ihr  Zeichen 
unter  allen  Umständen  unverändert  erhält;  so  ist 

aa)  der  primäre  Zustand  U'  ein  Maiimum-stand  (primäres  Grösstes) ,  wenn  die 
der  Null  nächstanliegende  Difl^fenz  Ü  —  U'  negativ  bleibt;  dagegen  ist 

bb)  der  primäre  Zustand  U^  ein  Miuimum-stand  (primäres  Kleinstes) ,  wenn  die 
der  Null  nächstanliegende  Differenz  H  —  U'  positiv  bleibt;  kann  aber 

b)  die  der  Null  nächstanliegende  Differenz  U  —  V^  ihr  Zeichen  wechseln ,  so  fin- 
det weder  ein  Maisinuim-stand  noch  Minimum-stand  statt. 

II)  Die  durch  U  repräsentirten  und  dem  U'  nächstanliegenden  primären  Nachbar- 
zustände sind  tbeils  reell  theils  im^aginär.  Hier  wird  der  primäre  Zustand  U'  ein 
Gränz-st^jd. genannt,  und  zwar  desshalb,  weil  nach  den  Richtungen  hin,  wo  die  imagi- 
klären  Zustände  anliegen ,  die  (nächstanliegenden)  reellen  Nachharzustände  unterbrochen 
sind. 
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III)  Die  dorch  H  repräsentirten  und  dem  U'  nächstanliegeodeo  primären  Nachbar- 
zQslände  sind  alle  iroagioär.  Hier  wird  der  primäre  Zosland  U'  eio  Einzel-8Um|  ge- 
oaDiit,  und  zwar  desshalb,  weil  ihm  nach  keiner  Richlong  hin  reelle  Nachbarzuslände 
Däcbstanliegen, 

Die  hier  besagten  vier  Zustände,  wobei  der  vorgelegte  Ausdruck  zwar  eine  be- 
stimmte Gestalt  bekommt,  aber  dem  Gebalte  (Werthe)  nach  meistentheils  unbestimmt 
sein  wird ,  mögen  den  gen\einschafllichen  Namen  ,,  ausjgezeichnete  Zustände  **  führen. 
Ihre  Auffindung  und  Beurtheilung  ist,  wie  man  aus  dem  Bisherigen  ersehen  bat,  Sache 
der  reinen  Mutationen. 

Zweitens.  Hat  man  nun  irgend  einen  primären  Zustand,  welcher  kein  mutables 
Element  mehr  enthalten  darf,  hergestellt:  so  kann  man  noch  für  die  nichtmutablen  Ver- 
änderiichen  constante  reelle  Wertlie  aufsuchen.  Der  durch  Einführung  dieser  gesuchten 
Werthe  aus  U'  sich  ergebende  (einen  constanten  Werth  habende)  Zustand  des  U,  wel- 
cher mit  U''  bezeichnet  werben  mag,  mag  der  secundäre  Zustand  genannt  werden.  Um 
aber  diesen  dem  U''  zukommenden  constanten  WerlQ  mil  seinen  näcbstanliegeoden 
Nachbarwerthen  (secundären  Nachbarzuständen),  welche  durch  (U"  +  DU)  bezeichnet 
sein  mögen,  vergleichen  zu  können;  setze  man  in  U'  an  die  Stelle  der  nichtmutablen 
Veranderlichen  die  jenen  gesuchten  Werthen  nächstanliegenden  reellen  Nachbarwerthe. 
Man  hat  aber  auch  jetzt  diesen  dem  U"  zukommenden  constanten  Werth  nur  dann  zu 
berücksichtigen,  wenn  er  reell  ist;  und  indem  man  ihn  mit  seinen  nächstanliegenden 
Nachbarwerthen  vergleicht,  kommt  man  wieder  zur  Unterscheidung  folgender  drei  Fälle: 

I)  Die  durch  (U''  -f-  DU)  repräsentirfen  und  dem  U''  nächstanliegenden  Nach- 
barwerthe sind  alle  reell;  und  wenn  dabei 

a)  die  Differenz  (U"  +  DU)  —  U",  deren  Werth  also  der  Null  nächstanliegt, 
ihr  Zeichen  unter  allen  Umständen  unverändert  erhält;. so  ist 

aa).der  secundäre  Zustand  U''  ein  Maiimum werthe fsecnndäres  GrÖsst%s),  wenn 

die  der  Null  nächstanliegende  Differenz  (U"  +  DU)  ~  U''  negativ  bleibt; 

dagegen  ist 
bb)  der  secundäre  Zustand  V^'  ein  Minjmnmiy^rth  (secundäres  Kleinstes) ,  wenn 

die  der  Null  nächstanliegende  Differenz  (U''  +  DU)  —  U''  positiv  bleibt; 

kann  aber 

b)  die  der  Null  nächstanliegende  Differenz  (U''  +  DU)  —  U''  ihr  Zeichen  wech- 
seln, so  findet  weder  ein  Maximumwerth  noch  Minimnmwerth  statt. 

II)  Die  durch  (U^^  H-  DU)  repräsentirlen  und  dem  U"  nächstanliegenden  Nach- 
barwerthe sind  theils  reell  theils  imaginär.  Hier  wird  der  secundäre  Zustand  U'^  ein 
Gränzwerth  genannt,  und  zwar  desshalb,  weil  nach  den  Richtungen  hin,  wo  die  ima- 
ginären Nachbarwerthe  anliegen,  die  (nächstanliegenden)  reellen  Nachbarwerthe  unter- 
brochen sind. 

III)  Die  durch  (U''  +  DU)  repräsenürten  und  dem  U''  nächstanliegenden  Nach- 
barwerthe sind  alle  imaginär.  Hier  wird  der  secundäre  Zustand  U"  ein  Einzelwerth 
genannt,  und  zwar  desshalb,  weil  ihm  nach  keiner  Richtung  hin  reelle  Nachbarwerthe 
nächstanliegen. 

Die  bei  den  secundären  Zuständen  gemachten  Unterscheidungen  sind  also  denen, 
welche  bei  den  primären  Zuständen  gemacht  wurden,  ganz  analog. 

Die  hier  besagten  vier  secundären  Zustände,  wobei  der  vorgelegte  Ausdruck  sowohl 
eine  bestimmte  Gestalt  als  auch  einen  festen  Gehalt  bekommt,  mögen  den  gemein- 
schaftlichen Namen  ,  ausgezeichnete  Werthe "  führen.  Ihre  Auffindung  und  Beurthei- 
lung ist  bekanntlich  Sache  des  Differentialcalculs. 

Schlnss.  Da  nun,  wie  gesagt,  ein  primärer  Zustand  einen  festen  Werth  erst  da- 
durch bekommt,  dass  man  den  nichtmutablen  Veränderlichen  constante  Werthe  beilegt; 
so  ist  von  selbst  klar: 

A.  Unter  den  constanten  Werthen  eines  Maximum-Standes  können  sich  Maximum- 
werthe,  Minin^umwerthe ,  Gränzwerthe  und  Einzelwerthe  befinden. 

B.  Unter  den  constanten  Werthen  eines  Mimimum-standes  können  sich  Maximum- 
werthe,  Minimnmwerihe ,  Gränzwerthe  und  Einzelwerthe  befinden. 
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C.  Unter  den  constanten  Werthen  eines  Grinz-slandes  können  sich  Manmumwerlhe, 
Minimomwerthe,  Gräuzwerthe  und  £inzelwer(he  beGnden. 

D.  Unter  den  constanten  Werthen  eines  Einzel-standes  können  sich  Maximumwerthe, 
Minimumwerthe,  Gränzwerthe  und  Einzel werthe  beGnden. 

Von  den  hier  aasgezeichneten  Werthen  hat  man  vorzüglich  zu  beachten: 

9C-    den  Maximumwerth  eines  Maiimum-standes,  und 

fB,    den  Minimumwerth  eines  Minimum-Standes. 

Wenn  man  alle  Maximum-Stände,  alle  GrAnz-stände  und  alle  Einzel-stände  eines 
Ausdruckes  hergestellt,  und  wenn  man  hierauf  von  jedem  einzelnen  dieser  Zustände  alle 
Maximumwerthe,  Gränzwerthe  und  Einzelwerthe  aufgesucht  hat;  so  befindet  sich  unter 
diesen  ausgezeichneten  Werthen  auch  der  absolut  gröste  Werth,  dessen  der  vorgelegte 
Ausdruck  fähig  ist.  Und  dieser  so  aufgesuchte  absolut  gröste  Werth  ist  ein  Maximum 
Maximorum  im  vollsten  Sinne. 

Wenn  man  alle  Minimum-Stände,  alle  Gränz-stande  und  alle  Einzel-sfände  eines 
Ausdruckes  hergestellt,  und  wenn  man  hierauf  von  jedem  einzelnen  dieser  Zustände 
alle  Minimumwerthe,  Gränzwerthe  und  Einzelwerthe  aufgesucht  hat;  so  befindet  sich 
unter  diesen  ausgezeichneten  Werthen  auch  der  absolut  kleinste  Werth,  dessen  der  vor- 
gelegte Ausdruck  fähig  ist.  Und  dieser  so  aufgesuchte  absolut  kleinste  Werth  ist  ein 
Minimum  Minimorum  im  vollsten  Sinne. 

§.  113.  Wenn  U  ein  aus  mutablen  und  nichtmutablen  Veränderlichen  gebildeter 
Ausdruck  ist;  so  bestehen  die  Untersuchungen,  wo  man  gemischte  Mutationen  anwen- 
det, aus  folgendem  Geschäfte: 

Man  sucht  gleichzeitig  fär  die  mutablen  Elemente  bestimmte  aus  mchtmutablen 
Veränderlichen  gebildele  reelle  Functionen,  und  für  die  nichtmutablen  Veränderlichen 
constante  reelle  Werthe.  Führt  man  letztere  in  die  fDr  die  mutablen  Elemente  gesuch- 
ten Functionen  ein ,  so  werden  auch  diese  mit  festen  Werthen  versehen.  Der  hierdurch 
erzeugte  Zustand  des  U  hat  dann  auch  einen  constanten  Werth,  und  soll,  wie  der  (im 
vorigen  $.  definirte)  secundäre  Zustand,  mit  U''  bezeichnet  werden.  Seine  ihm  nächst- 
antiegenden  Nachbarzustände,  welche  jetzt  durch  (tt)  bezeichnet  werden  mögen,  stellt 
man  dadurch  her,  dass  man  in  dem  vorgegebenen  Ausdrucke  U  gleichzeitig,  aber  auch 
ja  gleichzeitig 

1.  an  die  Stelle  der  nichtmutablen  Veränderlichen  die  ihren  gesuchten  Werthen 
nächstanliegenden  reellen  Nachbarwerthe ,  und  dass  man 

2.  an  die  Stelle  der  mutablen  Elemente  die  den  constanten  Werthen  der  gesuchten 
Functionen  näcbstanliegenden  reellen  Nachbarwerthe  setzt,  welche  letzteren  insgesammt 
man  dadurch  bekommt,  dass  sowohl  in  den  gesuchten  Functionen  selbst  als  auch  in  ihren 
nächslanliegeuden  reellen  Nachbarfunctionen  an  die  Stelle  der  nichtmutablen  Veränderli- 
chen die  ihren  gesuchten  Werthen  nächstanliegenden  reellen  Nachbarwerthe  eingehen. 

An  der  Difilerenz  (U)  —  U''  wird  man  erkennen , 

I.  ob  der  durch  die  Mutationen  erzeugte  und  der  durch  die  Werthänderungen  er- 
zeugte Zustand  übereinstimmen,  d.  h. 

A)  ob  ein  Maximumwerth  eines  Maximum-Standes, 

B)  oder  ob  ein  Minimumwerth  eines  Minimum-standes, 

C)  oder  ob  ein  Gränzwerth  eines  Gränz-standes , 

D)  oder  ob  ein  Einzelwerth  eines  Einzel-standes 
vorhanden  ist.    An  dieser  Differenz  wird  man  aber  auch  erkennen, 

II.  ob  der  durch  die  Mutationen  erzeugte  und  der  durch  die  Werthänderungen 
erzeugte  Zustand  verschieden  sind,  d.  h. 

A)  ob  der  feste  Werth  eines  Maximum-Standes  ein  Minimumwerth,  em 
Gränzwerth,  ein  Einzelwerth,  oder  keiner  von  den  vier  ausgezeichne- 
ten Werthen  ist; 

R)  ob  der  feste  Werth  eines  Minimum-Standes  ein  Maximumwerth,  ein 
Gränzwerth,  ein  Einzelwerth  oder  keiner  von  den  vier  ausgezeichne- 
ten Werthen  ist; 
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C)  ob  der  feste  Werlli  eines  GrSnz-standes  ein  Maximumwerth ,  ein  Mi- 
nimoiiiwerlh ,  ein  Einzel wertli ,  oder  keiner  von  den  vier  aosgezeicti- 
neten  Werlhen  ist; 

D)  ob  der  Teste  Werdi  eines  EInzel-standes  ein  Maximumwertb,  ein  Mi-- 
nimamwerlh,  ein  Gränzwerth,  oder  keiner  von  den  vier  aasgezefchne- 
ten  Werthen  ist. 

Man  beachte  ganz  besonders  noch  folgende  zwei  Unterscfaeidangen : 

a)  Nur  in  den  Fällen,  wo  Mutationen  von  Werthänderungen  abhängig  sind, 
oder  umgekehrt,  ist  man  gezwungen,  gemischte  Mutationen  anzuwen- 
den, weil  in  solchen  Fällen  das  Hauptgeschäft  darin  besteht,  dass 
man  die  abhängigen  Stücke  ellminire,  d.  h.  durch  unabhängige  StQcke 
ausdrucke  (Man  sehe  z.  B.  die  Untersuchung  in  den  $§.  259  bis  263; 
die  in  S-  ^^7  <}ie  io  §.  266,  die  in  §§.  267  und  268,  die  in  §.  269, 
sodann  auch  die  Aufgaben  160,  161,  176,  177,  178,  179,  180,  187, 
195,  197,  2t2,  213,  214,  215,  216,  etc.  etc.). 
ff)  Dagegen  in  den  Fällen,  wo  die  Mutationen  von  den  Werthänderungen 
unabhängig  sind,  und  umgekehrt,  hat  man  die  Wahl,  entweder  ge- , 
mischte  Mutationen  oder  die  (im  vorigen  $.  beschriebenen)  zwei  suc- 
cessiveii  Geschäfte  anzuwenden. 

§.  114.  Hiermit  ist  der  allgemeine  Theil  der  vorgelegten  Theorie  beendigt  Für 
das  Praktische  jedoch  mögen  noch  einige  Bemerkungen  beigefügt  werden.  Zu  diesem 
Ende  kehre  man 

A)  wieder  zu  den  Untersuchungen  mit  reinen  Mutationen  zurück,  und  nehme  zu- 
erst die  primären  Zustände  vor. 

a)  Um  einen  primären  Zustand  beurtheilen  zu  können,  muss  man  die  Eigenschaf- 
ten der  Differenz  It  —  U'  untersuchen.  Diese  ist  aber  jedesmal  eine  nach  Potenzen 
eines  Forlschrei lungselementes  aufsteigende  Reihe;  und  es  ist  selten  nölhig,  sehr  viele 
Glieder  dieser  Reihe  herzustellen.  Oeflers  genügt  schon  das  erste  Glied;  und  somit  ist 
man  den  Weitläufigkeiten  der  Reihenentwickelungen  nicht  sehr  ausgesetzt.  Ja  oft  ist 
es  nicht  einmal  nüthig,  dieses  erste  Glied  auf  analytischem  Wege  herzustellen;  sondern 
es  kann  genügen,  durch  die  der  speciellen  Aufgabe  eigenthümlichen  Betrachtungen  sich 
zu  der  Ueberzeugung  hinzuarbeiten,  ob  ein  Maximum-stand,  Minimum-sland ,  Gränz- 
stand,  Einzel-Stand,   oder  keiner  von  diesen  vier  ausgezeichneten  Zuständen  stattfinde- 

Wie  man  zu  verfahren  hat,  wenn  man  die  Reihe  U  aus  einer  ungesonderten  Function 
entwickeln  muss;  darüber  vergleiche  man  §.  46,  und  die  Aufgaben  18,  19,  20,  21,  22, 
23,  34,  35,  36. 

0)  Besondere  Aufmerksamkeit  nehmen  die  vielförmigen  Ausdrücke  in  Anspruch. 
Dabei  ist  es  rathsam,  vorerst  alle  die  verschiedenen  Formen  systematisch  voneinander 
abzusondern,  und  jede  Form  einzeln  f&r  sich  zu  untersuchen.  Da  kann  es  sich  dann 
ergeben,  daas  bei  irgend  einem  Ausdrucke  alle  seine  reellen  Formen  gemeinschaftlich 
denselben  Maximum-stand  oder  denselben  Minimum-stand  liefern,  während  bei  einem 
andern  Ausdrucke  die  eine  reelle  Form  ein  Maximum-stand,  und  eine  andere  ein  Mini- 
mum-stand werden  kann.  (Man  sehe  in  Aufgabe  11 ,  12  und  15  die  Schlussbemerkungen). 

y)  Oft  mag  es  Fälle  geben ,  wo  wegen  eines  Radicals  das  Zeichen  des  im  Momente 
des  Verschwindens  befiodlichen  Ausdruckes  (tt  —  U')  zweideutig  ist,  d.  h.  sowohl  po- 
sitiv als  auch  negativ  genommen  werden  kann,  so  dass  es  den  Anschein  hat,  als  därfe 
man  sich  weder  filr  einen  Maximum-stand  noch  för  einen  Minimum-stand  entscheiden. 
Allein  man  onterscheide  folgende  Fälle: 

1.  Wenn  dieses  Radtcal  gleich  anfangs  in  der  Aufgabe  vorkommt ,  und  gleich  an- 
fancs  eine  bestimmte  Bedeutung  beigelegt  erhalten  hat;  dann  behält  es  diese  Bedeutung 
durch  die  ganze  Aufgabe  bei.  Hier  kann  also  von  einer  Zweideutigkeit  keine  Rede 
sein.  (Aufgabe  45,  51,  68,  104,  134,  158,  159,  175,  258,  etc.) 

2.  Wenn  dieses  Radical  gleich  anfangs  in  der  Aufgabe  als  zweideutig  vorkommt, 
oder  wenn  es  erst  im  Verlaufe  der  Untersuchung  als  zweideutig  in  die  für  V  und 
(Q  —  UO  hergestellten  Ausdrucke  eingeht;  so  beachte  man  Folgendes: 

22 
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a)  Dieses  Radical  ist  bei  U'  and  beim  ersten  Gliede  der  flkr  (tt  —  UO  hergestell- 
ten Reihe  gemeinschafUicher  Factor.  Hier  ändert  sich  mit  dMu  Zeichen  des  Radicals 
auch  gleichzeitig  das  Zeichen  des  U'  und  des  (tt  —  U');  und  es  ist  erlaubt,  sich  auf 
folgende  Weise  zu  entscheiden: 

Legt  man  dem  Radical  diejenige  Bedeutung  bei,  bei  welcher  der  im  Momente  des 
Verschwindens  befindliche  Ausdruck  (U  —  U')  negatty  wird;  so  ist  U',  sei  es  nun  po- 
sitiv oder  negativ,  ein  Maximum-stand  (in  der  Analysis  gilt  ein  negativer  Ausdruck 
für  desto  grosser,  je  näher  sein  Werth  bei  Null  liegt.    $.  111). 

Legt  man  dem  Radical  diejenige  Bedeutung  bei,  bei  welcher  der  im  Momente  des 
Verschwindens  befindliche  Ausdruck  (tt  -—  U')  positiv  wird,  so  Ist  U',  sei  es  nun  po- 
sitiv oder  negativ,  ein  Minimum-stand  (in  der  Analysis  gilt  ein  negativer  Ausdruck  fiir 
desto  kleiner,  je  weiter  sein  Werth  von  Null  absteht    g.  111). 

(Man  sehe  Aufgabe  7;  23;  44;  76;  77;  78;  79;  90;  91;  168;  169;  170;  181.) 

Man  kann,  wenn  bei  U'  und  beim  ersten  Gliede  der  för  (tt  —  U')  hergestelHen 
Reihe  das  zweideutige  Radical  als  gemeinschaftlicher  Factor  vorkommt,  manchmal  in 
solchen  Untersuchungen,  wo  man  den  BegrilT  der  negativen  Grössen  durchaus  nicht 
zulassen  will,  sich  auf  folgende  Weise  entscheiden:  Wenn  U'  und  (tt  —  U')  Immer 
einerlei  Zeichen  behalten,  so  findet  ein  Blinimum-stand  statt;  wenn  aber  U'  und  (tt  *-  U') 
immer  entgegengesetzte  Zeichen  behalten,^  so  findet  ein  Maximnm-stand  statt.  (Auf  diese 
Weise  wird  man  sich  zuweilen  bei  geometrischen,  mechanischen,  etc.  Untersuchungen 
entscheiden  können.) 

b)  Dieses  Radical  geht  zwar  in  U'  ein,  jedoch  so,  dass  es  nicht  zu  U'  und  zum 
ersten  Gliede  der  für  (tt  —  U')  herzustellenden  Reihe  gemeinschaftlicher  Factor  ist. 
Hier  findet  ein  Maxim uni-stand  statt,  wenn  bei  irgend  einer  Bedeutung  des  Radicals  der 
Ausdruck  (tt  -—  U')  negativ  ist;  und  es  findet  ein  Minimum-stand  statt,  wenn  bei  ir- 
gend einer  Bedeutung  des  Radicals  der  Ausdruck  (tt  —  UO  positiv  Ist.  Rann  aber, 
obgleich  man  dem  Radical  eine  feste  Bedeutung  beilegt ,  das  (tt  —  UO  dennoch  weder 
für  positiv  noch  flir  negativ  gelten;  so  findet  auch  weder  ein  Maximum-stand  noch  Mi- 
nimum-stand statt.    Ist  z.  B. 

ü'  «  V  +  P  .  If Q ,  und  tt  -  ü^  =  »«•"•  R  .  ifO" 

so  ist,  wenn  R  ein  festes  Zeichen  behält,  U'  ein  Maximum-stand,  sobald  man  WQ  so 
nimmt,  dass  R  •  IfXT^egativ  wird;  dagegen  ist  U'  ein  Minimum-stand,  sobald  man  )f~Q 
so  nimmt,  dass  R  •  WQ  positiv  wird.  Ist  aber  das  Zeichen  von  R  unsicher,  so  ist  U' 
weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum-stand.    Ist  ferner 

U'  =  V  -f.  P  .  ifQ ,  nnd  tt  -  U'  =  x«"  •  (S  H-  R  .  ifQ ) 

so  muss  man  den  Zeichenstand  des  ganzen  Ausdruckes  (S  -f-  R  •  irQ)_ untersuchen; 
und  dabei  kann  es  sich  ergeben ,  dass  sowohl  bei  dem  positiven  R  •  If  Q  als  auch  bei 
dem  negativen  R  •  ifQ^  ein  Mazimnro^stand  stattfindet,  und  umgekehrt  (Aufgabe  8,  9, 
13,  38,  42,  43»  etc.). 

c)  Wenn  aber  das  Zeichen  des  Ausdrackes  (tt  *-  U')  wegen  eines  Radicals  zwei- 
deutig ist,  während  der  für  U'  hergestellte  Ausdruck  mit  diesem  Radical  nichts  zu  thun 
hat;  so  muss  man  sich  natOrlich  dahin  entscheiden,  dass  weder  ein  Maximum-stand 
noch  ein  Minimum-stand  stattfinde  (Aufgabe  76;  lerner  im  ersten  Falle  der  Aoljgaben 
105  und  107,  etc.  etc.). 

d}  Das  Null,  wenn  es  ohne  alle  Beziehung  fikr  sich  allein  gegeben  ist,  kann  we- 
der als  positiv  noch  als  negativ  betrachtet  werden.  Ist  aber  ein  erzeugender  Aasdruck 
U  gegeben,  und  U'  »  0  eine  Specialität  von  U;  so  muss  man  folgende  Unterscheidun- 
gen machen: 

1)  Die  Specialität  D'  =  0  muss  als  positiv  gelten,  wenn  alle  nächstanliegeoden 
Nachbarzu6tände  tt  reell  und  positiv  sind.  Dabei  ist  die  unendlicbkleine  Differenz  (tt  —  U') 
positiv,  und  somit  U'  ein  Minlmum^tand ,  d.  h.  unter  allen  posUiven  Aosdrficken  ist 
dMS  Null  der  kleinste  (g.  111). 

2)  Die  Specialität  ü'  =:  0  muss  als  negativ,  gelten ,    wenn  «He  nächstanliegenden 
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NachbarsiMlIiide  roeil  und  negativ  sind.  Dabei  ist  die  unendlichkleiae  Differeoi  (U  —  UO 
negativ,  und  somit  U'  =  0  ein  Maximum-Stand,  d.  h.  unter  allen  negativen  Ausdrücken 
ist  das  Null  der  grösste,  da  in  der  Analysis  Oberhaupt  unter  negativen  Ausdrücken 
derjenige  ffir  den  kleinsten  genommen  wird,  dessen  Werth  am  weitesten  von  Null  ab- 
steht (S.  fit). 

3)  Die  Specialität  U^  ■"  0  kann  weder  als  positiv  noch  als  negativ  gelten,  wenn 
zwar  alle  nachstanliegenden  Nachbarzuslände  tt  reell  aber  theils  positiv  thetls  negativ 
sind.  Dabei  kann  auch  die  unendlichkleine  Differeuz  U  —  V*  weder  als  positiv  noch 
als  negativ  gelten,  und  U'  =s  0  ist  jetzt  weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum- 
stand, d.  h«  das  Null,  welches  weder  als  positiv  noch  als  negativ  gelten  kann,  kann 
auch  weder  als  Maximpm-stand  noch  als  Minimont-stand  gelten. 

4)  Die  Specialität  U' »  0  ist  ein  Gränz-stand ,  wenn  die  nachstanliegenden  Nach- 
barzustande theils  reell  theils  imaginär  sind.  Hierbei  ist  U'  =  0  positiv,  wenn  die 
reellen  Naebbarzustände  U  auch  alle  positiv  sind;  aber  U'  =  0  ist  negativ,  wenn  die 
reellen  Naehbarzustiinde  auch  alle  negativ  sind;  dagegen  ist  U'  *>»  0  weder  negativ  noch 
positiv,  wenn  die  reellen  Nachbarzustinde  theils  negatjv  theils  positiv  sind. 

5)  Die  Specialität  U'  =  0  ist  ein  Einzel-etand ,  wenn  alle  nächstanliegenden  Nach- 
barzostände  tt  imaginär  sind.  Dabei  kann  U'  ==s  0  weder  als  positiv  noch  als  negativ 
gelten 

B)  Die  in  diesem  $•  hinsichtlich  der  primären  Zustände  gemachten  Bemerkungen 
leiden,  wie  sich  von  selbst  versteht,  eine  ganz  analoge  Anwendung  auf  die  secundSren 
Zustände. 

C)  Auch  können  diese  Bemerkungen  ohneweiters  auf  die  Untersuchungen,  wo  man 
gemischte  Mutationen  anwendet,  ausgedehnt  werden. 


Von  nun  an,  wo  die  Theorie  in  das  Einzelne  geht,  wird  es  zweckmässig  sein,  zu 
unterscheiden : 

A)  Ausdrücke,  welche  wirkliche  Urfunctionen  sind, 

B)  Ausdrücke,  wo  auch  Differentiale  vorkommen, 

C)  Ausdrücke,  wo  auch  Integrale  vorkommen, 

und  nach  diesen  Unterscheidungen  drei  Abtheiiungen  zu  machen.  Jede  Abthetluog  zer- 
fallt von  selbst  in  einzelne  Untersuchungen. 


2)     Besonderer  Theü  dieser  Theorie. 
A.    Ausdrücke,  welche  wirkliche  Urfunctionen  sind. 

Untersuchung  I. 

Bs  ist  U  ein  reeller  (gesondert  oder  nngesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 

% w,  y  gebildeter  Ausdruck,   und   man  sucht  für  y  eine  solche  reelle  Function 

aller   der  nichtmntablen  Veränderlichen  x w ,    dass  U  ein  Maximum-stand  oder 

Minimom-stand  wird. 

$«  1t5.    Da  U  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  werden  soll,   so  sind  die 

nichtmutablen  Veränderlichen  x w  noch  ganz  allgemein,   d.  h.  man  kann  jedem 

einzelnen  dieser  Elemente  was  immer  für  einen  beliebigen  besonderen  reellen  Werth 

beilegen*    Wenn  man  nun  irgend  eine  durch  ^(x w)  dargestellte  reelle  Function 

an  die  Stelle  des  y  in  die  ursprüngliche  Gleichung  einsetzt;  so  bekommt  man  auch  für 
U  eine  Function  von  x  . . .  .  w ,  welche  durch  VK^  .  • . . .  w)  bezeichnet  sein  mag.       ;  • 
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Es  werden  (oach  $.  60)  alte  die  der  Fouctioo  (p(x w)  Bäehslaoliegeitden  Nach- 

barfunctioneD  dargestelll  durch 

2  1 

1)     <p(tl  .  .  .  .  w)  H-  X  .  d(p(T  . .  .  .  w)  H •  ^<3p(x  .  .  .  .  w)  -h  -^  •  Ä3|p(x  . .  .  .  w) 


Der  Allgemeinheil  wegeq  hal  man  hier  die  unauflidrliche  Reibenform  genommeD,  weil 
die  geschlossene  als  specieller  Fall  darin  enthalten  ist.  Auch  versteht  aich  von  selbst, 
dass  man  den  willkQrlichen  reellen  Werth,  welchen  man  dem  x  in  q)(». ....w)  bei- 
legt, auch  dem  in  d(p(x  . . . .  w),  ^^(x  . . . .  w),  d^<p(i. ....  w),^etc.  enlhalteBea  x  bei- 
legen muss;  lind  so  fort;  ebenso  muss  man  den  wiUkQrlichen  reellen  Werlh,  welchen 
man  dem  w  in  q>(x  . . .  w)  beilegt,  auch  dem  in  d<p(x  . . .  w)»  ^^^(x  • . .  w),  6^gf(x  . .  .  w), 
etc.  enthaltenen  w  beilegen.  Soll  aber  obige  Reihe,  welche  mit  der  bestimmten  Fanc- 
tion  (p(x  . . . .  w)  anfangt,  alle  beliebigen  dem  ^^(x  . . . .  w)  nächstanliegenden,  d.  h.  alle 
hinsichtlich  des  Werthes  dem  g>(x  .....  w)  nächstvorangehenden  und  nftchstnachfolgen* 
den  reellen  Nachbarfunctionen  vorstellen;  so  muss  (nach  g.  60) 

1)  jeder  einzelne  der  CoefGcienten  ^9>(x . . , .  w),  ^q>(x . . .  •  w),  ^^9>(x  .  •  •  w),  etc. 
eine  für  sich  beliebige  und  reelle  Function  sein;  ferner  muss 

2)  das  Element  x  bald  als  positiv  bald  als  negativ  in  dem   Momente  des  Ver- 
Schwindens  befindlich  gedacht  werden. 

Führt  man  die  Reihe  I,  welche  k&rzer  auch  dargestellt  werden  kann  durch 

II)    <p(x w)  -f-  X  .  ^y  +  -^  .  i52y  -h  ^  .  *^  -h 

an  die  Stelle  des  y  in  den  ursprünglichen  Ausdruck  ein ;  so  bekommt  man  die  dem 

U'  =  ^p(x w)    nächstanliegenden    Nachbarzustände,    welche  mit    (ü*   +   JIT) 

oder  mit  (i^(x w)  +  ^)  bezeichnet  werden,    und,    wenn  man  sie  in  eine  nach 

Potenzen  des  x  fortschreitende  Reihe  entwickeln  will,  nur  in  eine  nach  Potenzen  des  x 
aufsteigende  Reihe  entwickelt  werden  dürfen,  eben  weil  x  im  Momente  des  Verschwin- 
dens  befindlich  ist.  Wenn  nun  die  Diflerenz  (xpix  . . . .  w)  -h  ^U)  —  t/^(x  ....  w)  bei 
dem  im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  und  bald  als  positiv  bald  als  negativ 

genommenen  x  sowie  bei  allen  beliebigen  reellen  Werthen  der  Elemente  x w 

reell  bleibt;  so  findet 

1)  ein  Maximum-Stand  statt,  wenn  diese  Difi'erenz  beständig  negativ  ist;    dagegen 
findet 

2)  ein  Minimum-stand  statt,  wenn  diese  Differenz  beständig  positiv  ist;   es  fin- 
det aber 

3)  weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum-stand  statt,    wenn  diese  Differenz 
weder  als  positiv  noch  als  negativ  gelten  kann. 

$.  116.    Soll  nun  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  x  die  Diffe- 
renz (v^x w)  -h  ^D)  —  V/(x  . . . .  w)  unter  allen  Umständen  ihr  Zeichen  nicht 

wechseln  können;  so  darf  sich,  wenn  man  für  JU  die  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende 
Reihe  entwickelt,  keineswegs  die  (in  8*  ^^  ^^^  ^^  aufgestellte)  allgemeine  Reihenform 

./ü  =r  X  .  3Ü  4-  —  •  a^ü  -h  —  .  d3U  -h 

1.2  1.2.3 

ergeben,  wo 

All        ^y^    X 
dü-^y-^y 

d  u  4u 

dy         ^  dy« 

etc.  etc. 
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ist;  denn  hierbei  wOrde  JV  Sogleich  roi(  x  das  ZeicKen  ändern.  CMe  Ar  JV  herzustel- 
lende Reihe  darf  also  nicht  mit  x  •  -j  -  *  dy  anfangen ,    wahrend  ^y  jede  beliebige  reelle 

ay 

Function  von  x  .  . .  .  w  ist,  und  man  jedem  einzelnen  der  Elemente  x  . . .  .  w  was  im-« 
mer  für  beliebige  reelle  Werthe  beilegen  kann.  Die  Reihe  fangt  aber  nicht  mit  x  •  /—^  •  dy 
an,  wenn  eine  von  folgenden  Gleichungen 

d,U  ft  .  drU  « 
-f-  =  0  oder  -r-  =  TT 
dy  dy         ü 

stattflndet.  Beide  Gleichungen  mQssen  für  jeden  beliebigen  reellen  Werth  der  Elemente 
X w  gelten ,  und  können  rückwärts  eben  noch  dazu  benfilzt  werden ,  zu  bestim- 
men, was  <jp(x  . . . .  w)  für  eine  Function  ist,  bei  welcher  möglicherweise  das  U  ein 
liaxhnum-stand  oder  Minfmum-sland  wird.    Das  Praktische  des  Verfahrens  ist  also: 

A)  Man  sehe  zu,  ob  die  Gleichung  ;r~  =  0  möglich  ist,  und  verbinde  diese  Glei- 
chung mit  der  ursprünglichen,  wodurch  man  für  y  und  U  gleichfalls  Functionen  von 
X ....  w  bekommt 

J    TT  Of 

B)  Hierauf  sehe  man   zu,  ob  die  Gleichung  --p  =  -jr  möglich  ist,  und  verbinde 

auch  diese  Gleichung  mit  der  ursprünglichen,  wodurch  man  für  y  und  U  gleichfalls 
Functionen  von  x w  bekommt. 

Dabei  ist  besonders  zu  berücksichtigen,  dass  man  jedesmal  soviel  als  mögKch  in 
Factoren  zerlegt. 

Das  Prufungsmiltel  lur  das  Vorhandensein  eines  Maximum-Standes  oder  Minimum- 
standes gewinnt  man,  wie  gesagt,  dadurch,  dass  man  die  Reibe  II  an  die  Stelle  des  y  in 
die  ursprüngliche  Gleichung  einsetzt.  Es  ist  aber  bequem,  vorerst  nur  <p(x  . . .  w)  -(-  x  •  ^ 
statt  der  Reihe  II  zu  nehmen,  und  erst,  wenn  man  den  sich  für  JV  ergebenden  Aus- 
druck auf  die  geeignete  Form  gebracht  hat,  wieder  die  entsprechende  Reihe  an  die 
Stelle  des  x  •  ^  zurückzuführen. 

X  X* 

Dabei  ist  $  =  dy  H •  d*y  -h  •  Ä-'y  H- ,  und  man  erkennt ,  dass , 

1*2  1.2.3 

weil  X  im  Momente  des  Verscbwindeos  ist ,  f)  gleichzeitig  mit  dy  endlich  und  positiv  oder 
negativ  ist,  jenachdem  man  das  willkorlicbe  dy  wählt. 

Das  erste  Gh'ed  der  lür  JV  herzustellenden  und  nach  PQtenzen  des  x  aufSsteigenden 
Reihe  rauss,  weil  es  sein  Zeichen  nicht  ändern  darf,  den  Factor  x  in  der  Weise  ent- 
halten, dass  sein  Exponent  entweder  eine  ganze  grade  Zahl  oder  ein  in  seinen  klein- 
sten Zahlen  ausgedrückter  Bruch  ist,  dessen  Zähler  aus  einer  graden  und  dessen  Nen- 
ner aus  einer  ungraden  Zahl  besteht 

Sollte  einmal  der  Quotient  -J—  die  unbestimmte  Form  ^  annehmen;   so  wird  die 

dy  0 

directe  Reihenentwicklung  nicht  nur  die  dem  \t/(\  . . . .  w)  nächstanliegenden  Nachbar- 
zustände herstellen;  sondern  sie  wird  auch  die  wahre  Bedeutung  dieser  Form  angeben 
(man  sehe  Aufgabe  18,  20,  33,  34). 

g.  117.  Die  beiden  Gleichungen  -p  »  0  und  -i"  *=*  ir  ^'^^^  ^^^  einzigen,  aus 
welchen  man  solche  Specialitäten  entnehmen  kann ,  bei  denen  möglicherweise  ein  Maxi- 

J    TT  H    f  T  9t 

raum-stand  oder  Minimom-stand  stattGndet;  denn  ist  weder  ~  =  0  noch  -^  =?  -rr-, 

H  II 

SO  muss  das  erste  Glied  der  für  J\5  herzustellenden  Reihe  nothwendig  ^  '  -i^'  '  ^y  ^®>"i 

wie  (aus  §.  62)  bekannt  ist. 

Wenn  aber  diese  beiden  Gleichungen  zugleich  bestehen,  oder  wenn  man  sie  in 
Factoren  zerlegen  kann;    dann  gibt  es  öfters  mehrere  Functionen  lür  y,    welche  einen 
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Maximam-stand  oder  Mioimumhstand  liefern.  Ea  iai  daber  nicht  QberflAaaig,  hier  nocli 
einmal  darauf  aofmerksam  zo  machen,  dass  jeder  darch  irgend  eine  für  y  gefundene 
Function  erzeugte  primäre  Zustand^  U'  «»  i//(x . . . .  w)  niemals  mit  den  dem  Werthe 
nach  in  angebbarer  Entfernung  befindlichen  ZosUnden,  sondern  nur  mit  allen  aelnen 
nächstanliegenden  Nachbarzuständen  verglichen  werden  darf.  Insofern  aber  bei  mehre- 
ren für  y  gefundenen  Functionen  sich  grossere  U  ergeben,  als  bei  den  den  gefundenen 
Functionen  nächstaniiegenden  Nachbarfunctionen ;  da  ist  auch  U  mehrmals  ein  Ifaxi- 
mum*4tand.  Insofern  aber  bei  mehreren  für  y  gefundenen  Functionen  sich  kleinere  U 
ergeben ,  als  bei  den  den  gefundenen  Functionen  nächstanliegenden  Nachbarfunctionen ; 
da  ist  auch  U  mehrmals  ein  Minimum-stand. 

« 

%.  118.  Besonders  in  den  Aufgaben  11«  12  und  15  mag  man  erkennen,  wie  nöthig 
es  ist,  sich  bei  Herstellung  des  Prüfungsmittels  lu  der  Ueberzeogung  hinzuarbeiten, 
dass  kein  einziges  wenn  auch  noch  so  spätes  Glied  der  für  J\]  herzustellenden  Reihe 
aus  irgend  einem  Grunde,  z.  B.  wenn  x  vom  Positiven'  ins  Negative  oder  umgekehrt 
übergeht,  und  drgl.,  imaginär  werden  kann.  Hat  man  sich  aber  zu  dieser  Ueberzeo- 
gung hingearbeitet,  so  ist  es  schon  genug,  wenn  man  nur  das  erste  Glied  vollständig 
hergestellt  hat,  da  alle  folgenden  Glieder  nichts  mehr  zum  Zeichenstande  des  ver- 
schwindendkleinen  Jl]  beitragen.  In  Beziehung  auf  die  Herstellung  dieses  ersten  Glie- 
des bemerke  man  nun  Folgendes: 

1)  Ist  -^  =  -TT-  gesetzt  worden,  so  muss  man  dieses  erste  Glied  durch  die  bereits 
besagte  directe  Reihenenlwickelung  herstellen;  ist  aber 

2)  -^  ea  0  gesetzt  worden,  so  ist  es  nicht  immer  nöthig,  directe  Keihenentwick- 
lung  zu  Hilfe  zu  nehmen,  sondern  man  kann  auch  auf  folgende  Weise  verfahren: 

A)    Wegen  -p-  «»  0  bleibt  im  Allgemeinen  nur 

a        d?ü 


1.2         dy2      ^ 


Bekonunt  nun  bei  den  jetzigen  Specialitäten  kein  GUed  der  Reihe  Null  in  den  Nenner, 

djü 
und  ist  der  Quotient  -^^  beständig  negativ  oder  positiv;  so  findet  bezüglich  ein  Maxi- 

djü        sß 

mnm-stand  oder  lfinimnm-«tand  statt.    Wird  aber  -r-«-  ==  -tt»  ao  maaa  man,  da  kein 

dy2         0 

Glied  einer  Reihe  Null  in  den  Nenner  bekommen  darf,  die  Entwickelungsweise  mittelst 

Differentiation  jetzt  aufgeben,  und  directe  Reihenentwickelung  zu  Hilfe  nehmen. 

B)    Wird  bei  den  jetzigen  Specialitäten  aber  -^  =  0,  so  bleibt  im  Allgemei- 
nen nur 

^ü    =    -^     .        y        .  ay3    ^. 

1.2.3       dy^       ^ 

Da  aber  im  Falle  des  Maximum-Standes  und  Minimum-Standes  das  erste  Glied  der  lür 
Ji]  herzustellenden  Reihe  kein  solches  sein  darf,  welches  den  Factor  x^  enthält,    well 

djü        ff 
dabei   Ji}   mit  x  sein  Zeichen   wechseln   würde;  so  inoss  entweder  -7~-  =  -^  oder 

dy3         0 

dlv  djü     e 

-^-5-  =  0  sein.    Ist  -~y  =  --,  so  mut^^  man  das  Prüfungsmittel  durch  directe  Rei- 

d^ü 
henentwickelung  herstellen;  wird  dagegen  -—-y  =  0,  so  kann 
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C)    im  Altgeroeineo  aar 


X*  djü 


1.2.3.4        dy*       ^ 


Nenner •  und  ist  der  Qoolient  -^  l>estftndig  negativ  oder  positiv,  so  findet  bezfiglieli 


bleiben ;  and  bekommt  bei  den  jetsigen  SpeeialitSten  iLein  Glied  der  Reihe  Noil  in  den 

dJU 

dy 

diu       S) 
ein  Maximum-Stand  oder  ein  Minimom-siand  stall,    ist  aber  -p^  «  _ ,   so   muss    man 

diu 
das  PrQfongsmittel  durch  directe  Reihenentwickelung  herstellen;  ist  aber -p^  =0, 

80  kann 

D)  im  Allgemeinen  nur 

1.9.3.4.5         dy*        ^ 

bleiben.    Da  aber  im  Falle  des  Maximum-Standes  und  Minimum-standes  das  erste  Glied 
der  für  JV  heriustellenden  Reihe  kein  solches  sein  darf,  welches  den  Factor  x^  enthält ; 

d^U       s  d?ü  d?ü       e 

so  muss  entweder  -r-r  —  -jr-  oder  -rr  =  ^  sein.    Ist  -r-r  =  tt»  *o  muss  man  das 

dy*        0  dy*  dy*         0 

djü 
PrOrungsmittel   auf  directem  Wege  herstellen;   wird   dagegen  -pj  =  0,  so  kann 

E)  im  Allgemeinen  nur 

yS  d?ü 

ju  =-  — i: —  .    y   .  ay6  -4- 

I.2.3....6'     dy^ 


bleiben ;  und  bekommt  bei  den  jetzigen  Speoialitäten  kein  Glied  der  Reihe  Null  in  den 

djü 
d^ 


Nenner,  und  ist  der  Quotient  -/-g  beständig  negativ  oder  positiv,  so  findet  bezüglich 


d!ü 
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ein  Maiimnro-sland  oder  Minimum-stand  statt;  ist  aber  -n-  ■»  ■^,  so  muss  man  das 

d?ü 
PrQrungsmittel  auf  directem  Wege  herstellen;  wird  dagegen  -—^  »  0,  so  kann 

F)    im  Allgemeinen  nur 

x'  d^ü 

i,s.3.  .7       dy^      ^ 


bleiben,  etc.  etc. 

Wie  man  weiter  zu  gehen  hat,  ist  nach  allem  Vorhergehenden  hinlänglich  klar. 
Auch  erkennt  man  jetzt,  dass  die  directe  Reihenentwicklung  das  allgemeine  nie  versa- 
gende Priifungsmittel  ist;  denn  sowie  überhaupt  keine  Reihe  eine  richtige  ist,  wo  irgend 
ein  Glied  Null  in  den  Nenner  bekommt;  so  sind  auch  die  durch  Differentiation  ent- 
wickelten Reihen  bekanntlich  nur  bis  zu  dem  Gliede  richtig,  welches  zuerst  Null  in 
den  Nenner  bekommt.  Dieses  Glied  ist  jedesmal  ein  falsches,  und  die  Reihe  muss  an 
dieser  Stelle  eine  andere  Form  haben,  welche  jedesmal  durch  directe  Entwicklung  her- 
gestellt werden  kann. 

Dass  ikbrigens  Falle,  wo  (bei  einer  und  derselben  Speciaiitat)  von  obigen  partiellen 
Differentialquotienten 

a)  entweder  der  erste  und  zweite 

b)  oder  der  erste,  zweite  und  dritte, 

c)  oder  der  erste,  zweite,  dritte  und  vierte, 
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etc.  elc.  gleichzeitig  zu  Null  werden,  nur  seilen  voricommen  iLönnen,  l>edarf  iLeines 
näher»  Nachweises. 

$.  119.    Weil  man   den  Eieinenten  x w  beliebige  specieile  Werthe  jr  . . . .  » 

beilegt,  so  kann  es  eine  Menge  Functionen  von  x  . . . .  w  geben,  welche  jetzt  alle  mit 
<3P(jr .  . . .  ko)  einerlei  Werth  haben.  Es  wird  also  auch  unter  den  Functionen ,  welche 
dem  <p(x  . . . .  w)  bei  jedem  Werthe  der  Elemente  x  . . . .  w  nächstanliegen,  und  be- 
kanntlich alle  in  der  allgemeinen  Form 

2  1 

q>(\ w)  -H  X  .  8(p(tl  .  .  .  .  w)  H .  ^y(x  .  ;  .  .  .  w)  H —  •  6^q)(x w) 


enthalten  sind,   eine  Menge  solcher  geben,  die  bei  x  =  ^, ,  w  =  m  alle  mit 

<p(X . . . .  w)  einerlei  Werth  haben.    Zwischen  den  so  geeigenschafleten  Functionen  und 
der  gesuchten  Function  findet  dabei  folgende  Gleichung  statt: 

1*2» 


+  -^^^  '  ^^^(J w)  + 


Da  aber  hier  das  x  im  Momente  des  Verscliwindens  befindlich  ist,  also  kein  Glied 
durch  die  Summe  aller  nachfolgenden  um  etwas  Angebbares  vermehrt  oder  vermindert 
werden  kann;  so  ist  letztere  Gleichung  nur  möglich,  wenn  einzeln  stattfindet 

Äg>ÖP »)  —  0,  ^<pOp »)  =  0,  d^q>(ji m)  «  0,  elc. 

Diese  Gleichungen  sind  aber  keine  identischen,  sondern  gelten  nur  bei  den  grade  ge- 
nommenen speciellen  Werlhen  ^ . . . .  w.  Sowie  nun  diejenigen  dem  9^(1 . . . .  w)  nächst- 
anliegenden Functionen ,  welche  bei  den  speciellen  Werlhen  ^  . . . .  m  mit  q>(j  . . . .  m) 
einerlei  Werth  bekommen ,  immer  andere  und  andere  sind ,  je  nachdem  man  sich  unter 
^. . ..  n»  immer  andere  und  andere  specieile  Werthe  denkt;  ebenso  müssen  die  Glei- 
chungen d<p(j  ....»)=  0,  ^vöc »)  —  0,  ^<y>(jc  ....»)  =  0,  etc. ,  immer  an- 
dere und  andere  sein ,  je  nachdem  man  sich  unter  ^ . . . .  to  immer  andere  und  andere 
Werthe  denkt  (man  vergleiche  $.  88,  besonders  Seite  t39  bis  .142). 


Untersuchung  2. 

Es  ist  U  ein  reeller  (gesondert  oder  ungesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 
X  . . . .  w,  y,  z  gebildeter  Ausdruck»  wo  die  Elemente  y  und  z  ganz  unabhängig  nnter- 
einander  sind;  und  man  sucht  eine  reelle  Function  der  nichtmutablen  Veränderlichen 

X w  IQr  y ,   und  auch  eine  (tbr  z ,   welche  beiden  Functionen  so  geeigenschaftel 

sind,  dass  dabei  U  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-Stand  wird. 

$.  120.  Da  U  ein  Maiimum-stand  oder  Minimum-Stand  werden  soll,  so  sind  die 
nichlmutableu  Veränderlichen  x  . . . .  w  noch  ganz  allgemein ,  d.  h.  mau  kann  jedem 
einzelnen  dieser  Elemente  was  immer  fOr  einen  beliebigen  besondern  reellen  Werth 
beilegen.  Wenn  man  nun  irgend  zwei  durch  ^'(x  . .  . .  w)  und  «p*'(x  . . . .  w)  dargestellte 
reelle  Functionen  bezfiglich  an  die  Stelle  des  y  und  des  z  in  die  urspröngliche  Glei- 
chung einsetzt;  so  bekommt  man  auch  lür  U  eine  Function  von  x w,  welche  üurdi 

V/(i .  . . .  w)  bezeichnet  sein  mag. 

Es  werden  (nach  $.  60)  alle  die  den  Functionen  q)'(\  . . .  .w)  und  <p"(\  .  . . .  w) 
nächstanliegenden  Nachbarfunctionen  bezöglich  dargestellt  durch 
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x2       ^,    _  ^  m} 


It)    (!»*'(» w)  H-  K  .  ^<p"(k w)  -H  —  •  a«<p"(x  . . . .  w)  H-  ^-^  .  d3g)"(x  . .  .  w) 


Der  Allgemeinheit  wegen  hat  man  die  unaufhörliche  Reihenform  genommen,  weil  die 
geschlossene  als  specieller  Fall  darin  enthalten  ist.  Auch  versieht  sich  von  selbst,  dass 
man  den  willkürlichen  reellen  Werth ,  welchen  man  dem  x  in  <;p'(x . . .  w)  und  cp"(x  . . .  w) 
beilegt,  auch  dem  in  dtp'{%. . .  . .  w),  dcp'*(x  .  . , .  w),  ^^'(x  . . . .  w),  S^qi*'(\  . . . .  w), 
etc.  enthaltenen  x  beilegen  muss;   und  so  fort;   ebenso  rouss  man  den  willkörlichen 

reellen  Werth ,    welchen  man  dem  w  in  (p*(\ w)  und  in  fp'Xx w)  beilegt, 

auch  dem  in  itp*(x  . .  . .  w),  d<p*'(\  . . . .  w),  S^<p*(x  . . . .  w),  ^^''(x  . . . .  w) ,  etc.  ent- 
haltenen w  beilegen.  Soll  aber  die. Reihe  I,  welche  mit  der  bestimmten  Function 
9'(x  . . . .  w)  anfangt,  alle  beliebigen  dem  ^^'(x  . . . .  w)  nächstanliegenden,  d.  h,  alle 
hinsichtlich  des  Werthes  dem  €p'{x  . .  .  .  w)  nächstvorangehenden  und  nächstnachfolgen- 
den reelleo  Nachbar/bnctionen  vorstellen ;  und  soll  ebenso  die  Reihe  II,  welche  mit  der 
bestimmten  Function  <p**(\  . . . .  w)  anfangt ,  alle  beliebigen  dem  <p''(x  ...  w)  nSchst- 
anliegendeo,  d.  h.  alle  hinsichtlich  des  Werthes  dem  q>"(x  . . .  .  w)  nSchstvorangehen- 
den  und  nXchstnachfoIgenden  reellen  Nachbarfunctlonen  vorstellen ;  so  muss  (nach  $.  60) 

1)  jeder  einzelne  der  Coefßcienten  dcp'(\  . .  . .  w),  3g)"(x  . . . .  w),  S^(p'(x. . .  w), 
^''(x ...  .  w) ,  etc.  eine  fQr  sich  beliebige  und  reelle  Function  sein ;  ferner  muss 

2)  das  Element  x  bald  als  positiv  bald  als  negativ  in  dem  Momente  des  Ver- 
sehwindens  befindlich  gedacht  werden. 

Da  ferner  durch  die  Reihen  I  und  II  Functionen  dargestellt  werden,  welche  von 
einander  ganz  unabhängig  sind;  so  ist  jeder  Coefßcient  der  einen  Reihe  von  jedem 
Coeffieient  der  andern  Reihe  unabhängig. 

%.  121.  Weil  man  den  Elementen  x  .  . .  .  w  beliebige  specielle  Werthe  ^  .  . .  .  m 
beilegt;  so  kann  es 

I)  eine  Menge  Functionen  von  x  . . . .  w  geben,  welche  jetzt  alle  mit  <f>*(j  .  . .  w) 
einerlei  Werth  haben.  Es  wird  also  auch  unter  den  Functionen ,  welche  dem  fp'(\ . .  w) 
bei  jedem  Werthe  der  Elemente  x  . . .  .  w  nächstanliegen,    und  bekanntlich  alle  in  der 

Reihe  I  enthalten  sind,  eine  Menge  solcher  geben,  die  bei  x  —  ^, ,  w  =  w  alle 

mit  q>*(jß  .  . . .  u»)  einerlei  Werth  haben.  Zwischen  den  so  geetgenschafteten  Functionen 
and  der  f&r  y  gesuchten  Function  findet  dabei  folgende  Gleichung  statt: 

^'0  ....»)  =  gj'O »)  -h   X  .  ötp\^  ....  »)  -f- P^<p'(t ro) 


+  TZI  •  ^"^'^       . .  »)  + 


2)  Es  kann  aber  auch  eine  Menge  Functionen  von  x  . . . .  w  geben,  welche  jetzt 
alle  mit  q>*%X . . . .  n»)  einerlei  Werth  haben.  Es  wird  also  auch  unter  den  Functionen , 
welche  dem  <p'\tl  . . . .  w)  bei  jedem  Werthe  der  Elemente  x  . . . .  w  nächstanliegen , 
ond  bekanntlich  alle  in  der  Reihe  II  enthalten  sind ,  eine  Menge  solcher  geben,  die  bei 

X  »  JE, ,  w  =  »  aUe  mit  tp'^ijß . . . .  m)  einerlei  Werth  h«i»en.  Zwischen  den  so 

geeigenschafteten  Functionen  und  der  für  z  gesuchten  Function  findet  dabei  folgende 
Gleichung  statt: 

V"Of  ....»)  =  fp*'i% »)  -h  X  .  9<p''(y »)  -h ^q>"{T ») 

1.2  ^ 

X^ 

^^"(j  ■  • . .  m)  -f- 


t.ff.3 

23 
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Da  aber  hierbei  das  x  im  Momente  des  Verschwindens  befindlich  ist,  also  kein 
Glied  darch  die  Summe  aller  nachfolgenden  um  etwas  Angebbares  vermehrt  oder  ver- 
mindert werden  kann;  so  sind  die  beiden  letzten  Gleichungen  nur  möglich,  wenn  ein- 
zeln stattfindet  d<p'(]p w)  =  0,  d(p''(j[ w)  «^  0,   Ü^(p'(v »)  =  0. 

^<p**(j ......  n))  =  0,  etc.  etc.  Diese  Gleichungen  sind  aber  keine  identischen,  son- 
dern gelten  nur  bei  den  grade  genommenen  speciellen  Werthen  ^ .  . . .  w.  Sowie  nun 
diejenigen  dem  <3p'(x  . . . .  w)  oder  dem  9>''(x  . . . .  w)  nächstanliegenden   Functionen, 

welche  bei  den  speciellen  Werthen  f w  entweder  mit  (p*{ji lo)  oder  mit 

qi**(j  . . .  .  n))  einerlei  Werth  bekommen ,  immer  andere  und  andere  sind ,  je  nachdem 
man  sich  unter  )r . . . .  m  immer  andere  und  andere  specielle  Werthe  denkt;   ebenso 

müssen  die  Gleichungen  dtp'ijp  . ...»)«-  0,  ^g)"öc w)  =  0,  ^qp'Oc »)  =  0, 

^(p"(jr . . . .  w)  =  0,  etc.  immer  andere  und  andere  sein,  je  nachdem  man  sich  unter 
^ . . . .  w  immer  andere  und  andere  specielle  Werthe  denkt  (man  vergleiche  $.  88,  be- 
sonders Seite  139  bis  142). 

§.  123.  Setzt  man  die  Reihen  I  und  11*  welche  kürzer  auch  dargestellt  werden 
können  durch 

III)    <P'(x w)  4-K-<Jy  -H  ~i  .  d«y-h  ~^  ^ 


IV)    <p"(\ w)  4-  X  .  <Jz  H •  ^z  -h 


6H 


1.2.3 


bezüglich  an  die  Stelle  des  y  und  des  z  in  die  ursprüngliche  Gleichung  überall  ein;  so 
bekommt  man  die  dem  U'  «»  i^x  . . . .  w)  nächstanliegenden  Nachbarzustände»  welche 
mit  (U'  +  //C)  oder  mit  (t^x . . . .  w)  +  ^^ü)  bezeichnet  werden,  und,  wenn  man  sie 
in  eine  nach  Potenzen  des  x  fortschreitende  Reihe  entwickeln  will,  nur  in  eine  nach 
Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  entwickelt  werden  dürfen,  eben  weil  x  im  Momente 
des  Verschwindens  befindlich  ist.  Wenn  nun  die  Differenz  (V;(x . . .  w)  -H  ^iU)  —  Mi^  •  •  w) 
bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  und  bald  als  negativ  bald  als  posi- 
tiv genommenen  x  sowie  bei  allen  beliebigen  reellen  Werthen  der  Elemente  x w 

reell  bleibt;  so  findet 

1)  ein  Maximum-Stand  statt,  wenn  diese  Differenz  beständig  negativ  ist;  dagegen 
findet 

2)  ein  Minimum-stand  statt,  wenn  diese  Differenz  bestandig  positiv  ist;  e^  findet 
aber 

3)  weder  ein  Maximum-stand  noch  ein  Minlipnm-stand  statt »  wenn  diese  Differenz 
weder  als  positiv  noch  als  negativ  gelten  kann. 

Da  die  Coefficienten  der  Reihe  1  (oder  III)  von  den  Coefficienten  der  Reihe  II 
(oder  IV)  unabhängig  sind,  so  ist  es  nicht  nöthig,  zur  Gewinnung  des  Prüfungsmitteis 
diese  ganzen  Reihenformen  in  die  ursprüngliche  Gleichung  einzusetzen,  sondern  man 
kann  auch  hier  zur  Requemlichkeit 


und 


X  •  9J  anstatt  x  •  ^  h •  ^y  H •  ^'v 

^  "^  1.2  "'  1.2.3 


%  '  d  anstatt  x  •  ^z  -h  —  •  ^z  H ^'z  -+- 

1.2  1.2.3 


einführen,  und  erst,  wenn  man  den  für  ^  sich  ergebenden 'Ausdruck  auf  die  geeignete 
Form  gebracht  hat,  statt  x  •  $  und  x  •  jQ.  die  entsprechenden  Reihen  zurückführen. 


»         -.       .        x2 


Dabei  ist  !|ß  =  dy  H •  a«y  H ^^y 

^  "^  1.2  '^  1.2.3 


X  x2 

und  CX  z=  H  -{ •  d^  -h  .  dh  -h 

1.2  1.2.3 


..... 
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woraD  HMD  eriteiint,  dus,  weil  %  im  Momente  des  VersohwiDdens  iftt,  des  ^  gieichieilif 
mil  dy,  und  das  0  gleichzeitig  mit  dz  endlich  und  positiv  oder  negativ  ist,  jenacbdem 
man  das  willlLürlicbe  Öj  und  das  willkürliche  dz  wählt. 

Hat  man  nun  auf  diese  Weise  für  JV  eine  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe 

entwickelt,  so  hat  man  zu  unterscheiden: 

1)  das  erste  Glied  enthält  f)  und  jd  zugleich.  Hier  hat  man  nur  (nach  g.  11—19) 
zu  untersuchen,  oh  dieses  erste  Glied  beständig  einerlei  Zeichen  behält,  und  kein  einzi- 
ges wenn  auch  noch  so  spätes  Glied  aus  irgend  einem  Grunde  imaginär  werden  kann. 
Soll  aber  dieses  erste  Glied  beständig  einerlei  Zeichen  behalten,  so  muss  namentlich 
der  Exponent  des  x  eine  ganze  gerade  Zahl  oder  ein  in  seinen  kleinsten  Zahlen  ausge- 
drückter Bruch  mit  gradem  Zähler  und  ungradem  Nenner  sein. 

2)  Das.  erste  Glied  der  f&r  JU  hergestellten  Reihe  enthält  nur  $  und  nicht  auch 
Cl,  sondern  das  jCl  kommt  erst  in  einem  spateren  Gliede  vor.  Hier  ist  nicht  genug, 
wenn  das  erste  Glied  das  Zeichen  nicht  wechseln  kann;  sondern  man  bedenke,  dass 

die  dem  U'  =  t/;(x w)  nächstanliegenden  Nachbarzustände  (i/^cx  . . . .  w)  +  JV) 

dadurch  erzeugt  werden,  dass  man  an  die  Stelle  des  y  alle  dem  (p*(x w)  uächsl- 

anliegenden  Nachbarfuoclionen  setzt,  wobei  man  sorgsam  zu  beachten  hat,  dass  die  Ele- 
mente X w  jeden  beliebigen  reellen  Werlh  annehmen  können.     Unter  den  dem 

(p'(x  . . . .  w)  nächstanliegenden  Nachbarfunctionen  befinden  sich  dann  auch  die ,  welche 

bei  spedellen  Werthen  x  =  jr w  =  m  alle  mit  g)'(j[ m)  einerlei  Werth 

haben,  wo  also  dg>'(j[ lo)  »  0,  S^(p'(jt m)  =  0,  etc.  ist,  so  dass  es  Fälle 

gibt,  wo  9  ""  ^  >s^9  wjihrend  das  jd  nicht  zu  Null  wird.  Hat  man  nun  eine  nach  Po- 
tenzen des  X  aufoteigende  Reihe  ffir  JV  hergestellt,  wo  erst  in  einem  späteren  Gliede 
das  d  vorkommt;  und  hat  man  sich  fiberzeugt,  dass  kein  einziges  wenn  auch  noch 
so  spätes  Glied  aus  irgend  einem  Grunde  imaginär  werden  kann;  und  behält  das  erste 
Glied  beständig  einerlei  Zeichen:  so  muss  man  noch  zusehen,  ob  bei ^  =  0  dasjenige 
von  den  zoröckbleibenden  Gliedern,  welches  jetzt  mit  der  niedrigsten  Potenz  des  x  sowie 
auch  mit  jd  versehen  ist,  mit  dem  (vorher  vorhandenen  nun  aber  weggefallenen)  ersten 
Gliede  einerlei  und  ein  unwandelbares  Zeichen  behält.  Nur  unter  dieser  Bedingung  kann 
ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  bestehen  (Man  sehe  die  Aufgaben  26  und  27). 

3}  Sollte  das  erste  Glied  der  f&r  J\J  hergestellten  Reihe  nur  jd  und  nicht  auch 
9  enthalten,  sondern  das  ^  erst  in  einem  späteren  Gliede  vorkommen ;  so  verfahre  man 
jetzt  mit  jd,  wie  vorher  mit  ^,  und  umgekehrt 

S-  123.  Soll  nun  bei  dem  im  Momente  des  Verschwtndens  gedachten  x  die  Diffe- 
renz {'ipti .....  w)  -H  ^AJ)  —  ti/(x w)  unter  allen  Umstinden  ihre  Zeichen  nicht 

wechseln  kdnoen^  so  mfissen  (wie  schon  im  vorigen  §.  erörtert  ist)  in  der  für  JU  her- 
zustellenden Reihe  alle  die  verschiedenen  Ausdröcke,  welche  möglicherweise  das  erste 
Glied  werden  können,  einerlei  und  ein  unwandelbares  Zeichen  haben;  denn  das 
Zeiehen  der  Summe  aller  Glieder  ist  mit  dem  Zeichen  des  jedesmaligen  ersten  Gliedes 
einerlei.  Wenn  man  also  ffir  J\]  die  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  entwi- 
ckelt, flo  darf  sich  keineswegs  die  (in  §«63  nnd  65  angestellte)  allgemeine  Reihenform 


^  «  «  .  dU  H-  -^  .  d«ü  -+-  — .  d3ü  -I 

1.2  1.2.3 


ergeben,  wo 


du  =  ^  •  dy  •+-   -f-  .  dz 
dy  dz 


etc.  etc. 

ist;  denn  dabei  wurde  das  Jl]  zugleich  mit  x  sein  Zeichen  ändern.    Die  für  Jl}  herzu- 
stellende Reihe  darf  also ,  was  man  auch  immer  Ar  Umstände  eintreten  lassen  mag , 

/d,ü      .      .     d,ü    ,  \         ,      .,        cl»U     .           u     •.        dxU    , 
weder  mit  x  •  y-^   •  dy   -h    -J-  •  dz ) ,  noch  mit  x  .  -p  •  dy ,  noch  mit  x  •  -^  •  dz  an- 
fangen, während  sowohl  dy  als  auch  dz  jede  beliebige  reelle  Function  von  i w 

vorstellt,  imd  man  jedem  einzelnen  der  Elemente  x w  was  immer  f&r  beliebige 
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reelle  Werlke  beilegen  kann  Es  k^duieu  aher  keioerlei  UnsliMie  einiraffMi,  bei  wel^ 
eben  die  Reihe  mit  einem  dieser  drei  Ausdrücke  anßDgl,  sobald  eines  von  folgenden 
vier  Systemen  zweier  Gleichungen  stattGndet : 

,.    d,ü       .,       -  d^ü       ^ 
1)    -I-  ==  0  und  -—  =  0 
^     dy  dz 

^     dy  dz  0 

-^     dy         0  dz 

..     d,ü        «         ,  d,U        » 
^     dy         0  dz         0 

Alle  diese  Gleichungen  müssen  (Dr  jeden  beliebigen  Werth  der  Elemente  x w 

gelten;  und  jedes  dieser  vier  Systeme,  welches  überhaupt  mdglich  ist,  kann  rückwärts 
eben  noch  dazu  benülzt  werden,  zu  bestimmen,  was  9)'(x  . . . .  w)  und  fp**(x  .  . . .  w) 
fiir  Functionen  sind,  bei  denen  möglicherweise  U  ein  Maximum-stand  oder  Minimum- 
stand wird. 

Dabei  ist  besonders  zu  berücksichtigen,  dass  man  jedesmal  soviel  als  möglich  in 
Factoren  zerlegt. 

Sollte  einmal  einer  der  Quotienlen  -p-  oder  ^  die  nnbestimmle  Form  g  nooeli- 

men,  so  wird  die  (schon  im  vorigen  $.  beschriebene)  direole  Reihenentwickelung  nicht 

allein  die  dem  i^(i w)  nächstanliegenden  Nachbarzustände  herstellen ,  sondern  sie 

wird  auch  die  wahre  Bedeutung  dieser  unbestimmten  Formen  angeben,  wie  dieses  in 
Aufgabe  33  und  34  geschehen  ist 

$.  124.  Diese  (im  vorigen  $.  aufgestellten)  vier  Systeme  zweier  Gleichungen  sind 
aber  die  einzigen,  aus  welchen  man  für  y  und  z  solche  Functionen  entnehmen  kann, 
bei  denen  möglicherweise  ein  Maximum-stand  oder  Minimnm-stand  stattfindet,  wovon 
mau  sich  auf  folgende  Weise  überzeugt: 

1)    Wenn  keiner  der  Quotienten  -p  und  -p-  zo  Null  werden  oder  Null  in  den 

Nenner  bekommen  kann,  so  ist  x  •  /-^  •  dy  +   -~  *  ds)  jedenfalls  das  erste  Glied 

der  für  J\]  herzustellenden  Reihe,  wobei  JV  zugleich  mit  dem  im  Momente  des  Yer- 
Schwindens  befindlichen  x  sein  Zeichen  wechselt. 

9)   Ist  entweder  ^  =  0  oder   ^  =:  ~ ,  während   weder   ^    »  0  aoeh 
'  dy  dy  0  dz 

H  IT         9\ 

■^  SS  .g.  ist;  80  kann  in  der  für  ^ .herzuatellenden  Reihe  das  Glied,  welches  unter 

den  mit  der  Mutation  des  z  behafteten  das  erste  ist,  kein  anderes  als  x  •  •-—  •  dz  sein. 

dz 

Nun  sind  unter  den  der  für  y  gesuchten  Function  nächstanliegenden  Nachbarfiinctlonen 

auch  diejenigen  enthalten,  welche  bei  den  beliebigen  speciellen  Werthen  )r m  alle 

mit  <p'(y w)  einerlei  Werth  bekommen;  dabei  ist  6y  =  d<p'(ß m)  =  0, 

^y  =  ^(p*(^ w)  ""0,  etc.,  so  dass  anter  den  Ausdrücken,  die  jetzt  zurückblei- 
ben, X  •  -y-  •  dz  der  erste  ist,  also  jetzt  J\]  mit#e  sein  Zeichen  ändern  könnte, 
dz 

3)    Ist    T^  =  0  oder  ^  =  ^,   während  weder  ^  =  0  noch  ^^  =  ^  ist; 
-^  dz  dz         0  dy  dy         0 

so  verhält  es  sich  jetzt  mit  dem  Ausdrucke  x  •  -^  •  dy,  wie  vorhin  mit  x  •  -p-  •  dz, 

und  umgekehrt. 
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Weno  aber  mehrere  dieser  Systeme  sweier  Gleichaogen  zugleieh  besteheo,  oder 
wenQ-jmen  jede  einieloe  Gleichung  in  Facloren  zerlegen  kann;  dann  gibt  es  öfters 
mehrere  Fonetmiea  sowohl  Ar  y  ab  auch  Ar  x,  welehe  einen  llaximam-stand  oder  M»- 
niroam-stand  liefern*  Man  erinnere  sich  also  abermals  daran»  dass  jeder  durch  irgend 
eine  fSr  y  und  z  gefundene  Function  erzeugte  primäre  Zustand  U'  >»  1^1 . . . .  w)  nie- 
mals mit  den  dem  Werthe  nach  in  angebbarer  Entfernung  befindlichen  Zuständen,  son- 
dern nur  mit  seinen  nächstanliegenden  Nacbbarzuständen  verglichen  werden  darf.  In- 
soferne  daher  bei  mehreren  f&r  y  und  z  gefundenen  Functionen  sieh  grössere  U  erge- 
ben, als  bei  den  den  gefundenen  Functionen  nächstanliegenden  Nachbarfunctionen;  da 
ist  auch  U  mehrmals  ein  .Maximannstand.  Insoferne  aber  bei  mehreren  für  y  und  z 
gefundenen  Functionen  sich  kleinere  U  ergeben ,  als  bei  den  den  geftindenen  Functionen 
nSchstanliegenden  Nachbarfunctionen?  da  Ist  auch  U  mehrmals  ein  Mlninram-stand. 

$.  125.  Hier  mag  noch  ein  Nachtrag  zur  Herstellung  des  Prüfnngsmittels  folgen. 
Wenn  man  sich  auf  irgend  einem  Wege  tkberzeugt  hat,  dass  kein  einziges  wenn  auch 
noch  so  spätes  Glied  der  flkr  JU  herzustellenden  Reihe  ans  Irgend  einem  Grande,  z.  B. 
wenn  x  vom  Positiven  ins  Negative  fibergeht,  nnd  deigh,  imaginär  werden  kann;  so 
hat  man  zweierlei  zu  unterscheiden,  nemlieh  wenn 

1)  die  (Ür  y  und  z  gesuchten  Functionen  aus  einem  der  Systeme,  wo  von  den 

Quotienten  -—-  und  -~  entweder  einer  oder  auch  beide  Null  in  den  Nenner  bekom- 
men haben,  entnommen  sind;  so  mnss  das  Prfifungsmlttel  durch  directe  Reihenent- 
Wickelung  hergestellt  werden.    Sind  aber 

2)  die  für  y  und  z  gesachten  Functionen  aus  dem  Systeme ,  wo  zugleich  -p  »  0 

und    --—  =  0  ist,  entnommen;  so  ist  es  nicht  fmmer  nöthig,  directe  Reihenentwicke- 
dz 

lung  zu  Hilfe  zu  nehmen.  Wegen  -^  =  0  und  ~  »  0  bleibt  nemlieh  im  Allge- 
meinen nur  ' 


X»       /<Cü  ddU  <^llü         \ 


+ 


Wenn  nun  von  diesen  partiellen  Diiforentialquotienten  keiner  zu  Null  wird,  und  keiner 
Null  in  den  Nenner  bekommt;  so  ist  bei  dem  Im  Momente  des  Verschwindens  befind- 
lichen X 

x^ 

A)  das  JV  negativ ,  wenn  der  zu  —  gehörige   Factor   beständig   negativ   bleibt , 

LS 
d^ü  djü 

was  (nach  $.  11  —19}  eintrifft,  wenn  --pj  und  -^-j  gleichzeitig  negativ,  und  der  Aus- 

drock  -^  ^  TT  "  Iddz/  ^^^  '^^'  ^^  diesem  Falle  findet  ein  Alaiimam-«tand 
statt    Dagegen  ist 

B)  das  JU  positiv,  wenn  der  zu  —  gehörige  Factor  beständig  positiv  bleibt,  was 

d^ü  djü  d^ü      djü      /d  d  VV 

(nach  8-  n-19)  eintrifft,  wenn  -^  und  -^  ond  der  Ausdruck  ^  ><  dP""  \d^/ 

gleichzeitig  positiv  sind.    In  diesem  Falle  findet  ein  Minimum-stand  statt. 

d?U 
Ist  aber  -p^  =  0,  so  bleibt  im  Allgemeinen  nur 


JV  =  —  .  (^  .  dy2  +  2  .  ^^  .  dy  .  dz) 
!•»      \dy*      '  dy.dx      '        / 
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Hier  kann  der  zu  -- -  gehörige  Factor  sein  Zeichen  wechseln,  and  es  Gudet  weder  ein 
BiaximQm-sla&d  Mch  Minimam-atand  statt  (Mao  sehe  z.  B.  Aufgabe  85).    Weaa  aber 

d^ 

i2i 


^  «•  0  ist,  and  onr  bleibt 


^=^■(»•^^*•--s•^•■)- 


x8 

80  kann  der  zu  —  gehörige  Factor  wieder  sein  Zeichen  wechseln ,  and  es  findet  aber- 
mals weder  eio  Maximam-stand  noch  Minimum-staod  statt  (Man  sehe  z.  B.  wieder  die 
Aufgabe  25). 

^l^  d  d  ü 

Ist  aber  gleichzeiUg  -^  —  0  und  j^-^gj  «  0,  so  bleibt  im  Allgemeinen  nur 

^ü  «  —  .  -^  .  (Jy2  -h 


1.3       dy« 


Ob  aber  jetzt  ein  Maximnm-^tand  oder  Minimum-stand  stattfinde,  wird  sich  durch  di- 
recte  Reihenentwickelung  zeigen  (Man  sehe  Aufgabe  26). 

d  d  ü  <i^Ü 

Ist  aber  gleichzeitig  ^  \^^  =  0  und  -^  =  0,  so  bleibt  Im  Allgemeinen  nur 

X«       djü 
1.2       dz* 


wobei  ebenfalls  das  PrQAingsmittel  durch  directe  Reihenentwickelung  hergestellt  wer- 
den muss. 

<JtÜ    ddü     d^U 
Sollte  aber  von  den  Coefflcienten  -/^ ,    ,^  \    ,  -r-5-  ein^r  oder  zwei,  oder  alle  drei 

ay*     dy.dz  '   dz* 

Null  in  den  Neuner  bekommen  so  muss  man  das  Prüfungsmittel  jedenfalls  auf  directem 

Wege  herstellen.    Werden  aber  diese  drei  Coefficienten  gleichzeilig  Null,  so  bleibt  im 

Allgemeinen  nur 

x3     /cl?ü  djd^ü  d,d?ü 

1.2.3    \dy3      ''  dy*  •  dz      '  dy  •  dz*     ^ 


d« 
dz3 


Wenn  nun  kein  einziger  dieser  partiellen  Difierentialqnotienten  zu  Null  wird ,  oder  Null 
in  den  Nenner  bekommt;  so  findet  weder  ein  Maximnm-stand  noch  Minimum-stand  statt 
Bekommen  aber  einige  oder  alle  Null  in  den  Nenner;  so  muss  man  das  Pr&fungsmittel 
auf  directem  Wege  herstellen.    Sind  aber  alle  Null,  so  bleibt  im  Allgemeinen  nur 

1.2.3.4    \dy*      ^  dy3 .  dz      ^  dy*«dz*      ^ 

d,d»ü  dfü         \ 

-^^•:5;rT^."'y^«^H-^-^2V-^ 


dy  •  dz3      ^  dz* 


Wenn  kein  einziger  dieser  parüellen  Dlfferentialquotienten  zu  Null  wird,  oder  Null  in 
den  Nenner  bekommt;  so  findet  jetzt  ein  Maiimum-stand  statt,  sobald  der  eingeklam- 
merte Factor  unter  allen  Umständen  negativ  bleibt;  dagegen  findet  ein  Minimum-atand 
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sCaU ,  sobald  der  eingeklammerte  Faetor  mter  aHen  Umslindea  poeitiv  Meibt  (Ans  den 
Sg.  11 — 19  ersieht  man,  wie  die  hierzu  nöthigen  BedingoogeB  antisefaoden  werden). 

Wie  man  weiter  gidien  muss,  ist  aas  allem  Voriiergehendea  hinlänglich  klar;  aneh 
bedarf  es  keines  näheren  Nachweises,  dass  Fälle,  wo  man  das  Prttfongsmillel  an  eineoi 
noch  spateren  GUede  der  für  JU  herzustellenden  Reihe  entnehmen  mass,  nur  hdchsC 
selten  vorkommen. 


Untersnchung  3. 

Es  Ist  U  ein  reeller  (gesondert  oder  ongesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 

X w,  y,  z,  V  gebildeter  Ausdmck,  wo  die  Etemente  y,  z,  v  ganz  onabhäogig 

untereinander  sind;  und   man  sucht  eine  reelle  Fnnction  der  nichtmotablen  Veränderli- 

cben  X w  fikr  y>  und  auch  eine  ffir  z,  und  eine  für  v,  welche  drei  Funotionen  so 

geeigensehaflet  sind»  dass  dabei  13  ein  Maumum-stand  oder  Minimum^tand  wird. 

§.  126.    Da  U  ein  Maximum-stand  oder  Minimom-stand  werden  soll,  so  sind  die 

nichtmutablen  Veränderlichen  x w  noch  ganz  allgemein,  d.  h.  man  kann  jedem 

einzelnen  dieser  Elemente  was  immer  für  einen  beliebigen  besonderen  reellen  Werth 

beilegen.     Wenn  man  nun  irgend  drei  durch   (je>'(x w),   9)''(x w)  und 

g>'"  (x w)  dargestellte  reelle  Functionen  bezüglich  an  die  Stelle  des  y,  des  z 

und  des  v  in  die  ursprQngliche  Gleichung  flberall  einsetzt;  so  bekommt  man  auch  für  U 
eine  Function  von  x w ,  welche  durch  t^x w)  bezeichnet  sein  mag. 

Es  werden  (nach  $.  60)  alle  die  den  Functionen  q>*{x w),  q>''(TL w) 

und  <p"\i^ w)  nächstanliegenden  Nachbarfonctionen  bezüglich  dargestellt  durch 

I)    g)'(x  . .  . .  w)  -4-  X  •  dg>'(x w)  H •  ^'(x w) 


X2 


II)     ip*'(x w)  4-  X  .  dq>''(jL w)  +  -^  .  d^(p"(j. w) 

1.2 

m)  9»'''(x  —  w)  -+-  X .  v"(y  —  w)  -4-  — .  ditp'^Xx . .  • .  w) 

1 .2 


Der  Allgemeinheit  wegen  hat  man  die  unaufhörliche  Reihenform  genommen,  weil  die  ge- 
scbloasene  als  specieller  Fall  darin  enthalten  isL  Auch  versieht  sich  von  selbst,  dass  man 
den  willkikrlichen  reellen  Werth,  welchen  man  dem  x  in  q)\j. . . . .  w),  in  q>"(TL . . .  w) 
und  in  9'"(x  . . .  w)  beilegt,  auch  dem  in  d(p'(j. . . .  w),  S<p'*{\  . .  •  w),  dq>'"(yi . . .  w)» 

d2^'(x w),  ^9''(x .....  w),  ^<p'*'(tl w),  etc.  enthaltenen  x  beilegt,  und 

so  fort. 

Ueberhaupt  ist  Alles,  was  den  Inhalt  der  beiden  g§.  115  und  120  ausmacht,  auf 
die  hier  aufgestellten  Reihen  I,  II  und  III  zu  erstrecken. 

$.  127.    Setzt  man  die  Reihen  I,  II  und  III,  welche  kürzer  auch  dargestellt  wer- 
den können  durch 

X« 


IV)    9,^(x  . , . .  w)  H-  X  .  ay  -4-  —  .  a^y  -H  j^  .  a3y  -h 


V)     a>"(x  .  .  .  .  w)  H-  X  .  ^z  -H  —  • 


x3 

1.9.9 


2  % 

VI)     <p^''(X  .  .  . .  W)  -h  X  .  av  -h  —  •  ^V    -f-    -^  .  d3v  + 

1  .  V  1  •  mm  9 
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betöf^iek  ao  die  Stolle  des  y ,  des  e  «od  des  v  ia  die  «reprtegliebe  Gteiehwig  Oberall 
ein;  so  bekommt  man  die  dem  U'  ^=  t^x . .  ■  .  w)  DäcbsUnliegeiiden  Nacbbarzoalinde, 
welche  mit  (U'  +  ^U)  oder  mit  (^z  . « . .  w)  +  ^D)  beieiebaet  werden,  und,  wenn 
man  sie  in  eine  nack  Potenzen  des  x  fortschreitende  Reihe  entwickeln  will»  nur  in  eine 
nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reibe  entwickelt  werden  dfkrta,  eben  weil  x  im  llomeAte 
des  Verschwindens  befindlich  ist.  Wenn  nun  die  Differenz  (t^(x  . .  w)  +  JU)  —  i/^x  .  • .  w) 
bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  ond  bald  als  positiv  bald  als  nega- 
tiv genommenen  x  sowie  bei  allen-  beliebigen  reellen  Wertheu  der  Elemente  x w 

reell  bleibt;  so  findet 

1)  ein  Maximum-Stand  statt,  wenn  diese  Differenz  bestandig  negativ  ist;  dage- 
gen findet 

2)  ein  Minimum-Stand  statt,  wenn  diese  Differenz  beständig  positiv  ist;  es  fin- 
det aber 

3)  weder  ein  Maximanhetand  noch  Mininwm*sland  statt,  wenn  diese  Differenz  we- 
der als  positiv  noch  als  negativ  gelten  kann. 

Da  die  Reihen  I,  II,  III,  oder,  was  dasselbe  ist,  da  die  Reihen  IV,  V.  VI.  ganz 
unabhängig  untereinander  sind;  so  ist  es  nicht  ndtkig,  zur  Gewinnung  des  PrflAingsmit- 
tels  diese  ganzen  Reihenformen  in  die  ursprüngliche  Gleichung  einzusetzeut  sondern 
man  kann  auch  hier  zur  Requemlicbkeit 

X  •  ^  statt  X  .  ^y  -I .  ^y  -4-    -—  •  ^^  -+- 

^                             x^                      x3 
y  •  C  statt  X  '  dz  -h  •  iPz    ■+■  •  ^^z  -h 

1.8  1.8.3 

X  •  9t  Stall  X  .  <!v  -H  —  •  d«v  -f-  -^  .  d^  4- 

1.2  1.2.3 

einfuhren,  und  erst,  wenn  man  den  fi&r  Jl]  sich  ergebenden  Ausdruck  auf  die  geeig- 
nete Form  gebracht  hat ,  statt  x  •  y ,  x  •  Ol,  x  •  ft  die  entsprechenden  Reihen  zorfick- 
fllhren. 

Dabei  Ist  $  -•  ^y  -t-  —  •  ^y  H •  ^  H- 

^  '  1.2  "^  1.2.S  "^ 

X                      x' 
und  D  =  ^z  H •  Ä  H •  d^z  -h 

1.8  1.2.3 

X                       x^ 
and  91  »  ^Y   h dhr  -\ •  d^v  -f- 

1.8  1.2.3 

woran  man  erkennt,  dass,  well  x  im  Moneute  de«  Yerscbwindent  ist,  daa  $  gletchsettif 
mit  dy,  dai  D  gleichzeitig  mit  dz,  ond  das  9t  gleichzeitig  mit  Ör  endlich  und  positiv  oder 
negativ  iit,  je  nachdem  men  das  willkürliche  dy,  das  wilULÖrliche  dz,  und  das  willkürliche 
dv  wählt. 

Hat  man  nun  auf  diese  Weise  eine  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  ent- 
wickelt, so  hat  man  zu  unterscheiden: 

1)  das  erste  Glied  dieser  Reihe  enthält  $,  Cl  und  8t  zugleich.  Hier  hat  man 
nur  zu  untersuchen,  ob  keines  der  folgenden  wenn  auch  noch  so  späten  Glieder  aus 
irgend  einem  Grunde  imaginär  werden  kann,  und  ob  das  erste  Glied  unler  allen  Um- 
ständen einerlei  und  ein  umwandelbares  Zeichen  behält  (welche  lelztere  Untersuchung 
nach  8*  ^^  —  ^^  vorgenommen  wird). 

2)  Das  erste  Glied  dieser  Reihe  enthält  nur  ^  und  £1,  und  nicht  auch  9(,  son- 
dern das  9t  kommt  erst  in  einem  spätem  Gliede  vor.  Hier  ist  es  nicht  genug,  weno 
das  erste  Glied  sein  Zeichen  nicht  wechseln  kann;  sondern  man  bedenke,  dass  die  dem 
U'  =  ^x  . . . .  w)  nächstanliegenden  Nachbarznslände  (v^d  . .  .  .  w)  -+■  JU)  dadurch 
erzeugt  werden ,  dass  man  an  die  Stelle  des  y  alle  dem  g>X^  .  . . .  w) ,  an  die  Stelle 
des  z  alle  dem  qp''(z  . . . .  w) ,  und  an  die  Stelle  des  v  alle  dem  tp'**(z . . . .  w)  nächst- 
anliegenden Nachbarihnctionen  setzt,  wobei  man  sorgsam  zu  beachten  hat,  dass  die 
Elemente  x  . . . .  w  jeden  beliebigen  reellen  Werth  annehmen  können.    Unler  den  dem 
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g>\x . . . .  w)  Dächstanliegenden  NachbarTaactionen  befiodeo  sich  dann  auch  die,  welche 
bei  speciellen  Werlhen  x  »  ;r,  . . .  . ,  w  =  lo  mit  qp'Or ....»)  einerlei  Werth  haben , 
wobei  dtpXt-  . . .  m)  =  Oy  ^<p*(j[  . . . .  w)  »  0,  etc.  ist.  Ebenso  befinden 'sich  unter 
den  dem  ^''(x  . . . .  w)  nächstanliegenden  Nachbarfünictionen  aach  diejenigen,  welche 
bei  den  nemlichen  speciellen  Werthen  alle  mit  qp'^Or . . .  •  lo)  einerlei  Werth  haben; 
wobei  ^9>''0r  ..*.»)»  0,  (fi<p'*(f  .  . . .  lo)  =  0,  etc.  ist  Man  kann  sich  also  Fälle 
denken,  wo  sowohl  ^  =  0  als  auch  d  =  0  ist,  während  9t  nicht  wegfällt.  Hai  man 
non  fihr  AH  eine  nach  Potenzen  des  x  aofsleigende  Reihe  hergestellt ,  wo  das  erste 
Glied  nor  ^  und  d  enthält,  und  behält  dieses  erste  Glied  immer  dasselbe  unwandel- 
bare Zeichen ;  so  sehe  man  zu ,  ob  bei  $ «»  0  und  d  *=>  0  dasjenige  von  den  zurück- 
bleibenden Gliedern,  welches  jetzt  mit  der  niedrigsten  Potenz  des  x  behaflet  und  mit 
9t  versehen  ist,  mit  dem  (vorher  vorhandenen  nun  aber  weggefallenen)  ersten  Gliede 
einerlei  und  ein  unwandelbares  Zeichen  behält.  Nur  unter  dieser  Bedingung  kann  ein 
Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  bestehen. 

3)  Das  erste  Glied  dieser  Reihe  enthält  nur  ^ ,  und  nicht  auch  d  oder  9t,  son- 
dern d  und  9t  kommen  erst  in  späteren  Gliedern  vor.  Man  untersuche  zuerst  das 
erste  Glied  dieser  Reihe.  Hierauf  setze  man  ^  «  0.  Hat  dann  von  den  zurückblei- 
benden Gliedern  dasjenige,  welches  mit  der  niedrigsten  Potenz  des  x  behaftet  ist,  das 
£1  und  9t  zugleich;  so  ist  es  hinreichend,  wenn  man  noch  dieses  Glied  untersucht,  und 
findet,  dass'  es  mit  dem  (vorher  vorhandenen  nun  aber  weggefallenen)  ersten  Gliede 
einerlei  und  ein  unwandelbares  Zeichen  behält.  Hat  aber  dieses  Glied  nicht  d  und  9t 
zogleich,  sondern  etwa  nur  d;  so  rouss  man  dieses  Glied  uniersuchen,  und  hierauf 
auch  noch  d  =  0  setzen,  und  von  den  zurückbleibenden  Gliedern  dasjenige,  welches 
nun  mit  der  niedrigsten  Potenz  des  x  behaflet  und  mit  9t  verseben  ist,  untersuchen. 
Nor  wenn  bei  all  diesen '  verschiedenen  Zuständen  des  ^  und  des  d  das  JU  einerlei 
und  ein  unwandelbares  Zeichen  behalt,  kann  ein  Maximum*8tand  oder  Minimum-stand 
stallfinden. 

Wie  man  zu  verfahren  hat,  wenn  9,  d  und  9t  auf  eine  andere  Weise  in  der  für 
/U  herzustellenden  Reihe  zerstreut  sind ,  bedarf  keiner  Auseinandersetzung  mehr.  Die 
Hauptrücksicht  ist  Immer  nur  darauf  zu  nehmen ,  dass  bei  dem  im  Momente  des  Ver- 
schwindens  befindlichen  x  das  d\}  sein  Zeichen  nicht  wechseln  kann,  es  m((gen  die  Aus- 
drücke 9,  d,  9t  alle  drei  zugleich  bestehen,  oder  nach  Belieben  einer  oder  zwei  zu 
Null  werden  (Man  sehe  noch  Aufgabe  26  und  27). 

§.  128.  Soll  nun  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  befindlichen  x  die  Diffe- 
renz (V;Cx  «  . . .  w)  -f-  J\5)  —  t^(x  . . . .  w)  unter  allen  Umständen  ihr  Zeichen  nicht  wech- 
seln können ;  so  müssen  (wie  schon  im  vorigen  g.  erörtert  ist)  in  der  für  J\}  herzustel- 
lenden Reihe  aUe  die  verschiedenen  Ausdrücke,  welche  möglicherweise  das  erste  Glied 
werden  können,  einerlei  und  ein  unwandelbares  Zeichen  behalten;  denn  das  Zeichen 
der  Summe  aller  Glieder  ist  mit  dem  Zeichen  des  jedesmaligen  ersten  Gliedes  einerlei. 
Wenn  man  also  für  z/U  die  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  entwickelt,  so  darf 
sich  keineswegs  die  allgemeine  Reihenform 


^  =  X  .  ^U  4-  —  •  a«ü  -h  — .  d^V  H- 

1.2  1.2.3 


ergeben,  wo 


All       ^7^    jt    ^  d^U    .    ^  d^U    ^ 

dy       ''         dz  dv 


etc.  etc. 

ist;  dehn  dabei  würde  das  AI]  zugleich  mit  x  das  Zeichen  ändern.    Die  filr  AU  herzu- 
stellende Reihe  darf  also,  was  man  auch  immer  für  Umstände  eintreten  lassen  mag, 

^^A         •#        /<*»ü    .     ,    d^U    .     ^  dvU    .  \         .      .,         /d,U    .     L  d^ü    ,  \ 
weder  mit  x  •  ( -J-  •  dy  -h  -i-  •  Sz  h-  -p-  •  ayl ,  noch  mit  x  .  i -^  •  dy  4-  -p-  •  dz)  , 

24 
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noch   mit  x  .    (-^  >  dy  -H  -j-  •  *vj,  noch  mil  x  •  /-p-  •  ^2  -h  ~-  •  ^v)  ,    noch    mit 

X  •  --p  •  ^y,  noch  mit  x  •  -p-  •  ^2,  noch  mil  x  •  -p-  •  ^v  anfangen,  während  sowohl  ^y 

als  auch  di  und  ^v  jede  beliebige  reelle  Fonctien  von  x  . . . .  w  vorstelli,  und  man  je- 
dem einzelnen  der  Elemente  x . . .  .  w  was  immer  fQr  beliebige  reelle  Werthe  beilegen 
kann.  Es  können  aber  keinerlei  Umstände  eintreffen,  bei  welchen  die  Reihe  mit  einem 
dieser  sieben  Ausdrücke  anfängt,  sobald  eines  von  folgenden  acht  Systemen  dreier  Glei- 
chungen stattfindet: 

1)  -f-  =  0  und  —-  —  0  und  -p-  =  0 

'^     dy  dz  dv 

^.     d,ü   .    ^       .  d^U       n       j  d^U         e 

2)  -f-  e=  0  und  -7-  =  0  und  -f-  =  -;r 
-^     dy  dz  dv  0 


3) 


d,U  ft  .  d^ü  »  .  d,U  ,, 
-1-  =  0  und  -7—  =  -TT  und  -j-  «  0 
dy  dz         0  dv 


..     d,ü       «      .  d,ü       ^       ,  dvU       ^ 
4)    -f-  «  -j-  und  -—-  =  0  und  -~  =  0 
•^     dy  0  dz  dv 


d,u    n    ^  <*xU     »    .  d,u     e 

-f-  —  0  und  -~-  «=  7;-  und  -f-  «=  -jr- 
dy  dz         0  dv         0 


5) 

6)  :^-  -»  TT  «od  -r-  =  0  und  ~-  =  ft- 
-^     dy         l)  dz  dv  0 

-.     d,ü        «       .  d,ü       »       .  d,U       ^ 

7)  -f-  B»  — -  und  -f-  -•  TT  "Od  -f-  «  0 
^     dy         0  dz  0  dv 

^.     d,ü       «       .  d,U        » „   ,  d,ü       6 
^     dy         0  dz  0  dv  0 

Alle  diese  Gleichungen  mOssem  ftkr  jeden  beliebigen  Werth  der  Elemente  x  . . . .  w  statt- 
finden, und  jedes  dieser  acht  Systeme,  welches  überhaupt  möglich  ist.  kann  rückwärts 

noch  dazu  benutzt  werden,  zu  bestimmen,  was  (p'(x w),  9''(x w)  und 

q>''X w)  för  Functionen  sind .  bei  welchen  möglicherweise  U  ein  MaxImum-stand 

oder  MInimum-stand  wird. 

Dabei  ist  besonders  zu  berücksichtigen,  dass  man  jedesmal  soviel  als  mögUch  in 
Factoren  zerlegt 

Sollte  einmal  einer  der  Quotienten  -r-  9  -r-  9  -r-  di®  unbestimmte  Form  jr    an- 

dy      dz      dv  0 

nehmen ,  so  wird  die  (schon  im  vorigen  §.  beschriebene)  direcle  Reihenent Wickelung 
nicht  allein  die  dem  i/;(x w)  nächstanliegenden  Nachbarzustände  herstellen,  son- 
dern sie  wird  auch  die  wahre  Redeutung  dieser  unbestimmten  Formen  angeben,  wie 
dieses  z.  R.  in  Aufgabe  33  und  34  geschehen  ist. 

g.  129.  Diese  (im  vorigen  S*  aufgestellten)  acht  Systeme  dreier  Gleichungen  sind 
aber  die  einzigen,  aus  welchen  man  für  y,  z  und  v  solche  Functionen  entnehmen  kann, 
bei  denen  möglicherweise  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  stattfindet.  Der  Re- 
weis wird  ganz  nach  dem  Vorgange  des  S-  1^  gefiihrt. 

Wie  es  zu  erklären  ist,  wenn  sich  für  y,  z  oder  v  mehrere  verschiedene  Functio- 
nen von  X  ....  w  ergeben ,  bei  denen  allen  das  U  ein  Maximum-stand  oder  Minimum- 
stand wird;  das  ist  gleichfalls  am  Schlüsse  des  8*  ^^^  «od  des  g-  124  auseinander- 
gesetzt 

In  Reziehung  auf  die  Herstellung  des  Prfifungsmittels  ist  $.  125  zu  vergleichen; 
und  wenn  die  für  y,  z  und  v  gesuchten  Functionen  aus  dem  ersten  Systeme  entnommeft 
sind,  so  ist  es  nicht  immer  nölhig,    directe  Reihenentwicklung  zu  Hilfe  zu  nehmen; 
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denn  wegen  ^—  =  0 ,    -p-  =  0  und  -j-  =  0  bleibt  im  Allgemeinen  nur 

1.«     Vdy*      '  dy  •  dz      "^  dK*  dy  •  dv      ^ 


-.^■— i--) 


Wenn  nun  von  diesen  partiellen  Differentialquotienten  keiner  zu  Null  wird,  und 
keiner  Null  in  den  Nenner  bekommt;  so  ist  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens 
befindlichen  x 

A)  das  JV  negativ,  wenn  der  zu —  gehörige  Factor  beständig  negativ  bleibt;  da- 

•  ^ 

gegen  Ist 

B)  das  JV  positiv,  wenn  der  zu  —  gehörige  Factor  beständig  positiv  bleibt 

Die  Bedingungen,  unter  welchen  solche  mebrtheilige  AusdrQcke  ihr  Zeichen  nicht 
wechseln,  werden  nach  $.11  bis  19  aufgesucht. 

Wenn  aber  einige  dieser  partiellen  Differentialquotienten  zu  Null  werden,  oder 
Null  in  den  Nenner  bekommen,  oder  wenn  man  das  Prfifbngsmittel  an  einem  mit  einer 
Doch  hohem  Potenz  des  x  behafteten  Gliede  gewinnen  muss;  so  verfahrt  man,  wie 
schon  ($.  125)  für  den  einfachem  Fall  geschehen  ist,  und  es^  genOgt,  dahin  zu  ver- 
weisen. 


Es  ist  nun  nicht  mehr  nöthigf  diejenigen  Untersuchungen  vorzunehmen,  wo  vier 
und  noch  mehr  unmittelbar  mutable  Elemente  vorkommen.  Das  bisherige  Verfahren 
lässt  sich  gradezu  auf  dergleichen  Untersuchungen  ausdehnen. 


Untersuchung  4. 

Es  ist  U  ein  (gesondert  oder  ungesondert  gegebener)  mit  den  Elementen  x . . . .  w ,  y 
gebildeter  Ausdrack^  und  man  sucht  (ür  y  eine  solche  reelle  Function  aller  der  nicht- 
molablen  Veränderlichen  x . . . .  w,  dass  dabei  U  ein  Gränz-stand^  wird. 

$.  190.  Da  U  ein  Gränz-stand  werden  soll,  so  sind  die  nichtmutablen  Veränderli- 
chen X  ....  w  noch  ganz  allgemein,  d.  h.  man  kann  jedem  einzelnen  dieser  Elemente 
was  immer  flkr  einen  beliebigen  besonderen  reellen  Werth  beilegen.  Wenn  man  nun 
irgend  eine  durch  q>(x . . . .  w)  dargestellte  reelle  Function  an  die  Stelle  des  y  in  die 
urspr&ngliche  Gleichung  fiberall  einsetzt;  so  bekommt  man  auch  für  U  eine  Function 
von  X  .....  w ,  welche  durch  i/;(x  . . . .  w)  bezeichnet  sein  mag. 

Indem  man  aber  an  die  Stelle  des  y  die  dem  <p(t . . . .  w)  nächstanliegenden  Nach- 
barfunelionen ,  welche  bekanntlich  durch 

1)    ^x  .  .  .  .  w)  H-  X  .  d(p(T  .  .  .  .  w)  H •  S^<p(x  .  . .  .  w)  H ^<p(x .  .  .  .  w) 

1.8  1.8.3 


■+- 

oder  kürzer  durch 

IQ     v(x w)  -H  X  .  ay  -f   —  .  ^2y  -4-  —  •  ^y  -h  .  . 

1.2  1.2.3 


•   .   •   . 


^  =  jr  möglich  ist,  und  verfiihre,  wie  im  vorigen  Falle. 
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dargestellt  werden,  einführt;  bekommt  man  die  dem  U'  ■«  y^i  . . . .  w)  nächaCanlie- 
genden  Nachbarzastände  (U'  4-  JC)  oder  (V'Ci . . . .  w)  +  JU),  welche  jetzt,  sobald 
U'  =  V'Cx**  •  •  w)  ein  Gränz-stand  ist,  vom  Reellen  ins  Imaginäre,  oder  vom  ImaRi- 
nSren  ins  Reelle  übergehen,  wenn  man  einmal  die  dem  <jp(x  , . .  .  w)  nächstvorherge- 
henden und  ein  andermal  die  dem  fpQn  . .  . .  w)  nächslnachrdgenden  Nachbarfanctionen 
setzt,  d.  h.  Jl]  moss  vom  Reellen  ins  Imaginäre  oder  vom  Imaginären  ins  Reelle  iiber- 
gehen,  wenn  man  das  im  Momente  des  Verschwindens  beAndliche  x  bald  als  positiv 
bald  als  negativ  nimmt.  Desshalb  bann  auch  die  für  JU  herzustellende  Reihe  nicht 
durchaus  nach  ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigen,  sondern  muss  auch  gebrochene  Po- 
tenzen des  X  in  sich  aufnehmen,  sei  es  nun  schon  im  ersten  oder  erst  in  einem  spa- 
teren Gliede. 

^   TT  gr 

Man  wird  daher  zuerst  zusehen,  ob  die  Gleichung  -j-  ^  -^  möglich  ist;   und   dann 

untersuchen,  ob  bei  der  daraus  sich  für  y  ergebenden  Function  <p(x . . . .  w)  das  durch 
direcle  Reihenentwicklung  hergestellte  JV  beim  Zeichen  Wechsel  des  x  vom  Imaginären 
ins  Reelle  oder  umgekehrt  übergeht.    Dabei  findet  ein  Gränz-stand  statt. 

j  TT  or 

Wenn  es  aber  nicht  angeht,  -j-  =«  ---  zu  setzen,  oder  die  daraus  für  y  sich  er- 
gebende Function  bereits  geprüft  ist;  so  sehe  man  zu,  ob  nicht  auch  die  Gleichung 
d|ü  » 
dyi 

d^U       s 
Wenn  es  aber  auch  nicht  angeht ,  -^  ^^  TT  '"^  setzen ,  oder  die  daraus  für  y  sich 

ergebende  Function  bereits  geprüft  ist;  so  sehe  man  zu,  ob  nicht  auch  die  Gleichung 

-J-  es  —-  möglich  ist,  etc. 
dy*»         0 

Auf  diese  Weise  fahre  man  fort,  bis  man  überzeugt  ist,  dass  durch  ferneres  Muti- 
ren in  den  Nenner  kein  neuer  Ausdruck  mehr  kommen  kann.  Natürlich  muss  man 
auch  die  für  JU  herzustellende  Reihe  jedesmal  soweit  fortsetzen,  bis  man  überzeugt 
ist,  dasä  aus  den  fehlenden  Gliedern  nichts  anderes  mehr  geschlossen  werden  kann, 
was  nicht  bereits  ans  den  schon  hergestellten  Gliedern  hat  geschlossen  werden  können. 
Hat  man  sich  nun  vom  Dasein  eines  Gränz-«tandes  überzeugt,  so  gebe  man  dem  //U 
diejenige  Eigenschaft,  bei  welcher  alle  Glieder  reell  werden,  und  denke  sich  x  im  Mo- 
mente des  Verschwindens.  Sind  dann  alle  reellen  Zustände  des  JV  negativ,  so  ist  der 
Gränzstand  U'  :=  V;(x . . . .  w)  grösser  als  seine  reellen  Nachbarzustände ;  sind  aber 
alle  reellen  Zustände  des  //U  positiv,  so  ist  der  Gränzsland  U'  =  V'Cx  . . . .  w)  kleiner,  als 
seine  reellen. Nachbarzustände. 

$.  13t.  Es  leuchtet  nun  von  selbst  ein,  dass,  wenn  U  ein  reeller  mit  den  Ele- 
menten X  ....  w,  y,  z  gebildeter  Ausdruck  ist,  wo  y  und  z  zwei  mutable  aber  unter 
sich  ganz  unabhängige  Elemente  sind,  man  die  Gränz-stände  auHindet,  indem  man  zu- 
sieht, welche  von  den  Gleichungen 

djü_«    ü?-®    ^-^     d,d,U        ^    d^  _  e 
dy   "  0  '   dz    "  0  '   dy2         0  '  dy  •  dz  ""  0  '   dz»  ""  0  ' 

etc.  etc. 
möglich  sind. 

Hat  man  aber  die  bis  jetzt  Dir  die  Aufsuchung  der  Gränz-stände  gegebene  Theorie 
gehörig  aufgefasst,  so*  wird  man  sie  auf  alle  in  der  Zukunft  noch  vorkommenden  Aus- 
drücke gradezo  anwenden  können;  denn  man  hat  nichts  weiter  zu  Ihun,  als  zuzusehen , 
ob  entweder  der  erste,  oder  der  zweite,  oder  der  dritte,  etc.  etc.  Mutationscoefiicienl 
Null  in  den  Nenner  bekommt,  und  ob  aus  dem  zu  Null  gewordenen  Nenner  sich  für 
ein  mutables  Element  eine  Function  bestimmen  lässt.    Dann  hat  man  das  Prüfungsmit- 
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tel  ditrcb  directe  Reiheoeotwicklang  henostellen,  and  ^a  beachten,  ob  die  dem  ge- 
sachten Grftnz-stande  nächstanliegenden  NachbarzustSnde  tbeils  reell  thetts  imaginftr 
sind,   welche  Untersuchang  auch  nicht  mit  der  geringsten  Schwierigkeit  verknüpfl  ist. 


Somit  erkennt  man  schon  jetzt  zor  Genüge ,  wie  die  Anfsachang  der  Granz-stände 
mit  der  Aafsuchung  der  MaximaDXtände  nnd  Minimam-stände  zosmnmenhängt,  and  wo- 
rin diese  beiden  Untersochungen  voneinander  verschieden  sind.  Desshalb  soll  aocliim' 
ganzen  Verlaofe  dieser  Theorie  kein  Problem  mehr  vorkommen ,  in  weichem  die  Anf- 
sachang eines  Gränz-standes  gefordert  wird. 


Untersuchang  5. 

Es  ist  U  ein' (gesondert  öder  angesondert  gegebener)  mit  den  Elementen  x  . .  w,  y 
gebildeter  Uusdrack,  ond  man  sacht  flkr  y  eine  solche  reelle  Function  aller  der  nicht- 
roatablen  Veränderlichen  x  . . . .  w ,  dass  U  ein  Einzel-stand  wird. 

$.  132.  Da  U  ein  Einzel-stand  werden  soll,  so  sind  die  nichtmutablen  Verdnderli- 
clien  X . .  •  .  w  noch  ganz  allgemein,  d.  b.  man  kann  jedem  einzelnen  dieser  Elemente 
was  immer  fQr  einen  beliebigen  besondern  reellen  Werth  beilegen.  Wenn  man  nun 
irgend  eine  darch  (p(x  . . . .  w)  dargestellte  reelle  Function  an  die  Stelle  des  y  in  die 
ursprüngliche  Gleichung  überall  einsetzt,  bekommt  man  auch  fikr  IT  eine  FuncHon  von 
X  . . . .  w ,  welche  mit  t^(x  . . . .  w)  bezeichnet  sein  mag. 

Indem  man  aber  an  die  Stelle  des  y  die  dem  ^^(x  . . . .  w)  nächstanliegenden  Nach- 
barfanctioneo ,  welche  bekanntlich  durch 


1)     (p(x  .  .  .  .  w)  H-  X  •  ^^(X  .  .  .  .  W)    H •  ^<p(x  .  .  .  .  W)   -h 

oder  kQrzer  durch 


11)    y(x  .  .  .  .  w)  4-  X  .  tJy  -H  -^  .  ^y  4-  ^  -  ^3y  4. 


dargestellt  werden,  einführt;  bekommt  man  die  dem  U' «»  t/;(x  . .  . .  w)  n'ächstanliegen- 

den  Nachbarzustände   (U'  +  JU)  oder  (i^(z w)    +  ^fU) ,  welche  jetzt ,  sobald 

U'  =  tp(x  . .  . .  w)  ein  Einzel-stand  ist,  imaginär  bleiben ,  man  mag  die  dem  ^(x  . . .  w) 
nächstvorgehenden  oder  n'achstnachfolgenden  Nachbarfunctionen  setzen,  d.  h.  JU  muss 
imaginär  bleiben,  das  x  mag  positiv  oder  negativ  genommen  "werden.  Diese  Eigenschaft 
kann  aber  von  x  abhängig  sein  oder  nicht. 

1)  Ist  diese  Eigenschaft  abhängig  von  x,  so  muss  das  JU  Glieder  haben,  von 
denen  einige  bei  positivem  x  und  andere  bei  negativem  x  imaginär  sind,  d.  h.  die  fiir 
^  herzustellende  Reihe  muss  wenigstens  zwei  Glieder  mit  gebrochenen  Exponenten 
des  X  haben ,  von  denen  das  eine  bei  positivem  x  das  andere  bei  negativem  x  imaginär 

j  IT  St 

wird.      Ein   solcher  Einzel-stand  wird   also   auch   aus   den    Gleichungen    --p  =  -^, 

d^U       93     d^ü       e 

dv2"  ~  IT'  dl  ""  TT'  ^^^'  **^'  gefunden  (Man  sehe  Aufgabe  10  am  Ende). 

2)  Ist  aber  diese  Eigenschaft  unabhängig  von  x,  so  kann  der  Einzel-stand  nur 
dorch  die  der  speeiellen  Aufgabe  eigenthfimlichen  Betrachtungen  gefunden  werden- 
Hier  kann  die  flkr  Jü  herzustellende  Reihe  lauter  ganze  Potenzen  des  x  oder  auch  ge- 
brochene  enthalten.  (Man  sehe  Aoigabe  9.)    Namentlich  ist  hierher  der  Fall  zu  rech« 
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nen,  wo  U  «io  Aasdrock  ist,  der  einea  schon  von  Ursproog  her  imagiDArea  TheilBatx 
eolhält,  QDd  man  für  y  eine  solche  Function  nimmt,  wobei  dieser  imaginäre  Theilsatz 
wegflllU  (Man  sehe  die  zweite  Abtheilnng  der  Aufgaben  3,  5,  etc.  etc.)* 


Diese  Andeutungen  (ür  die  Aursuchung  der  Einzel-stinde  gen&gen  in  theoretischer 
Beziehung  vollkommen;  und  es  ist,  wie  schon  im  vorigen  g*  ^i*  ^  Aufeuchung  der 
Gränz*6tände  bemerkt  wurde ,  so  auch  für  die  Aufsuchung  der  Einzel-slände  ganz  über- 
flüssig, im  Verlaufe  der  bevorstehenden  Theorie  noch  einmal  ein  Problem  aufzustellen, 
in  welchem  die  Aufsuchung  eines  Einzel-standes  gefordert  wird. 


Untersuchung  6. 


Es  ist  U  ein  reeller   (gesondert  oder  ungesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 

\ w,  y,  z  oder  auch  nur  mit  den  Elementen  x w,  y  gebildeter  Ausdruck, 

und  zugleich  noch  eine  Gleichung  F(x w ,  y ,  z)  =  0  gegeben.    Man  sucht  für  y 

und  z  solche  reelle  Functionen  der  nichtmutablen  Veränderlichen  x w,  dass  so- 
wohl der  Gleichung  F(x  .  . . .  w,  y,  z)  =■  0  identisch  genügt,  als  auch  U  ein  Maximum- 
stand oder  Minimum-Stand  wird. 

§.  133.  Wenn  U  ein  mit  den  Elementen  x . . . .  w,  y,  z  gebildeter  Ausdruck  ist, 
dann  ist  es  gleichgiltig,  ob  man  y  oder  z  als  mittelbar  mutabel  behandelt;  wenn  aber 
U  ein  nur  mit  den  Elementen  x....w,  y  gebildeter  Ausdruck  ist,  dann  muss  y  als 
mittelbar  mutabel  behandelt  werden,  weil  sonst  das  in  F(x  . . . .  w«  y,  z)  =  0  enthaltene 
z  keinen  Einfluss  auf  U  hätte-  Man  betrachte  nun  In  beiden  Fällen  das  y  als  mittelbar 
mutabel,  so  kommt  man  zu  folgender  Auflösung: 

Man  sondere  y  aus  F(x  . . . .  w ,  y,  z)  =  0  ab ,  so  dass  man  y  =  fl[x  . . . .  w,  z) 
bekommt.  Diesen  fikr  y  erhaltenen  Ausdruck  flihre  man  in  die  flir  U  bestehende  Glei- 
chung ein,  so  ist  die  jetzÜge  Untersuchung  auf  die  erste  (§.  115  bis  §.  119)  zurückge- 
bracht; denn  man  hat  jetzt  eine  aus  den  Elementen  U,  x  . . . .  w,  z  zusammengesetzte 
Gleichung,  woraus  man  flür  z  eine  solche  Function  von  x ....  w  aufsuchen  kann,  wo- 
bei U  ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand ,  etc.  wird.  Hat  man  die  ganze  Unter- 
suchung ausgeflihrt,  so  setze  man  zuletzt  die  flir  z  gefundene  Function  in  die  Gleichung 
F(x  . . . .  w,  y ,  z)  «  0  ein,  wodurch  sich  noch  y  als  Function  von  x . . . .  w  ergibt 

g.  134.  Will  man  aber  aus  irgend  einem  Grunde  diese  Absonderung  und  nachhe- 
rige Substitution  vermelden,  so  schlage  man  einen  von  folgenden  zwei  Wegen  ein: 

Erstens.  Man  mutire,  und  eliminire  die  mittelbaren  Mntationscoefßcienten  auf 
direclem  Wege.  Ist  U  ein  mit  den  Elementen  x . .  . .  w,  y,  z  gebildeter  Ausdruck,  so 
bekommt  man  (nach  §.  68). 

Ist  aber  U  ein  mit  den  Elementen  x  . . . .  w,  y  gebildeter  Ausdruck,  so  bekommt  man 
(nach  S-  69). 


") » = [(-  f  -  ¥)  ■  t]  ■  '■ 


B)    Man  sehe  zuerst  zu,  ob  der  bei  dz  befindliche  Factor  zu  Null  werden  kann, 
und  verbinde  diese  Gleichung  mit  F(z  . . . .  w,  y,  z)  =  0. 
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B)  Hieraaf  sehe  maa  zu ,  ob  auch  der  bei  di  befindliche  Factor  Nall  in  den  Nen- 
ner bekommen  kann ,  und  verbinde  auch  diese  Gleichung  mit  F(x  . .  .  .  w  y,  z)  <»  0. 

lu  beiden  Fällen  wird  man  y,  z  and  U  als  Functionen  von  x  .  .  . .  w  bekommen, 
so  dass  man  y  =  <p'{x  . . . .  w) ,  z  =  <p"(x  . . . .  w)  und  U  — »  v^x  .  . . .  w)  hat. 

Bei  Herslellnng  des  Präfungsmiltete  muss  man  sich  überzeugen,  ob  bei  den  grade 
in  Untersnchung  stehenden  Specialitälen  sich  aus  F(x . . . .  w,  y,  z)  «»  0  für  die  der 
Function  y  =  <;p'(x  . . . .  w)  nächstanliegenden  Nachbarfunctioneu  eine  nur  nach  ganzen 
Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  entwickeln  lässt  oder  nicht. 

1)  Lässt  sich  für  die  der  Function  y  =  ^'(x  . .  . .  w)  nächstanliegenden  Nach- 
barrunctionen  eine  nur  nach  ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  entwickeln ,  und 
kann  das  Pröfungsmittel  an  einem  der  GoefGcienlen  ^U,  ^"^U,  etc.  gewonnen  werden; 
so  hat  man  zu  verfahren,  wie  schon  öfters  auseinandergesetzt. 

3)    Lässt  sich  aber  för  die.  der  Function  y  =  g>'(x w)  näcbstanliegenden 

Nachbarfunctionen  keine  nach  lauter  ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  entwi- 
ckeln, oder  kann  man  aus  einem  andern  Grande  das  PrQfungsmiltel  nicht  an  einem  der 
Coefficienten  ^U,  d^U,  etc.  entnehmen;  so  <muss  man  auf  folgende  Weise  verfahren: 
Man  setze  zuerst 

X^  x3 

9)''(x w)  4-  X  •  <yz  H 1  •  *^z   H —-  •  if^z  -h 

^  -^  1.8  1.2.3 


oder  schlechthin  ^''(x  . . . .  w)  4-  x  •  Cl  an  die  Stelle  des  z ,  und  ^  an  die  Stelle  des 
y  in  F(x  . . .  .  w,  y,  z)  =:  0  überall  ein,  so  dass  mau 

F(x w,  8,  qp''(X W)  -H  X  .  JDi)  =  0 

bekommt.    Daraus  entwickle  man  (nach  §.  46)  alle  mit  <y>'(x  . . . .  w)  anfangenden  und 
nach  Potenzen  des  x  aufsteigenden  Reihen,  welche  die  Form* 


III)    9  =  <p'(x w)  -h  X*  .  A  4-  x^  .  B  4- 


haben  werden,  und  wo  man  steh  vor  allem  überzeugen  muss,  dass  unter  allen  Umstän- 
den, unter  denen  man  die  Reihe  gebraucht,  kein  einziges  wenn  auch  noch  so  spätes 
Glied  imaginär  wird.  Hierauf  führe  man  diese  Reihe  an  die  Stelle  des  y,  und 
q)"(Ti ....  w)  +  X  •  £1  an  die  Stelle  des  z  in  die  für  U  gegebene  Gleichung  ein ,  etc. 
Die  DifTerenz  Vi  —  V  wird  dann  entscheiden,  ob  ein  Maximum-stand ,  Minimum-stand, 
Gränz-stand  oder  Einzel-stand  stattfindet 

Zweitens.  Die  (man  sehe  §§.  68  und  69)  indirecte  Multiplicatorenmethode  kann 
oft  sehr  gute  Dienste  leisten.  Ist  U  ein  mit  den  ElemenfeiTx  .'. . .  w,  y ,  z  gebildeter 
Ausdruck,  so  liekommt  man 


,v)  ,ü=(^4-aR.^^.»z 


Ist  aber  U  ein  mit  den  Elementen  x  . . . .  w ,  y  gebildeter  Ausdruck ,  so  bekommt  man 

V)    dU  «  g»  .  ^  •  iJz 
Mag  nao  die  Gleichang  IV  oder  V  stattfinden ,  jedenfalls  muss  die  identische  Gleichung 

damit  verbanden  werden. 

A)    Lässt  man  den  bei  dz  befindlichen  Factor  zo  Null  werden,  so  hat  man  entwe- 
der folgende  drei  identische  Gleichungen 
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oder  man  hat  folgende  drei  ideolische  Gleichongen 

ü?  +  gjt .  ^  =  0.  «  .  if  =  0.  P(x . . . .  w,  V,  2}  =  0 

Kann  man  das  Prüfangsmiltel  an  einem  der  Coefficienten  ^U,  ^^U,  etc.  gewinnen»  so 
verfahre  man ,  wie  schon  (in  den  $£•  ^  ^^^  ^^)  auseinandergesetzt  ist;  mass  man  aber 
directe  Reihenentwickelung  zu  Hilfe  nehmen,  so  verfahre  man,  wie  in  diesem  §.  aus- 
einandergesetzt ist. 

B)  Will  man  zusehen ,  ob  der  bei  dz  befindliche  Factor  auch  Null  in  den  Nenner 
bekommen  kann;  so  muss  man  vor  Allem  Tt  aus  IV  oder  Y  eliminireo.  Hier  liefert 
aber  die  Multiplicatorenmethode  offenbar  keinen  Vortheil  vor  der  directen  ElimiDation. 

§.  135.  Der  Bequemlichkeit  wegen  wurde  die  Bediogungsgleichung  in  der  Form 
V(x w,  y,  z)  =r  0  geschrieben,  was  besonders  desshalb  angeht,  weil  jede  Glei- 
chung auf  diese  Form  gebracht  werden  kann ,  sobald  man  alles  auf  die  linke  Seite  des 
Gleichheitszeichens  schreibt.  Hieher  gehört  namentlich  der  Fall,  wo  y  und  z  solche 
zusammengehörige  Functionen  sein  sollen,  dass  irgend  ein  Ausdruck  %(x  . . . .  w,  y,  z) 
unter  allen  Umständen  den  bestimmt  gegebenen  constanten  Werth  A  beh'ält,  oder  die 

bestimmt  gegebene  Function  f(x w)  bleibt;  denn  in  beiden  Fällen,  wo  entweder 

%(x w,  y,  z)  =  Jt  oder  %(x ....  w,  y,  z)  »  f(x ....  w)  ist,  kann  man  setzen 

^(x w,  y,  z)  —  Ä  =  0  oder  Jf(x  . . . .  w,  y,  z)  —  f(x  . . . .  w)  «0;  und  somit 

hat  man  beide  Fälle  auf  die  Form  F(x  . . . .  w,  y,  z)  =:  0  gebracht. 


Untersuchung  7. 

Es  sei  U  ein  reeller  (gesondert  oder  ungesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 

X  • . . .  w,  y»  z  oder  auch  nur  mit  den  Elementen  x w,  y  gebildeter  Ausdruck, 

and  man  soll  für  y  und  z  solche  reelle  Functionen  von  x  . . . .  w  ansuchen,  dass  U  ein 
Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird,  während  eben  diese  filr  y  und  z  gesuchten 
Functionen  solche  zusammengehörigen  sein  sollen»  dass  irgend  ein  anderer  Ausdruck 

F(z w ,  y ,  z)  entweder  immer  der  nemlichen  aber  nichtgegebenen  Function  von 

X w  gleich  bleibt,  oder  immer  den   nemlichen. aber  nichtgegebenen  constanten 

Werth  behält. 

S.  136.  Wie  bei  voriger  Untersuchung,  so  ist  auch  hier  zu  beachten:  wenn  U  ein 
mit  den  Elementen  x . . . .  w,  y,  z  gebildeter  Ausdruck  ist,  dann  ist  es  gleichgiltig,  ob 
man  y  oder  z  als  mittelbar  mutabel  behandelt;  wenn  aber  U  ein  nur  mit  den  Elemen- 
ten X  ....  w,  y  gebildeter  Ausdruck  ist,  dann  muss  y  als  mittelbar  mutabel  behandelt 
werden,  weil  sonst  das  in  F(x  . . . .  w,  y ,  z)  enthaltene  z  keinen  Einfluss  auf  Ü  hatte. 
Man  betrachte  nun  in  beiden  Fällen  das  y  als  mittelbar  mutabel,  so  kommt  man  zu 
folgender  Auflösung: 

Man  nehme  an ,  m  sei  die  immer  sich  gleich  bleibende  aber  nicht  gegebene  Function 

von  X w,  oder  der  immer  sich  gleich  bleibende  aber  nichtgegebene  constante 

Werth;  und  setze 

1)    F(x  . . . .  w,  y,  z)  =  m 

Man  sondere  y  ab,  so  dass  man  z.  B.  y  =  f(x  . . .  .  w,  z,  m)  bekannt,  und  fikhre  die- 
sen Ausdruck  in  die  f&r  U  bestehende  Gleichung  überall  ein.  Dadurch  ist  diese  Unter- 
suchung auf  die  erste  zuröckgefiihrt;  denn  man  bekommt  jetzt  für  U  einen  aus  den  Ele- 
menten X w,  z,  m  gebildeten  Ausdruck,  der  nur  noch  das  einzige  mutable  Ele- 
ment z  enthalt,  und  aus  dem  sich  (ttr  die  MutationscoefÜcienten  gradezu  AusdrQcke  von 
folgender  Form 
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d  W 

^  dz 

III)    d^\j    =    ^    .   S2%    -h    -i-    .  d%2 

^  df.  dz* 

elc.  elc. 

ergeben.  Man  sehe  nun  zu ,  welche  der  Glerchongen  -~ —  =  0  oder  -~ —  «  -^  mög- 
lich ist,  oder  ob  beide  zugleich  möglich  sind,  und  beslirame  daraus  für  z  eine  Function 
von  X  . . .  w,  m,  welche  durch  z  =  .t(x  . . .  w  ,  m)  dargestellt  sein  mag.  Das  unbestimmte 
m  kann  man  aber  wieder  mittelst  I  eliminiren,  so  dass  man  i  »  ;r(x . . .  w,  F(x  . . .  w,  y,  z)) 

bekommt,  woraus  sich  weiter  für  z  eine  Function  von  x w,  y  absondern  läsat, 

welche  dargestellt  sein  mag  durch 

IV)    z  =-  x(k w,  y) 

Nun  aber  existirt  keine  Gleichung  mehr,  wodurch  bestimmt  werden  kann,  was  y  lür 
eine  Fttnction  von  x  ....  w  ist;  und  somit  kann  man  für  das  mittelbar  mutable  y  jede 
beliebige  Function  von  x  . . . .  w  annehmen.  Hat  man  aber  die  gehörige  Form  für  das 
Prüfungsmittel  hergestellt,  so  wird  sie  Im  Allgemeinen  auch  das  noch  willkürliche  Ele« 
meni  y  enthalten;  und  diesen  Umstand  kann  man  daxu  benützen,  Tür  y  nur  solche  Fone- 
Uonen  von  x w  zu  wählen ,  bei  denen  für  das  verschwindend  kleine  x  die  Diffe- 
renz (U'  •+•  Jll)  —  U'  beständig  negativ  oder  positiv  bleibt  (Man  sehe  z.  B,  die  Auf- 
gabe 48). 

Der  Unterschied  zwischen  der  sechsten  und  siebenten  Untersuchung  besteht  also 
darin ,  dass  in  der  sechsten  sich  sowohl  für  z  als  anch  für  y  bestimmte  Functionen  von 
X ....  w  e^aben,  während  in  der  siebenten  das  mittelbar  mutable  y  eine  ganz  Willkür* 
liehe  Function  von  x w  bleibt ,  so  dass  man  hier  eine  Art  diophantischer  Auf- 
gabe hat. 

$.  137.  Es  ist  leieht  an  erkennen,  dass  die  im  vorigen  §.  angewendete  Absonde- 
rong  und  Sabstitation  weitläufig  ist:  und  man  verfahre  lieber  auf  folgende  Weise:  Man 
verwandle  Gleiehnng  I  in 

V)    F(x w.  y,  z)  —  m  =  0 

und  man  kann  die  mittelbaren  Mutationscoelficienten  des  y  entweder  direct  oder  mittelst 
eines  Mnitiplicators  eliminiren. 

Erstens.  Man  elimlnire  die  Mutationscoefficienten  des  y  direct;  so  wird  man, 
wenn  U  ein  mit  den  Elementen  x  . . . .  w,  y,.K  gebildeter  Aasdruck. ist,  bekommen: 

Wenn  aber  U  ein  mit  den  Elementen  x  .  ■  . .  w,  y  gebildeter  Ausdruck  ist,  so  wird  man 
bekommen 


vn,a„  =  [(-4S>c©,M].,. 


Man  sehe  zn,  ob  der  bei  6%  befindliche  Factor  zu  Null  werden  oder  Null  in  den  Nen- 
ner bekommen  kann.    Dadurch  gibt  sich  (ür  z  gradeza  eine  Function  von  x w,  y, 

welche  dargesteUt  sein  mag  durch 

Vül)    a=x(x w,  y) 

Zweitens.     Will  man  die  indireeto  MaltipiieatorenDiethode  anwenden,  ao  wird 
man,  wenn  U  ein  mit  den  Elementen  x.  ...w,  y,  z  gebildeter  Ausdnick  ist,  bekommen 

'25 
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.X)    aü=(-JJ-H«.g).-. 


Wenu  aber  U  ein  mit  den  Elementen  x  .....  w,  y  gebildeler  Ausdrack  isl,  so  be- 
kommt man 

X)    ^ü  =  SR  .  ^  .  ^z 

^  dz 

Mit  jedem  dieser  Ausdrärke  ist  noch  die  Gleichong 


XI)  w?+«.ir=^o 

dy  dy 


zu  verbinden,  etc.  elc. 


Untersuchung  8. 

Es  sei  U  ein  reeller  (gesondert  oder  ungesonderl  gegebener)   mit  den  Elementen 

z w,   y,    z,    Y    gebildeter   Ausdruck,    und    zugleich    noch    eine    Gleichong 

F(z w ,  y ,  z ,  v)  «  0  gegeben.     Man  sucht  für  y ,  z ,  y  solche  reelle  Functio- 
nen   der    nichtmutablen    Veränderlichen    x '.w,    dass    sowohl    der    Gleichung 

P(x  ....w,  y,  z,  v)«»0  identisch  genügt,  als  auch  TJ  ein  Maximum-stand  oder  Mi- 
nimum-stand  wird. 

$  138.  Sowie  hier  die  Aurgabe  gestellt  ist,  ist  es  einerlei,  welches  der  mutablen 
Elemente  als  mittelbar  behandelt  wird.  Man  fQhre  die  Unters^uchung  so  durch»  dass  man 
y  als  mittelbar  mutabel  nimmt. 

Man  sondere  y  aus  F(x  . . .  w,  y,  z,  v)  =  0  ab,  so  dass  min  z.  B.  y  =  f(  x  . . .  w,  z,  v) 
bekommt  Diesen  Ausdruck  führe  man  in  die  für  U  bestehende  Gleichung  überall  ein, 
so  ist  die  Untersuchung  auf  die  zweite  ($.  120  bis  $.  125)  gebracht;  denn  mao  hat 
jetzt  eine  Gleichung,  aus  welcher  man  ohneweiten  für  z  und  v  Functionen  von  x  • . . .  w 
aufsuchen  kann,  wobei  U  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-atand  wird.  Hat  min  die 
ganze  Untersuchung  ausgeführt ,  so  setze  man  zuletzt  die  für  z  und  v  gefundenen  Func^ 
tionen  in  die  Gleichong  F(x  . . . .  w,  y ,  z,  y)  «>  0  ein,  wodurch  sich  y  als  Function  von 
X ....  w  ergibt. 

Wenn  der  für  U  gegebene  Ausdruck  und  die  Bedingungsgleichung  nicht  gleichzeitig 
die  Elemente  y,  z«  v  enthalten,  so  ist  es  auch  nicht  gleichgiltig,  welches  von  ihnen 
als  mittelbar  mutabel  betrachtet  wird;  sondern  man  kann  nur  ein  solches  als  mittelbar 
mutabel  nehmen,  welches  in  dem  für  U  gegebenen  Ausdrucke  und  in  der  Bedingangs- 
gleichung  zugleich  vorkommt.  Das  Verfahren  besteht  aber  jedesmal  darin,  dass  man 
das  als  mittelbar  genommene  Element  eliminirt,  etc. 

§.  1 39.  Will  man  aber  aus  irgend  einem  Grunde  diese  Absonderung  und  nacli- 
herige  Substitution  vermeiden,  so  schlage  man  einen  von  folgenden  zwei  Wegen  ein: 

Erstens.  Man  mulire,  und  eliminire  die  mittelbaren  Mutalionscoeflicienten  auf 
directem  Wege.    Hier  gibt  sich  dann 


[(^x!^-^fx^)^^]- 


Man  sehe  nun  zu,  ob  die  zu  ^  und  ^v  gehörigen  Factoren  zu  Null  werden  oder  Null 
in  den   Nenner  bekommen  kSnnen,   etc.  etc.,   und  verbinde  diese   Gleichungen  mil 
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F(x w,  y,  2,  v)  =  0,   wodurch  rmo  y  =  g>'(x w) ,  z  »  <p*'(x w), 

V  =  <p'''(x  ....  w)  and  U  =  i/;(x  . . .  .  w)  bekommt. 

Bei  HerslelluBg  des  PrüfungsmiCCels  moss  man  «ieh  vor  Allem  überzeagen,  ob  bei 
den  grade  in  Unlersnchong  stehenden  Specialitäten  sich  aos  F(x . . . .  w,  y,  z,  y)  =s  0 

fOr  die  der  Function  y  »  9>'(x w)  nächstanliegeoden  Nachbarfnnctionen  eine  nur 

oach  ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reibe  entwickeln  lässt  oder  nicht.  Die  dann 
noch  nöthige  Untersnchong  wird  nach  $.  II — 19  vorgenommen. 

1)  Lässi  sich  nun  tür  die  der  Function  y  =  q)'(\  . . . .  w)  oüchstanliegenden  Nach- 
barfunctionen  eine  nur  nach  ganzen  Potenzen  des  x  aufeleigende  Reihe  entwickeln ,  und 
kann  das  PrOfungsmittel  an  einem  der  Coefficienten  ^U,  B*\] ^  etc.  gewonnen  werden; 
so  hat  man  zu  verfahren,  wie  schon  (in  den  SS-  ^^  l>is  125)  auseinandergesetzt  ist. 

3)  Lässt  sich  aber  fikr  die  der  Function  y  »  qp'(x  . . . .  w)  nftchstanliegenden  Nach- 
barfuncüonen  keine  nach  lauter  ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  entwickeln, 
oder  kann  man  aus  einem  andern  Grunde  das  PrQfbngsmittel  nicht  an  einem  der  Coei- 
6cienten  ^U ,  d'^U ,  etc.  gewinnen ;  so  muss  man  auf  folgende  Weise  verfahren :  Mau 
setze  zuerst 

q>^*(\ .  . . .  w)  -h  X  •  ^z  H •  ^z  H •  ^^z  -h 

^  -^  1.2  1.2.3 


oder  schlechthin  q)'*(x .  . . .  w)  +  x  •  JCl  statt  z,  ebenso 

ip"Yx w)  4-  X  .  ^v  -f-  —  .  ^v   H-  —  .  ^3v  -H, 

^      ^  -^  1,2  1,2.3 

oder  schlechthin  9>'''(x  .  .  . .  w)  +  x  •  9t  statt  v,  und  ^  statt  y  in  F(x  . . .  •  w,  y,  z,  v)  =  0 
fiberaU  ein,  so  dass  man 

F(x W,  8,  «3P''(x  . .  .  .  W)  -H  X  .  JDl,  g>*'*ix  . . . .  W)  -t-  x  •  91)  =  0 

bekommt    Daraus  entwickle  man  (nach  $.  46)  alle  mit  <;p'(x  . . . .  w)  anfongendeu  und 
oach  Potenzen  des  x  aufsteigenden  Reihen,  welche  die  Form 

a  =»  qp'(x w)  +  X*  .  A  -+-  x^  •  B  4- 


haben  werden,  und  wo  man  sich  vor  Allem  überzeugen  muss,  dass  unter  allen  Umstan- 
den, unter  denen  man  die  Reihe  gebraucht,  kein  einziges  wenn  auch  noch  so  spätes 
Glied  imaginär  wird«  Hferauf  führe  man  diese  Reihe  an  die  Stelle  des  y,  und 
9>"(x . . . .  w)  +  X  •  d  an  die  Stelle  des  z,  und  <p"'(ji . . . .  w)  +  x  •  9t  an  die  Stelle 
des  V  in  die  fßr  U  bestehende  Gleichung  ein»  etc.  Die  Differenz  11  —  U'  wird  dann 
entscheiden ,  ob  ein  M aximum-stand  oder  ein  Minimum-stand ,  oder  ein  Gränz-stand  oder 
Einzel-stand  stattfindet.  Dabei  hat  man  die  in  S*  11—19  gegebene  Theorie  zu  benutzen. 
Zweitens.  Die  (man  sehe  $.  70)  indirecte  MuUiplicatorenmethode  kann  oft  sehr 
gale  Dienste  leisten.    Man  bekommt  nemlich  hier 

Neben  diesem  Ausdrucke  besteht  noch  die  identische  Gleichung 

A)    Soll  sowohl  der  zu  dz  als  auch  der  zu  ^v  gehörige  Factor  zu  Null  werden,  so 
hat  man  gleichzeitig  die  vier  identischen  Gleichungen 

dy  dy  dz  dz 

^  +  a»  •  ^'  =  0,  F(x  . .  . .  w.  y,  2.  y)  =.  0 
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KaoD  man  das  Pr&fungsiniUel  ao  moem  der  CoeflkieoteD  d^U ,  ä^V ,  etc.  gewiuDen ,  so 
verfahre  man,  wie  schon  öfters  auseinandergesetzt  ist;  muss  man  aber  directe  Rei- 
heneotwickelung  xq  Hilfe  nehmen,  so  verfahre  man,  wie  in  diesem  $.  aaseinander- 
geselzt  ist.    Dabei  hat  man  die  in  den  S-  ii—i9  gegebene  Th#i»rie  za  benaUeo. 

B)  Will  man  aber  zosehen,  ob  vob  den  za  dz  und  ^v  gehörigen  Pacloren  entwe- 
der eioer  oder  aach  beide  Null  in  den  Nenner  bekommen  können;  so  moss  man  vor 
Allem  das  M  aus  11  eliminiren.  Hier  liefert  aber  die  llaltiplicatoreoDiethode  offenbar 
keinen  Vortbeii  vor  der  directen  Elimination. 

Wie  zu  verfahren  ist,  wenn  der  fQr  U  gegebene  Ausdruck  und  die  Bedingungagtei- 
cbung  nicht  gleichzeitig  die  Elemente  y,  z,  v  enthalten,  ist  am  Schlusae  des  vorigen  $. 
angedeutet. 

Der  Bequemlichkeit  wegen  wurde  die  Bedingungsgleichung  in*  der  Form 
F(x  . . . .  w ,  y ,  z ,  v)  =?  0  geschrieben ,  etc.  etc.  (Man  vergleiche  in  dieser  Hinsicht 
den  S-  135.) 


Untersuchung  9. 

Es  sei  U  ein  reeller  (gesondert  oder  ungesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 

X w,  y,  z,  V  gebildeter  Ausdruck,    und  man  soll  für  y,  z  und  v  solche  reelle 

Functionen  von  x . » .  •  w  aufsuchen ,  dass  U  ein  Mazimum-stand  oder  Minimum-stand 
wird,  während  eben  diese  IQr  y,  z  und  v  gesuchten  Functionen  solche  zusammengehö- 
rige sein  sollen,  dass  irgend  ein  anderer  Ausdruck  F(x  . . ..  w,  y,  z,  v)  entweder  im- 
mer der  nemlichen  aber  nicbtgegebenen  Function  von  x  . . . .  w  gleichbleibt ,  oder  immer 
den  nemlichen  aber  nichtgegebenen  constanten  Wertb  behält. 

$.  140.  Wie  die  Aufgabe  gestellt  ist,  ist  es  einerlei,  welches  der  mutablen  Ele- 
mente als  mittelbar  mutabel  behandelt  wird.  Man  flühre  die  Untersuchung  so  durch, 
dass  man  y  als  mittelbar  mutabel  nimmt. 

Man  nehme  an,  m  sei  die  immer  sich  gleichbleibende  aber  nichtgegebene  Function 

von  X w  oder  der  immer  sich  gleichbleibende  aber  nichtgegebene  constante  Werth ; 

und  setzie 

F(x w,  y,  z,  v)  *»  m,  oder  F(x w,  y,  z,  v)  —  m  =  0 

Hier  bekommt  man  für  s  und  v  bestimmte  Functionen  von  z  . . . .  w,  y,  welche  dar- 
gestellt sein  mögen  durch 

z  =  X'(x w,  y)  und  V  =  x"(^ w,  y) 

während  man  (ür  y  jede  beliebige  Function  von  x  . . .  •  w  nehmen  kann.  Hat  man  aber 
die  gehörige  Form  flir  das  Prüfungsmittel  hergestellt,  so  wird  sie  im  Allgemeinen  auch 
das  willkürliche  Element  y  enthalten;  und  diesen  Umstand  kann  man  noch  dazu  benu- 
tzen, für  y  nur  solche  Functionen  von  x  . .  • .  w  zu  wählen ,  bei  denen  für  das  ver- 
schwindend kleine  x  die  Differenz  (U'  +  Jü)  —  U^  beständig  negativ  oder  positiv 
bleibL    (Man  sehe  Aufgabe  48.) 

Def  Unterschied  zwischen  der  achten  und  neunten  Untersuchung  besteht  also  darin, 
dass  in  der  achten  sich  sowohl  für  z  und  v  als  auch  für  y  bestimmte  Functionen  von 
X  ....  w  ergaben,  während  in  der  neunten  das  mittelbar  mutable  y  eine  ganz  willkür- 
liche Function  von  x w  bleibt,  so  dass  man  hier  eine  Art  diophantischer  Auf- 
gabe hat. 

Wie  man  zu  verfahren  hat,  wenn  in  dem  für  U  gegebenen  Ausdrucke  und  in  dem 
Ausdrucke  F(x . . . .  w,  y,  z,  v)  nicht  zugleich  die  drei  Elemente  y,  z,  v  vorkommen; 
darüber  vergleiche  man  den  Schluss  des  %.  13S. 
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Uniersuch UDg  tO, 

Es  sei  U  ein  reeller  (gesondert  oder  ongesonderl  gegebener)  mit  den  Elemenlen 

X w,  y,   z,  V  gebildeler  Aosdrack ,    and  zugleich  noch   zwei    Gleichungen 

F'(x . . . .  w,  y ,  z,  vj  =  ü  ond  F^'(x w,  y,  z,  v)  »*>  0  gegeben.    Man  sucht  für 

y,  z,  V  solche  reelle  Functionen  der  nichtmutablen  Veränderlichen  x w»   dass 

sowohl  den  beiden  Gleichungen  F'  =:  0  und  F''  ««»  0  identisch  genügt,  als  auch  U  ein 
Maximuni-Btand  oder  Minimamrslaud  wird. 

g.  141.  Sowie  die  Aufgabe  hier  gestellt  ist,  ist  es  einerlei,  welches  der  mutablen 
Elemente  man  als  anmittelbar  mutabel  behandelt.  Man  fahre  die  Untersuchung  so  durch, 
dass  man  v  als  unmiltelbar  behandelt. 

Man  sondere  aus  den  Bedingungsgleichungen  die  mittelbar  mutablen  Elemente  y 
und  z  ab,  so  dass  man  z.  B.  y  =  f(x  . . . .  w,  v)  und  z  »  f"(x  . . . .  w,  v)  bekommt. 
Diese  Ausdrücke  führe  man  in  die  für  U  bestehende  Gleichung  überall  ein,  so  ist  die 
L'Olersuchung  auf  die  erste  ($.  115  bis  §.119)  zurückgebracht;  denn  man  hat  jetzt 
eiae  Gleichung,  aus  welcher  man  ohne  weiters  für  v  eine  solche  Function  von  x  . .  .  .  w 
aarsüchen  kann,  dass  U  ein  Maximum-sland  oder  Minimum-sland  wird.  Hat  man  die 
ganze  Unlersachung  ausgeführl,    so  setze  man  zuletzt  die  für  v  gefundene  Function  in 

die  Gleichungen   F'(x w ,  y,  z,  v)  =  0  und  F"(x w,  y,  z,  v)  =  0  ein; 

dann  lassen  sich  auch  y  4ind  z  als  Functionen  von  x w  bestimmen. 

Wenn  der  für  U  gegebene  Ausdruck  und  die  beiden  Bedingungsgleichungen  nicht 
gleichzellig  die  drei  Elemente  y,  z,  v  enthalten;  so  ist  es  auch  nicht  gleichgiltig,  wel- 
ches man  als  unmittelbar  mutabel  betrachtet ,  sondern  man  muss  darauf  bedacht  sein , 
dass  nur  ein  solches  als  unmittelbar  mulabel  genommen  wird ,  welches  gleichzeitig  so- 
wohl auf  U  als  auch  auf  die  andern  mittelbar  mutablen  Elemente  Einfluss  hat. 

Man  nehme  in  dieser  Hinsicht  folgende  zwei  Beispiele : 

Erstes  Beispiel.  Es  sei  U  =  F(x. . . ,  w,  y),  F'(x  . . . .  w,  y,  z)  «  0.  and 
F"(x  . . .  •  w ,  z ,  v)  »  0.  Hier  kann  man  offenbar  nur  v  als  unmittelbar  mutabel  nehmen. 
Aas  F"  =  0  sondere  man  z  ab,  so  dass  man  z  »  f'(x  . . . .  w,  v)  bekommt.  Diesen 
Ausdruck  substiluire  man  in  F'  =  0,  so  bekommt  man  F'(il  .  . .  w,  y,  fix  . . .  w,  v))  «  0, 
und  daraus  kann  man  y  =  f'(x . . . .  w ,  v)  absondern.  Diesen  für  y  hergestellten  Aus- 
drnck  führe  man  zuletzt  in  U  =  F(x  .  . . .  w,  y)  ein. 

Zweites  Beispiel.    Es  sei  U  =:  F(x  . . . .  w ,  y) ,  F'(x  . . . .  w,  y,  v)  =»  0  und 

F'^x w ,  z,  v)  »  0.  Hier  kann  man  nur  z  als  unmittelbar  mutabel  nehmen.  Man 

sondere  v  aas  F'^  =  0  ab,  so  dass  man  v  =^  f(x .  . . .  w,  z)  bekommt.  Diesen  Aas- 
druck führe  man  in  F'  =:  0  ein,  so  bekommt  man  F'(x  . . .  w,  y,  fd  .  . .  w,  z))  =  0. 
Daraus  sondere  man  y  ab ,  so  dass  man  y  =  f''(x . . .  w ,  z)  bekommt.  Hiernach  ist 
also  U  =  F(x  . .  .  w ,  t"(%  .  . .  .  w ,  z)).  Man  suche  diejenige  Function  für  z  auf,  wo- 
bei U  ein  Maximum-sland  oder  Minimum-sland  wird.  Diese  Function  führe  man  in 
v  =  V(x . . .  w ,  z)  und  y  «  V'(x  . . .  w ,  z)  ein  ;  so  bekommt  man  auch  v  und  y  als 
Functionen  von  x  . . .  w. 

$.  142.  Will  man  aber  diese  Absonderung  and  nachherige  Substitution  aas  irgend 
einem  Grunde  vermeiden,  so  schlage  man  einen  von  folgenden  zwei  Wegen  ein: 

Erstens.  Man  mutire  sowohl  den  für  U  gegebenen  Ausdruck,  als  auch  die  Be- 
dingungsgieichungen ,  und  eliminire  die  mittelbaren  Mutalionscoefflcienten  auf  directem 
Wege.  Das  Weitere  bedarf  nach  allem  Vorhergehenden  keiner  Auseinandersetzung  mehr. 

Zweitens.    Nach  der  indirecten  Multiplicatorenmethode  bekommt  man 


™-ft^«•'i^*«•^^•" 


während  noch  die  beiden  identischen  Gleichungen 
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dy  dy  dy 

dz  dz  dz 

besleheo ,  aas  welchen  man  bestimmen  kann,  was  9ft  and  9t  Tür  Functionen  von  x  .  . .  w 
sind.  Das  Weitere  bedarf  nach  allem  Vorhergehenden  keiner  Auseinandersetzung  mehr. 
Wie  man  zu  verfahren  hat,  wenn  in  dem  (f^T  U  gegebenen  Ausdrucke  und  in  den 
beiden  Bedingungsgleichungen  die  drei  mutablen  Elemente  y,  z,  v  nicht  zugleich  vor- 
kommen; darüber  vergleiche  man  den  Schluss  des  vorigen  $. 


Untersuchung  II. 


Es  sei  U  ein  reeller  (gesondert  oder  ungesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 
X....W,  y,  z,  v  gebildeter  Ausdruck,  und  man  soll  fOr  y,  z,  v  solche  reelle  Func- 
tionen von  x  .  .  . .  w  aufsuchen ,  dass  dabei  U  ein  M aximum-stand  oder  M inimum-stand 
wird,  während  eben  diese  für  y,  z  und  v  gesuchten  Functionen  solche  zusammenge- 
hörigen sein  sollen,   dass  der  Gleichung  F'(x w,  y,  z,  v)  —  0  lAdentisch  genagt 

wird,  und  ein  anderer  Ausdruck  F''(x  . . . .  w,  y,  z,  v)  entweder  immer  der  nemlichen 
aber  nichtgegebenen  Function  von  x  . . . .  w  gleich  bleibt ,  oder  immer  den  nemlichen 
aber  nichtgegebenen  Werth  behält 

8«  143.  Man  nehme  an,  m  sei  die  immer  sich  gleichbleibende  aber  nichtgegebene 
Function  von  x  . . . .  w,  oder  der  immer  sich  gleichbleibende  aber  nichtgegebene  con- 
stante  Werth;  und  setze 

F''(x , . . .  w,  y,  z,  v)  «"  m,  oder  F''(x . .  . .  w,  y ,  z,  v)  —  m  «»  0 

Sowie  die  Aufgabe  hier  gestellt  ist,  ist  es  einerlei,  welches  von  den  drei  Elemen- 
ten y,  z,  V  man  als  unmittelbar  mutabel  nimmt.  Nimmt  man  v  als  unmittelbar  mu- 
tabel, so  bleibt  eines  der  mittelbar  mutablen  Elemente  unbestimmt,  also  eine  ganz  will- 
kfirliche  Function  von  x  . . . .  w.  Dieses  unbestimmte  Element  sei  y.  Man  kann  jetzt 
(Ür  z  und  v  bestimmte  aus  x  . . . .  w,  y  gebildete  Functionen  herstellen ^  welche  darge- 
stellt sein  mögen  durch 

V  =  x'(x ....  w,  y),  und  z  =i  x''(x  . . . .  w,  y) 

Hat  man  aber  die  gehörige  Form  fQr  das  PrUfungsmittel  hergestellt,  so  wird  sie  im 
Allgemeinen  auch  das  noch  willkürliche  Element  y  enthalten ;  und  diesen  Umstand  kann 

man    dazu    benötzen,   für  y  nur  solche  Functionen    von  x w  zu  nehmen,    bei 

denen  für  das  verschwindend  kleine  x  die  Differenz  (U^  +  Jlf)  —  U'  beständi«;  ne- 
gativ oder  positiv  bleibt. 

Wie  zu  verfahren  ist,  wenn  die  drei  Elemente  y,  z,  v  nicht  zugleich  in  der  für 
U  gegebenen  Gleichung,  in  der  Gleichung  F'(x  . . . .  w,  y,  z,  v)  «  0,  und  in  dem  Aus- 
drucke F''(x .  . . .  w,  y,  z,  v)  enthalten  sind;  darüber  vergleiche  man  den  Schluss  des 
$,  141. 


Untersuchung  12. 


Es  sei  U  ein  reeller  (gesondert  oder  ungesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 
X...  .w»  y,  z,  V  gebildeter  Ausdruck,  und  man  sucht  für  y,  z  und  v  solche  reelle 
Functionen  von  x  . . . .  w,  dass  dabei  U  ein  Maximum-stand  oder  MininMim-atand  wird, 
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wahrend  eben  diese  fQr  y,  z,  v  gesuchten  Functionen  solche  zusammengehörigen  sein 
sollen,  dass  nicht  nur 

1)  ein  Ausdruck  F'(x  •  •  .  •  w,  y,  z,  v)  immer  einer  und  derselben  aber  nichtge- 
gebenen Function  Yon  i . . . .  w  gleich  bleibt,  oder  immer  einerlei  aber  einen  nichlge- 
gebenen  constanten  Werth  behält ;  sondern  dass  auch  noch  gleichzeitig 

2)  ein  anderer  Ausdruck  F''(x  . . . .  w,  y,  z,  v)  immer  einer  und  derselben  aber 
Dichtgegebenen  Function  von  x  . . . .  w  gleich  bleibt ,  oder  immer  einerlei  aber  einen 
Dichtgegebenen  constanten  Werth  behält. 

S*  144.  Man  setze  nach  dem  Vorgange  der  siebenten,  neunten  und  elften  Unter- 
socbong 

F'(x  . . . .  w,  y,  z,  v)  =  m'  und  F"(x  . . .  .  w ,  y,  z,  v)  =  m'' 

oder 

F'(x . . .  .  w,  y,  z,  v)  —  m'  =  0  und  F"(x  ....  w,  y,  z,  v)  —  m"  «  0 

Man  erkennt,  dass,  wie  dieses  Problem  gestellt  ist,  es  gleichgiltig  ist,  welches  der 
motablen  Elemente  man  als  unmittelbar  nimmt.  Man  nehme  v  als  unmittelbar  mutabel. 
Hier  lässt  sich  für  v  eine  bestimmte  aus  den  Elementen  x  . . . .  w  •  y»  %  gebildete  Func- 
tioD  auffinden,  welche  dargestellt  sein  mag  durch 

V  =  x(x w,  y,  z) 

Die  mittelbar  mutablen  Elemente  y  und  z  sind  unbestimmt,' d.h.  man  kam^  ^^  ^^^  j^e 
beliebige  Function  von  x  . . . .  w  setzen.  Hat  man  aber  die  gehörige  Form  für  das  Pril- 
fuDgsmittel  hergestellt,  so  wird  sie  im  Allgemeinen  auch  die  Elemente  y  und  z  enlhal- 
len ,  und  diesen  Umstand  kann  man  noch  dazu  benützen ,  für  y  und  z  nur  solche  Fonc- 
üoDen  von  x  . . ..  w  zu  wählen,  bei  welchen  für  das  verschwindend  kleine  x  die  Dif- 
ferenz (U'  +  ^U)  —  U'  beständig  positiv  oder  negativ  bleibt. 

Wie  zu  verfahren  ist,  wenn  die  drei  mutablen  Elemente  y,  z,  v  nicht  zugleich  in 
der  für  U  gegebenen  Gleichung  und  in  den  beiden  Ausdrücken  T'(x  . . . .  w,  y ,  z,  v)  und 
F"(x . . . .  w,  y,  z,  v)  enthalten  sind;   darüber  vergleiche  man  den  Schluss  des  $.  141. 


Es  ist  nun  nicht  mehr  nöthig,  diejenigen  Untersuchungen  vorzunehmen,  wo  vier 
QDd  noch  mehr  mutable  Elemente  vorkommen.  Das  bisherige  Verfahren  lässt  sich 
gradezu  auf  dergleichen  Untersuchungen  ausdehnen. 


Untersuchung  13. 

Es  sind  zwei  Gleichungen  F'(U,  x  . . .  w,  y,  z)  =  0  und  P"(ü,  x  . . .  w,  y,  z)  «=■  0 
gegeben ;  und  man  soll  für  y  und  z  solche  reelle  Functionen  von  s  . . . .  w  aufsuchen , 
dass  dabei  U  ein  Maximum-stand  oder  ein  Minimnm-stand  wird. 

S*  145.  Sowie  hier  die  Aufgabe  gestellt  ist,  ist  es  gleichgiltig,  welches  der  Ele- 
mente y  und  z  man  als  mittelbar  mutabel  nimmt.  Man  nehme  y  als  mittelbar.  Man 
stelle  aus  den  zwei  gegebenen  Gleichungen  eine  neue  her,  woraus  das  y  eliminirt  ist , 
DDd  welche  durch 

I)    g(ü,x w,  z)  -»i  0 

bezeichnet  sein  mag.    Daraus  folgt  gradezu 
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(iL  dz 

'^      dt  dz  dl'  dz  •  dr  dll^ 

elc.  etc. 

Aus  II  folgl  gradezu 

A)    Man  sehe  nun  zunächst  kq,  ob  die  Gleichung 

mögh'ch  ist,  verbinde  sie  mit  den  zwei  ursprünglichen,  und  suche  tur  y,  z  und  ^  die- 
jenigen Functionen  von  x w,  wodurch  diese  drei  Gleichungen  xugleich  idebtisch 

werden;  dass  sie  alle  drei  zugleich  identisch  werden,  ist  der  Hauptpunkt  etc.  etc. 
6)    Hierauf  sehe  man  auch  noch  zu ,  ob  die  Gleichung 

vn  ?!J  .  ^  «  « 

^*^     dz    •     du  0      . 

möglich  Ist,  verbinde  sie  mit  den  zwei  urspröngKchen ,  und  suche  Ittr  y,  z,  ü  diejeni- 
gen Functionen  von  x . .  . .  w,  wodurch  auch  diese  drei  Gleichungen  zugleich  Identisch 
werden;  dass  sie  alle  drei  zugleich  identisch  werden,  ist  der  Hauptpunkt  etc.  etc. 

$•  146.  Man  kann  aber  auch,  die  ursprünglichen  Gleichungen  gradezu  mutlren,  so 
dass  man 

vn)  ^  .  au  H-  5!iL  .  ^  +  ^i.  .  az  =  0 

^      du  dy       '         dz 

dn^"  d  F'*  d  F'* 

VIII)    -^.3U+^.3y  +  ^-^.».  =  0 

bekommt.    Aus  diesen  Gleichungen  eliminire  man  dy,  so  gibt  sich 

IX)    dV  =  Z'd% 

A)  Man  sehe  zu,  ob  die  Gleichung  Z  =  0  möglich  ist,  verbinde  sie  mit  den  ur- 
sprünglichen Gleichungen,  und  suche  für  y,  z,  U  solche  Functionen  von  i . . .  .  w,  wo- 
durch Z  =:  0,  F'  =  0  und  F''  =  0  zugleich  identisch  werden. 

St 

B)  Man  sehe  zu,  ob  auch  Z  »  -^r-  möglich  ist,  etc.  etc. 

Will  man  lieber  die  indirecte  Multlplicatorenmethode  anwenden,  so  kann  raao 
F'<  =  0  mit  einer  vorerst  noch  unbekannten  jedenfalls  aber  nichtmutablen  Function  fBt 
von  X  .  . . .  w,  mullipliciren;  dann  ist  auch  noch  das  Product  9t  •  F''  =  0  eine  identische 
Gleichung.    Dieses  Product  addire  man  zu  F'  =:  0,  so  ist  auch  noch 

F'  -f-  SR  •  P"  =  0 
eine  identische  Gleichung.    Daraus  gibt  sich 


(f^+«-^')''=« 


► 
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Nan  soll  diese  Gleichung  von  dem  millelbaren  ^y  frei  sein;  man  denke  sich  also  unter 
9t:  eine  solche  Function  von  x  . . . .  w,  dass  identisch  stattfindet: 


XI)    iL'-H3R.^'  =  0 
•'     dy  dy 


Gleichung  X  reducirt  sich  auf 


Und  so  fort. 


i  .  I 


Nun  mögen  solche  Untersuchungen  folgen,  vo  die  nichtmutablen  Veränderlichen 
noch  Werthänderungen  erleiden,  d.  h.  Untersuchungen,  wo  gemischte  Mutationen  an- 
gewendet werden. 


Untersuchung  14. 

Es  ist  U  ein  reeller  (gesondert  oder  ungesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 
X  und  y  gebildeter  Ausdruck.  Man  sucht  für  y  eine  solche  reelle  Function  von  x, 
und  zugleich  für  x  einen  solchen  bestimmten  reellen  Werth,  dass  der  dabei  sich  erge- 
bende bestimmte  reelle  Werth  des  U  grösser  oder  kleiner  wird ,  als  alle  diesem  bestimm- 
ten reellen  Werthe  des  U  nächßtanliegenden  Nachbarzustände ,  d.  h.  der  gesuchte  Werth 
des  U  soll  ein  Maximumwerth  eines  Maximum-standes  oder  ein  Minimumwerth  eines 
Minimum-Standes  werden. 

(Diese  Untersuchung  itt  geometrisirt  in  den  Aufgaben  2  und  4.) 

$.  147.  Wenn  man  irgend  eine  durch  q)(\)  dargestellte  reelle  Function  an  die  Stelle  des  y 
in  die  ursprüngliche  Gleichung  einsetzt;  so  bekommt  man  auch  fiir  U  eine  Function  von 
X,  welche  mit  i^cx)  bezeichnet  sein  mag.  Wenn  man  zugleich  dem  x  einen  festen  reel- 
len Werth  beilegt,  so  bekommt  auch  U  einen  festen  Werth ,  welcher  mit  U''  bezeichnet 
sein  mag. 

Die  irgend  einem  Werthe  des  x  nächstvorhergehenden  und  nächslnachfolgenden 
Nachbarwerthe  werden  im  Allgemeinen  dargestellt  durch  (x  +  l)x),  woför  man  (nach 
§.  76)  auch  schreiben  kann 

I)    X  -h  X  .  i9x  -f-  —  .   .y2x  H-  -?^  .  t?3x  4- 

^  1.«  1.2.3 


Alle  irgend  einem  Werthe  der  für  y  beliebig  gewählten  Function  q>(x)  nächstvorangehen- 
den und  nächstaachfolgenden,  sowohl  aus  dieser  für  y  gewählten  Function  als  auch  aus 
allen  nächstanliegenden  Nachbarfunctionen  hervorgehenden,  Nachbarwerthe  werden  im 
AUgemeincip  dargestellt  durch 

11)    q)(x)  +  X  .  (a,y  H-  ^  .  ^,2y  -H  ^  •  ^df^y  4-^ 

wo,  wie  (aus  §.  77)  bekannt, 

dv 

(^ly  —  ^y  -f-  jj  •  ^^ 


202 


dx  d\2  dx 


etc.  etc. 
ist.  Indem  man  al^r  die  Reihen  I  and  II  bezüglich  an  die  Stelle  des  x  und  des  y  in 
die  urspröngliche  Gleichung  einsetzt;  bekommt  man  die  dem  U''  nächstanliegenden  ge- 
mischten Nachbarzustände,  welche  mit  (U"  +  (^)U)  bezeichnet  werden,  und,  wenn 
man  sie  in  eine  nach  Potenzen  des  x  fortschreitende  Reihe  entwickeln  will,  nur  in  eine 
nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  entwickelt  werden  dürfen.  Wenn  non  bei  de!a 
im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  x  die  Differenz  (U"  +  (^)U)  —  U''  bestän- 
dig reell  bleibt;  so  findet 

1)  ein  Maximomwerth  eines  Maximum-standes  statt,  wenn  diese  Diflerenz  bestän- 
dig negativ  ist;  dagegen  findet 

2)  ein  Minimumwerth  eines  Minimam-standes  statt,  wenn  diese  DiiTerenz  bestän- 
dig positiv  ist;  es  findet  aber 

3)  keiner  von  besagten  zwei  ausgezeichneten  Werthen  statt,  wenn  diese  INfferenz 
weder  als  positiv  noch  als  negativ  gelten  kann.         « 

§.  148.  Um  die  DiiTerenz  (U"  +  (z/>U)  —  U''  mit  Bequemlichkeit  herzustellen, 
setze  man  anfänglich  nicht  die  ganzen  Reihenformen  I  und  II  bezQglich  an  die  Stelle  des 
X  und  y  in  die  ursprüngliche  Gleichung  ein;  sondern  man  setze  vorerst  nur 


xS 

1.8 

.   ^X 

-4- 

X3 
1.8.3 

>^H 

X» 

^M 

X3 

X  -h  X  -  $  anstatt  x  H-  x  •  i9x  -h  -7-^  •  ^x  -4-  7-7-;  .  t^^,  -|- 
und 

9fx»  -h  X  •  77  anstatt  q>i\)  ■+■  x  -  (^,y  -f-  -^-  .  (d?y  -h  —^  •  fi^y 

t«3  1»8.3 

reducire  soviel  als  möglich,  und  entwickle  dann  für  (U"  +  (^)U)  die  mit  U"  anfangende 
und  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe.  Ist  dieses  geschehen,  so  führe  man  in 
jedes  einzelne  Glied  wieder 

X  ^         .         X* 


und 


tfx  4-  -^  •  i9«x  ■+-  -^  .  i93x  -4- an  die  Stelle  des  « 

1.0  1.2.3  ^ 


9 
i^)y  -^  —  •  fi?y  ^ —  •  t^r'y  -+-•••••••    an  die  Stelle  des  7J 


1.2       "         1.2  3 


Kurück,  und  reducire  >  nachdem  man  noch  für  fii^ ,  fify^  (^y,  etc.  die  eBtspreebenden 
Ausdrücke  gesetzt  hat,  abermals  soviel  als  möglich. 

Hat  man  die  für  ^J)\]  hergestellte  Reihe  auf  die  einfachste  Form  gebracht;  so  hat 
man  zu  unterscheiden: 

1)  Das  erste  Glied  dieser  Reihe  enthält  gleichzeitig  den  Mutationscoefßcienten  dy 
und  den  DilTerenzcoefficienten  i?x.  Hier  hat  man  nur  (nach  S-  II — 19)  zu  untersuchen, 
ob  dieses  erste  Glied  beständig  einerlei  Zeichen  behält,  und  kein  einziges  wenn  auch 
noch  so  spätes  Glied  aus  irgend  einem  Grunde  imaginär  werden  kann.  Soll  aber  dieses 
erste  Glied  beständig  einerlei  Zeichen  behalten,  so  mnss  namentlich  der  Exponent  des 
X  eine  ganze  grade  Zahl  oder  ein  in  seinen  kleinSüsn  Zahlen  ausgedrückter  Bruch  mit 
gradem  Zähler  und  ungradem  Nenner  sein. 

2)  Das  erste  Glied  der  für  iJ)\]  hergestellten  Reihe  enthält  nur  dy  und  nicht  auch 
«9x,  sondern  das  ^x  kommt  erst  in  einem  spätem  Gliede  vor.  Hier  ist  nicht  genug, 
wenn  das  erste  Glied  das  Zeichen  nicht  wechseln  kann;  sondern  man  bedenke,  dass  die 
dem  U"  nächstanliegenden  Nachbarzustände  (C  -H(^)U)  dadurch  erzeugt  werden,  dass 
man  dem  x  Werthäoderungen  beilegt,  und  dass  man  an  die  Stelle  des  y  alle  ihm  nächsl- 
vorangehenden  und  nächslnachfolgenden,  d.  h.  sowohl  die  aus  der  gewählten  Function 
qxx)  als  auch  die  aus  den  dem  g}(x)  nächslanliegenden  Nachbarfunctionen  hervorgehenden 
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Nachbarwerlhe  setzt.    Setzt  man  einmal  an  die  Stelle  des  y  nur  die  durch  Werlhände- 
rung  des  x  aus  q>ix)  sich  ergebenden  und  dem  q>{i)  nächslanliegeuden  Nachbarwerlhe 

,2  v3 


l.S  1.2.3  / 


80  ist  dabei  nur 


_  dqpCX)        -  • 


etc.  etc. 
so  dass  dann  die  fitar  [Jfi  hergestellte  Reihe  nur  noch  die  Differeuzcoefficieaten  ^\,  ÖH. 
etc.  enthält.  Hat  man  nun  eine  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reibe  für  (^)U  herge- 
stellt, und  kommt  erst  in  einem  späteren  Gliede  das  d\  vor;  hat  man  sich  dann  Ober- 
zeugt, dass  kein  einziges  wenn  auch  noch  so  spätes  Glied  aus  irgend  einem^Grunde 
imaginär  werden  kann;  und  behält  das  erste  Glied  beständig  einerlei  Zeichen:  so  muss 
man  noch  zusehen,  ob,  wenn  alle  Mulationscoefficienten  und  alle  davon  abgeleiteten 
DifTerentialquotienten  zu  Null  werden,  dasjenige  von  den  zurückbleibenden  Gliedern, 
welches  jetzt  mit  der  niedrigsten  Potenz  des  x  sowie  auch  mit  d\  versehen  ist,  mit  dem 
(vorher  vorhandenen  nun  aber  weggefallenen)  ersten  Gliede  einerlei  und  ein  unwandel- 
bares Zeichen  behält.  Nur  unter  dieser  Bedingung  kann  ein  Maximumwerth  eines  Mo- 
ximum-standes  oder  ein  Minimumwerlh  eines  Minimum-Standes  stattfinden  (Man  sehe 
Aufgabe  4). 

3)  Das  erste  Glied  der  fiir  (^)U  hergestellten  Reihe  enthält  nur  ^\  und  nicht  auch 
dy,  sondern  das  dy  kommt  erst  in  einem  späteren  Glie<le  vor.  Auch  hier  ist  nicht  ge- 
nug, wenn  das  erste  Glied  sein  Zeichen  nicht  wechseln  kann;  sondern  man  bedenke, 
dass  unter  den  dem  U''  nächstanliegenden  Nachbarzuständen  auch  diejenigen  sich  befin- 
den ,  welche  dadurch  erzeugt  werden ,  dass  man  an  die  Stelle  des  y  nur 

<jp(Xi  -f  X  .  iJy  +  -^  •  <52y   -t-  ^  •  tJ^y 


setzt,  während  x  on veränderlich  bleibt,  d.  h.  t^x  =  0,  (9^x  =  0,  etc.  etc.  ist  Hat  man 
nun  eine  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  für  (^)U  hergestellt,  und  kommt  erst 
in  einem  spätem  Gliede  das  ^y  vor;  hat  man  sich  dann  fiberzeugt,  dass  kein  einziges 
wenu  aach  noch  so  spätes  Glied  aus  irgend  einem  Grunde  imaginär  werden  kann;  und 
behält  das  erste  Glied  beständig  einerlei  Zeichen:  so  muss  man  auch  zusehen,  ob,  wenn 
alle  Difierenzcoefficienten  zu  Null  werden ,  dasjenige  von  den  zurückbleibenden  Gliedern, 
welches  jetzt  mit  der  niedrigsten  Potenz  des  x  und  mit  dy  versehen  ist,  mit  dem  (vor- 
lier  vorhandenen  nun  aber  weggefallenen)  ersten  Gliede  einerlei  und  ein  unwandelbares 
Zeichen  behält.  Nur  unter  dieser  Bedingung  kann  ein  Maximorawerth  eines  Maximum- 
standes oder  ein  Minimomwerth  eines  Minimum-Standes  stattfinden. 

%,  149.  Soll  nun  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  x  die  Diffe- 
renz (U''  -h  (//)U)  —  U'^  unter  allen  Umständen  ihr  Zeichen  nicht  wechseln  können; 
80  müssen  (wie  schon  im  vorigen  §.  erörtert  ist)  in  der  für  (^)U  herzustellenden  Reihe 
alle  die  verschiedenen  Ausdrücke ,  welche  möglicherweise  das  erste  Glied  werden  kön- 
nen, einerlei  und  ein  unwandelbares  Zeichen  haben;  denn  das  Zeichen  der  Summe  aller 
Glieder  ist  mit  dem  Zeichen  des  jedesmaligen  ersten  Gliedes  einerlei.  '  Wenn  man  also 
für  (^)IJ  die  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  entwickelt ,  so  darf  sich  keineswegs 
die  (in  g.  79  aufgestellte)  allgemeine  Reihenform 

,J,V  =  X  •  ,<5.U  4-  —  .  ,^,2Ü  -H  —  .  (d)3U  -f- 

1.2  i.2.3 

ergeben,  wo 
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III)   AU  =  ^.<Jy  +  i£.^x 

etc.  etc. 
ist ;  deon  hierbei  würde  das  (z/^U  zugleich  mit  x  das  Zeichen  wechseln.    Die  Vor  fJ)l]  her- 
zustellende Reihe  darf  aber,  was  man  auch  immer  für  Umstände  eintreten  lassen  mag, 

,        .,       /d^ü     .  du      ^  \  ...        d,C    ^         ...        du      ^ 

weder  mit  x  •  f  -^  •  dy  -f-  —  •  «^x  I ,  noch  mit  x  •  -J-  •  ay ,  noch  mit  x  •  —  •  ^x  an- 
fangen, während  sowohl  dy  jede  beliebige  Function  von  x  sein  als  auch  (7x  jeden  belie- 
bigen Werth  haben  darf.  Es  können  aber  keine  Umstände  eintreffen,  bei  welchen  die 
Reihe  mit  irgend  einem  dieser  drei  Ausdrücke  anfangt,  wenn  eines  ?on  folgenden  vier 
Systemen  zweier  Gleichungen  statlGndet: 


0 

d,U 

dy  ~ 

=  0  und 

du 
dT^ 

=  0 

• 

2) 

dy 

:  0  und 

d 
dT" 

» 
"  0 

3) 

d,D 

dy  " 

1  — 

0 

und 

dU 

dx 

=  ( 

*) 

d,U 
dy 

0 

und 

du 
dx 

i 

t 

Das  Praktische  des  Verfahrens  ist  nun: 

A)  Man  sehe  zu,  ob  schon  identisch  die  Gleichung -j-  =  0  möglich  ist;  diese  dient 

dann  dazu,  die  fiir  y  gesuchte  Function  gxx)  zu  bestimmen.    Somit  erkennt  man,   dass 
man  ftir  y  ganz  dieselbe  Function  bekommt,  wie  wenn  x  unveränderlich  wäre.   N^on  ist 

du  d,ü     dy  ^  d^ü  ,urn'u  ^r^  A         k         -*  I,   •  u.         r    ^^' 

-j—  =  -j-  •  -7^  H-  -p-,  welche  Gleichung  wegen  -—  =  0   sich   zurückzieht  aai   »7— 

=  -f-»  und  man  kann  jetzt  zusehen,  ob  -J-  =  0  oder  -f"   •=  -;f  o^w  ob  beide  Glei- 
dx  ''  dx  dx  0 

chungen  zugleich  möglich  sind;    keine  von  diesen  beiden   Gleichungen  ist  aber  eine 

identische,  und  sie  dienen  nur  dazu,  den  (ur  x  gesuchten  Werth  zu  finden. 

H  TT  91 

B)  Man  sehe  auch  zu ,  ob  schon  identisch  die  Gleichung  -~-    =   -g-  möglich  ist. 

Diese  liefert  wieder  eine  Function  von  x.    Man  erkennt  also  wieder,    dass  sich  für   y 
die  nemliche  Function  ergibt,  wie  wenn  x  unveränderlich  wäre.    Hat  man  aber  Tür  y 

dy 
eine  Function  von  x  gefunden,   so  bestimme  man  -p-,  führe  den  dafür  sich  ergebenden 

Ausdruck  in  <^»  «»  -—  •  -;&  +  -^  ein,  und  reducire  soviel  als  möglich.  Hierauf  muss 

dx  dy     dx  dx 

man  zusehen ,  ob  =^  «s  0  oder  •—  >»  --.  oder  ob  beide  Gleichungen  zugleich  möglich 

sind;  keine  von  diesen  zwei  Gleichungen  ist  aber  eine  identische,    sondern  sie  dienen 
nur  dazu,  um  den  für  x  gesuchten  Werth  zu  bestimmen.  (Man  sehe  z.  ß.  Aufgabe  3.) 

$.  150.    Diese  (im  vorigen  $•  aufgestellten)  vier  Systeme  zweier  Gleichungen  sind 
di«  einzigen,   aus  welchen  man  für  y  solche  Functionen  von  x,   und  für  x  solche  spe- 
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ciellen  Werihe  entnehmen  kann,  bei  denen  möglicherweise  ein  Maximam-werih  eines 
M«iimom*sUnde8 ,  oder  ein  Minimum-werUi  eines  Minimum-standes  staUßndel,  wovon 
man  sich  aaf  folgende  Weise  öberzeugl: 

1)  Wenn  keiner  der  Quolienten  —-  und  «^  zu  Null  werden  oder  Null    in  den 

Nenner  bekommen  kann,  so  isl  x  •  l  -^  •  dy  -h  <?-  •  t^x  |  jedenfalls  das  erste  Glied  der 

für  (J)U  herzustellenden  Reihe,  wobei  (JiV  zugleich  mit  dem  im  Momente  des  Ver- 
Schwindens  betindKchen  x  das  Zeichen  wechselt 

2)  Ist  entweder  -J—  =  0  oder  -~  =  -^ ,   während  weder  -5=  =  0  noch  •5=  =  ir 
^  dy  dy         0  dx  dx         0 

ist;  so  kann  in  der  für  (^)U  herzustellenden  Reihe  das  Glied,  welches  unter  den  mit 

der  Differenz  des  x  behafteten  das  erste  ist,  kein  anderes,  als  x  •  -?»  •  i9x  sein.     Nun 

dx 

sind  unter  den  dem  jedesmaligen  Werihe  des  U"  nftchstanliegenden  Nachbarwerlhen 
auch  diejenigen  begriffen,  welche  sich  durch  die  alleinige  Werthänderung  des  x  erge- 
ben, wobei  y  »  <p(x)  übergeht  in 

\  -h  X  •  i9x  H •  «^x  -I •  i^^x  -i- I 

und  ay  -  0.  g  =  0.  §  -  0,  etc..  a«y  .  0,  ^  =  0,  i^  =  0.  ele.  elc. 

ist,  so  dass  anter  den  A usdrficken ,  welche  jetzt  zuräckbleiben ,  "^  "^  *  ^^x  der  erste 
ist,  also  jetzt  (^)U  mit  x  sein  Zeichen  wechseln  konnte. 

3)  ist  entweder  t—  «  0  oder  -p-  ■«  -—     während  weder  -f-  «=  0  noch  -J—  ■»  -jr- 
^  dx  dx  0  dy  dy         0 

ist;  so  kann  in  der  Tür  (^)U  herzustellenden  Reihe  das  Glied,  welches  unter  den  mit' 

der  Mutation  des  y  behafteten  das  erste  ist ,  kein  anderes  als  x  •  -|—  •  ^y  sein.     Nun 

sind  unter  den  dem  jedesmaligen  Werthe  des  U^  nächstanliegenden  Nachbarwerlhen 
auch  diejenigen  begriffen,  welche  dadurch  erzeugt  werden,  dass  man  an  die  Stelle  des 
y  nur 

g)(X)  -f-  X  .  ay  +  ^  .  a^y  -4-   ^  •  a^y  -h 

setzt,  während  x  keine  Werthänderung  erleidet,  d.  h.  i9x  =  0,  <^x  «.0,  9H  =Oetc. 
ist,  80  dass  qnter  den  Ausdrücken,  welche  jetzt  zurückbleiben,  x  •  -^  •  ^y  der  erste 
ist,  also  jetzt  (^jU  mit  x  sein  Zeichen  wechseln  könnte. 

$.  151.  Für  den  Fall,  dass  das  erste  System  obiger  Gleichungen  zar  Bestimmung 
der  gesuchten  Stücke  genommen  wird,  und  das  Prüfungsmittel  an  dem  CoelBcienten 
^}^  entnommen  werden  kann,  mag  folgendes  Verfahren  beachtet  werden: 

Weil   ^jr-  »  0  eine  identische  Gleichunjj;  ist,  so  ist  auch 


it) 


V)    -i^  =  o 

eine  identische  Gleichung;  und  weil  auch  rp  ■"  0  ist,  so reducirt  Gleichung IV  sich  auf 

«»iü  dm 
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Habeo  diese  beidefi  TheibäUe  zusammen  anler  »llen  UmstäDden  einerlei  Zeichen;  so 
findet  ein  Msximam-verCh  eines  Maximum-sUndes  oder  ein  Minimam-werth  eines  Mlni- 
ronro-slandes  statt.  Haben  aber  diese  beiden  Theilsätce  entgegengesetzte  Vorzeichen, 
so  gibt  der  Theilsatz  mit  dem  Motationscoefficienien  den  primären  Zustand  an,  und  der 
Theilsatz  mit  dem  DifferenzcoefficieDten  gibt  den  secondären  Zustand  an,  welche  beide 
Zustände  diesmal  nicht  miteinander  übereinstimmen. 

d^U 
Der  totale  Diflerentialquotient  -^^  ^^^^^  ^^^^  ^'^^  ^^^  bedeutenden  Abkürzungen  ge- 


wmnen. 


Aus    der  Gleichung    —   =  -^'-     •     ^   -^   ^     ^<>'»*     •"•     Allgemeinen 

L  .  d(^  •  —  W  4-  •  d/^V    Der  erste    Theilsatz  ist   im    hiesigen    Falie 
Ix      \  dy       dl/        dx      \  dx  / 


dy 

dm         1       , 

dP"  =  d;-^ 

identisch  «»  0,  und  somit  bleibt  nur 

V    3x2  "  dx2  ^  dx.dy      dx 
Gleichung  V  lässt  sich  noch  auf  folgende  Weise  darstellen: 

d  d  U        <*$ü      dv 
VIII)    ^i^ll:  ^.  -i  .  2?  ==  0 


dx.dy         dy2       dx 

dv 
Eliminirt  man  -r^  aus  VII  und  VIll,  so  bekommt  man 

dx 

^^         Ldx2   ^   dy«        ^dx.dy/  J  •    dy« 

Da  hier  die  Mutationen  von  den  Werthänderangeo  unabhängig  sind,  und  umgekehrt; 
so  kann  man  auch  (s.  den  Scbluss  des  g.  113)  die  hier  gesuchten  Resultate  dadurch  ge- 
winnen, dass  man  die  (in  g.  112  beschriebenen)  zwei  suceessiven  Geschäfte  Tor&imoEit, 
wobei  man  Torerst 

1)  für  y  eine  bestimmte  reelle  Function  Ton  x  anÜBacfat,  den  primären  Zustand 
U'  =  %lf(x)  herstellt,  und  prüft.    Hierauf  sucht  man 

2)  für  X  einen  bestimmten  Werth  auf,  stellt  den  secundaren  Zustand  her,  und  prüft 
auch  ihn. 

Diese  beiden  successiven  Geschäfte  Torzunehmen ,  kann  oft  von  praktischen  Nutzen  sein. 


Untersuchung  15. 

Es  ist  U  ein  reeller  (gesondert  oder  ungesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 
i,  y,  z  gebildeter  Ausdruck,  wo  y  und  z  ganz  unabhängig  untereinander  sind;  und 
man  sucht  für  y  und  z  solche  reelle  Functionen  Yon  x ,  und  zugleich  f&r  i  einen  solchen 
bestimmten  reellen  Werth,  dass  der  dabei  sich  ergebende  bestimmte  reelle  Werth  des 
U  grösser  oder  kleiner  wird,  als  alle  diesem  bestimmten  reellen  Werthe  des  U  nächst- 
anliegenden Nachbarzustände,  d.  h.  der  gesuchte  Werth  des  U  soll  ein  Maximum  werth 
eines  Maximum -Standes  oder  ein  Minimumwerth  eines  Minimum- Standes  werden. 

(Diese  Untersuchung  ist  geometrisirt  in  Aufgabe  29.) 

§.  15!2.  Wenn  man  irgend  zwei  durch  q)'ix)  und  q)^'(\)  dargestellte  reelle  Functionen  be- 
züglich an  die  Stelle  des  y  und  des  z  in  die  ursprftngliehe  Gleichung  einsetzt;  so  bekommt 
man  auch  Tür  U  eine  Function  von  x ,  welche  mit  %ixx)  bezeichnet  sein  mag.  Wenn  mao 
zugleich  dem  x  einen  festen  reellen  Werth  beilegt;  so  bekommt  auch  U  einen  festen 
Werth,  welcher  mit  U"  bezeichnet  sein  mag. 


I 
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Die  dam  ü"  nicbstaiitMgeodeo  gemischlen  Nachbirxiuitäiide  (U''  -f-  i4A^)  bckkomml 
uan,  wem  man  (wie  schMi  in  §.  147  der  vieraehnten  Uniersochong) 

I)    X  -H'x  •  i?x  H •  t?5?x  4- an  die  Stelle  des  x, 

'  1.2 

II)    (p'(xj  -h  X  •  (^)y  -t-  —  •  (^)2y  -H an  die  Stelle  des  y , 

x? 

III)    qi**i\)  -h  X  •  (d,x  H •  fifz  -t- an  die  Stelle  des  z , 

in  die  arsprüogliche  Gleichung  überall  einsetzt.    Hier  ist  bekanntlich 

(*y  =  ay  -f-  ^  .  i^x 


dz 

=  ÖZ  -1- 

etc.  etc. 


fi)Z  =  dz  +  :i-  »  ^x 
dx 


%.  153.  Wenn  non  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  befindlichen  x  die 
Differenz  (U''  +  (^)U)  —  C  anter  allen  Umständen  ihr  Zeichen  nicht  soll  wechsehi 
kSonen,  so  darf  sich  keineswegs  die  (in  8*  ^  aufgestellte)  allgemeine  Reihenforro 


ergeben,  wo  bekanntlich 


d^U    .         d.ü    .         dU 


IV)    ^,ü=^.ay-H^.,Jz-H— .^x 

•  etc.  etc. 
ist;  denn  hierbei  wQrde  das  {J)\}  zugleich,  mit  x  das  Zeichen  wechseln.    Wenn  also 
keinerlei  Umstände  sollen  eintreffen  dürfen,  wobei  die  für  (z/)U  herzastellende  Reihe  mit 
einem  Gliede  anfingt,  dessen  Zeichen  von  dem  des  x  abhängig  ist;  so  muss  eines  von 
folgenden  acht  Systemen  dreier  Gleichungen  stattfinden : 

.)  ^/  =  o.^  =  o.4E-o 

dy  dz  dx 

d,D_-    d.ü  du        « 

*'     d7  -  "'  di"        "'  IT       "Ö 

'*■'     df  -  "•  dF  -  Ö"'  "dT       " 

A^    «"tU  _  a    d^ü       »du       6 
^     dy  ~  "'  d«   ""  0  '  dT  ■"  0 

*^  17  -T' di"  ""'ir-" 


„  d,U_«    d.ü       .     dU 

"^  d7-o'^"""''3r"'o 

_,  djU       «    dJJ       »     dU  _  „ 

'  dy  ""  Ö" '  d»   "  Ö"'  "ST  ~ 

-  djU  _ «    dJJ       »du       S 

^  dy  ~  0  '  dz   "  0  '  dx  "■  0 


Die  Gleichnnffen  ^=<>.^-*'^  =  0'7ß^  =  *   ">»«»«»  '""•'  i«**"  •»•*••*■ 


/ 
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gen  Wertli  des  x  gellen,  ond  liefern  die  för  y  und  z  gesuchten  Fancüonen  von  x;  so- 
mit erkennt  man  auch,  dass  sich  Tür  y  und  7  ganz  dieselben  Functionen  ergeben,  wie 

wenn  x  unveränderlich  gewesen  wäre.  Die  Gleichungen  ^  =  0  und  -^  =  -^  gel- 
ten nicht  für  jeden  Werth  des  x,  und  dienen  auch  nur  zur  Bestimmung  des  filr  x  ge- 
suchten Werthes. 

Dass  nicht  mehr  und  nicht  weniger,  als  diese  acht  Systeme  dreier  Gleicbngen 
stattfinden  können,  bei  denen  möglicher  Weise  ein  Maximumwerth  eines  Maximum- 
standes oder  ein  Minimumwerth  eines  Minimum-Standes  existirt;  darüber  braucht  jetzt 
der  Beweis  nicht  mehr  geführt  zu  werden,  da  er  sich  (nach  Analogie  der  S8*  ^^  Qo^ 
150)  leicht  führen  lässt. 

$.  154.  In  dem  Falle,  dass  das  erste  System  obiger  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  gesuchten  Stücke  genommen  wird,  und  das  Prüfungsmittel  an  dem  CoefGcienten 
(d?l]  entnommen  werden  kann,  sind  bedeutende  Abkürzungen  möglich.   Da  nemlich  die 

d  u  4t) 

Gleichungen  -j-    =  0  und  -~   =  0  identische  sind ,  so  sind  auch    \^    ^  0  und 

dJJ^  ^  ' 

^JLi  =sO  identische  Gleichungen,  d.  h.  man  bekommt  bezüglich 
dx 

'    ds.dy        dy2      dx        dy.dz      dz 

1^5   .   dAD     dy   .    ^     dz 
^    dx.dz  "^  dy.dz  *  dz  "^  dz»   "  dx 

Ferner  i,l  '^  =  ^  -^(^  •  ^y  +  ^"  '  ^').  <«"  aber  ?^  =  0  ond  ^«  -  0  ide.ü- 
sehe  Gleichungen  sind,  so  ist  auch  >^  »  0  eine  identische  Gleichung.    Ausser  diesen 

identischen  Gleichungen  hat  man  noch  die  nichtidentische  7  "  0*  ^^^  i^^  i™  'all- 
gemeinen 

^;D  =  .pm-2.¥2.tfx+S.^x«+  f-^ 

*  '  dx  dx*  dx 

In  Folge  iiUes  Vorhergehenden  bleibt  aber  nur 

^l^  dd,ü  ^l^  dnj 

VII)    (^?ü=  d^-^'y'+S.Hg.ay.azH-^,  .dz«-h  ^.^x2 

Hat  das  Aggregat  der  drei  mit  Mutationscoeflicieuteii  versehenen  Theilsätze  ein  anwan- 
delbares und  dasselbe  Zeichen  wie  der  mit  dem  DifferenzcoelBcienten  versehene  Theil- 
satz;  so  kann  ein  Maximumwerth  eines  Maximum-Standes  oder  ein  Minimumwerth  eines 
Minimum-Standes  stattfinden.  Hat  aber  das  Aggregat  der  drei  mit  Mutationscoefßcientett 
versehenen  Theilsätze  wohl  ein  unwandelbares  Zeichen,  aber  nicht  dasselbe,  wie  der 
mit  dem  Difierenzcoefficienten  versehene  Theilsatz;  so  stimmt  der  primfire  Zustand  nicht 
mit  dem  secundären  überein. 

^.       .du        d.U      dy    ,    d^ü      dz        dxü      ,      .  ,  d«ü        1  .  /d,ü       dy\ 

Nun  istT-"=-:f-*T^  +  -T-*T'-*-^r-?  «Iso  'ßt  «5-»  «  =-   •   d  1  ^V    •    ^^  I 
dx         dy       dx         dz       dx         dx  dx^        dx  \^dy         dx/ 

4.  s»  .  61-^-  •  ^1  +  ?"  •  <I(7f~  1    I^i®  ^^'®>  ersten  Theils&tze  sind  aber*  wie  gesagt, 

identisch  Null;   und  sonach  ist  nur  -?-■  «=  «^  •  dl-f- 1«  d.  h.  es  ist 

clx»        clx       \  dx  f 


2U9 

^     di2  ""   di2         dydx  *  dx  "^  dz.di  '  dx 

aos  welcher  Gleichung  man  noch  ^  ^'^^  T~  ^°  eliminiren  hat,   was  miUelsl  der  (jlei- 

chuDgen  V  and  VI  geschieht.    (Man  sehe  $.  151  Gleichung  IX ,  und  $.  158  Gleichung 
XIX  bis  XXII). 

$.155.  In  dem  Falle ,  wo  sich  die  Itir  y  und  z  gesuchten  Functionen  dadurch  er- 
geben, dass  man  entweder  -j-  =»  -jr,  oder  -—-  "="  tt*  oder  dass  man   diese   beiden 

dy         u  dz         u 

dy         dz 
Gleichungen  zugleich  benätzt,   hat  man  alsogleich  die  Ausdrücke  -p  und -|-  zu  bestim- 
men, und  in 

dü^dJJd^     dy       d^ü      dz 
dx  "  dx  dy    '  dx        dz    '  dx 

einzufahren.    Hierauf  reducirt  man  soviel  als  möglich;    und  man  wird  erkennen,   ob 

-p  «a  o  oder  ---—  =:  -rr-,  oder  ob  beide  Gleichungen  zugleich  mdglich  sind. 

Da  hier  die  Matalionen  von  den  Werthänderangen  unabhängig  sind,  and  umgekehrt; 
10  kann  man  auch  (s.  den  Scblasa  des  ft.  113)  die  hier  gesuchten  Resultate  dadurch  ge- 
wJDDen,  dass  man  die  (in  ft.  112  beschriebenen)  zwei  successiTen  Geschäfte  Tomimmt, 
wobei  |nan  Torerst 

1)  fdr  y  und  z  bestimmte  reelle  Fanctionen  von  x  aafsucbt,  den  primären  Zustand 
U'  =  t^x)  herstellt,  und  prüft.    Hierauf  sucht  man 

2)  für  X  einen  bestimmten  Wertb  auf,  stellt  den  secundäreu  Zustand  U"  her,  und 
prüft  auch  ihn. 

Diese  beiden  successiven  Geschäfte  vorzunehmen ,  kann  oft  von  praktischem  Nutzen  sein. 


Unterauchnng  16. 

Es  ist  U  ein  reeller  (gesondert  oder  ungesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 
^9  V»  y  gebildeter  Ausdruck,  wo  x  und  w  ganz  unabhängig  voneinander  sind.  Man 
soll  f&r  y  eine  solche  reelle  Function  von  x  und  w,  und  zugleich  fOr  x  und  w  solche 
bestimmte  reelle  Werthe  aufsuchen,  dass  der  dabei  sich  ergebende  bestimmte  reelle 
Werth  des  U  grösser  oder  kleiner  wird ,  als  alle  diesem  bestimmten  reellen  Werthe  des 
U  Dächstanliegenden  Nachbarzuslände,  d.  b.  der  gesuchte  Werth  des  U  soll  ein  Maxi- 
mumwerth  eines  Maximum- Standes  oder  ein  Minimumwerth  eines  Minimum -Standes 
werden. 

(Diese  Untersuchung  bt  geometrisirt  In  den  Aufgaben  16  und  30.) 

$.156.  Wenn  man  irgend  eine  durch  9)(x,  w)  dargestellte  reelle  Function  an  die  Stelle 
des  y  in  die  ursprüngliche  Gleichung  einsetzt ;  so  bekommt  man  auch  fikr  U  eine  Func- 
tion von  X  und  w,  welche  mit  i/;(x,  w)  bezeichnet  sein  mag.  Wenn  man  zugleich  dem 
X  und  dem  w  feste  reelle  Werihe  beilegt*,  so  bekommt  U  auch  einen  festen  Werlh, 
welcher  mit  U"  bezeichnet  sein  mag. 

Die  dem  U"  nächstanliegenden  gemischten  Nachbarzustände  (11"  +  (J)U)  bekommt 
man,  wenn  man 

I)    X  4-  X  •  i?x  -1-  —  •  t^^x  -h an  die  Stelle  des  x  , 

'^  i.s 


X 


2 


II)    w  -f-  X  .  «9w  H •  i^w  ■+- an  die  Stelle  des  w, 

27 


21Ü 


^2 

III)    (p(\ ,  w)  -h  X  .  (diy  H •  (Är»y  -H an  die  SieHe  des  y 


in  die  ursprüngliche  Gleichung  Oberall  einseUt.    Hier  isl  bekannüich 

^Sfy  -  d2y  H-  2  .  ^  .  ,?x  -H    2  •  ^^  .  ,yw    -4-   ^  •  t^i   H-   ^  -  ,?2w 
*    '  "^  dx  dw  dx  &9I 

d*V  H  »I  d^v 

dx2  dx.dw  dw^ 

etc.  etc. 

$.  157.  Wenn  nun  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  befindlichen  x  die 
Differenz  (U"  +  (i^)U)  —  U"  unter  allen  Umsländen  ihr  Zeichen  nicht  soll  wechseln 
kennen,  so  darf  sich  keineswegs  die  (in  $.  81  aofgeslellte)  allgemeine  Reihenform 

ergeben,  wo  bekanntlich 


V)    ^:=ÜJ.,2y   ^g.ay«4-2.ä^.^x-H2.^.^w 


-H  -iE.  .  1^x2  -h  2  .  i^  .  ^x  .  ^w  -f.  i^  .  i9w2  -h  M  .  ^x  H-   äsE. .  ^w 
dx^  dx.dw  dw'  dx  dw 


etc.  etc. 

ist;  denn  hierbei  wärde  das  f^)U  zugleich  mit  x  sein  Zeichen  wechseln.  Wenn  also 
keinerlei  Umstände  sollen  eintreffen  dürfen,  wobei  die  für  (^)U  herzasteilende  Reihe  ein 
erstes  Glied  hat,  dessen  Zeichen  von  dem  des  x  abhängig  ist;  so  mnss  eines  von  fol- 
genden acht  Systemen  dreier  Gleichungen  stattfinden: 

^     dy        "'    d>         "'  dw 


„.  d,0  djD  -  0   äaS  =  ® 

'  dy        "'   dx   ""     '  dw        0 

•*^  ly       "'  IT       "Ö'  TT  ~  " 

A^  <irü  _  «  «ixü     »  d»i;  _  e 

*^  dy  ~  "'  "dT  "  TT*  "dT  ~  Ö" 

„  djD       «    dsD       ft    d,D       6 

''J  jT^  —  TT»     jlT   —  "»     j..  TT 


dy   "^  0  '    dx    "     •  ^w  0 

d£     «  üf     ®  5-!^ 

^     dy  ""  0  '  dx    "  0  •  dw  *"  ® 

H\    ^-^*    <*«^  -  *    M  -  * 
'^^     dy   ■"  ü  '  ^  ~"  0  •    dw    "~  0 
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Das  Praktisclie  das  VorfMirsas  hi  dur: 

A)    Mao  sehe  zu,  ob  schoo  ideftUsch  die  Gleichung  ~  =  0   oidglich   ist;  diese 

gilt  für  jedea  Werlh  des  \  uud  des  w,    und  dient  dazu,   die  fär  y  gesuchte  Puno- 
Üon  ^x,  w)   SU   bestimmen*    Somit  erkennt  man,  dass  man  für   y   ganz   dieselbe 
FüDction   bekommt,   wie   wenn   x  und  w  unveränderlich  wären.    Nun  ist  (nach  S-  4) 
d.U       d,ü       d.y  ^  d,l]       -  d^ü        d,C       d^y  ^  d^ü         ,  .      ^,  .  . 
Wf   *    df"^"d^""^dr=^    •    d^-^d^'   ^^^"**^  Gleiebongea  sich 

aber  unter  den  jetzigen  Umständen  zurückziehen  auf  7-  *  -4-  und  auf  -7^  ""  -r— ; 

dl         dl  dw         dw 


und  man  hat  zu  untersuchen ,  welches  Yon  folgenden  vier  Systemen  zweier  Gleichungen 


d.V 
ds 

- 

0, 

dwO 
dw 

■=  a 

d,ü 
dl 

= 

0, 

dw    ~ 

(E 

=  7r 

d,D 
dl 

- 

2) 
0 

d.D 
'  dw  ■ 

-0. 

d  JJ  _  2)    d^ü  _ 
dx    "■  0'  dw  ■"  0 

möglich  ist.  Letztere  Gleichungen  sind  aber  durchaus  keine  identischen,  sondern  dienen 
Dur  dazu,  die  bestimmten  Wecthe  von  x  und  w  aufzusuchen. 


B)    Hierauf  sehe  man  zu,  ob  auch  schon  identisch  die  Gleichung  -7     •-•  -^   m0g« 

Ueh  ist.  Diese  Gleichung  gilt  wieder  ffir  jeden  Werth  des  x  und  des  w,  und  dient 
dazu,  eine  für  y  gesuchte  Function  9>(x,  w)  zu  bestimmen.  Man  erkennt  also  wieder, 
dass  man  dieselbe  Function  bekommt,  wie  wenn  x  und  w  unvertnderHoh  wären.    Hat 

man  aber  y  =  q>(x ,  w)  gefunden ,  so  fdhre  man  die  sich  Tür  -p-  und  für  -p^  ergeben- 
den AosdrOcke  in 

d,ü        d,ü      d,y    .    d-ü      ^  d^ü       d.ü      d^y    .    d^ü 
dx         dy        dx         dx  dw         dy       dw         dw 

ein,  reducire  soviel  als  mdglich,  und  untersuche  dano,  welches  von  folgenden  vier  Sy- 
stemen zweier  Gleichungen 


in  =  0.  **-" 

dl           '   dw 

=  0 

""   ü 

• 

d,ü_g       d^ü 

dx   ""  0*    dw 

~  0 

dgü        %     d,ü 
dx    ~  0  '  dw 

""  0 

8tatl6nden  kann.    Letztere  Gleichungen  sind  aber  durchaus  keine  identischen,    sondern 
dienen  nur  dazu,  die  bestimmten  Werthe  des  x  und  w  aufinisnchen. 

Dass  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  obige  acht  Systeme  dreier  Gleichungen 
slattfiiidea  können ,  bei  denen  möglicherweise  ein  Maximumwerth  eines  Maximum-Standes 
oder  ein  Minimomwerth  eines  Minimum-standes  exisCirt;  darober  kann  der  Beweis  nach 
Analogie  der  §$.  124  und  150  goAbrI  werden. 
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$.  158.    Fttr  deD  Fall,  dass  das  erste  System  obiger  Gleiehongeo 

dy        "'  dT -"'  d7  """ 

zor  BestimmoDg  der  gesttchten  Stfleke  genommen  wird ,  and  man  das  PrOfmigsmittel  an 
dem  Goefflcienten  (9)^U  gewinnen  kann,  beachte  man  folgendes  Verfahren: 

Weil  au  =  i^.ay,  so  ist 

Da    aber    •—-  ^  0  bei  jedem  Werihe  des  x   und  des  w  identisch  wird,  so  Ist  auch 
dy 

"l"  •  ^xItP  1  '^  ^  ^^^  7"  *  ^^(Tf" )  =  0  ^1  jedem  Werthe  des  x  und  des  w.    Femer 

ist  -|»  =  0  und  ^T^  =  0,  wie  im  Anfange  dieses  $.  voraosgesetzt  ist;  und  somit  re- 
ducirt  sich  Gleichung  V  auf 

d^ü  d^ü  d  d  ü  <JIü 

Vni)    e^i^J  «  ^  .  ay2  -h  ^.^x2  +  2.M|J.^x.^w  +  :3^.^w« 


Hat  nun  der  erste  mit  einem  Mulationscoefficienten  versehene  Theilsatz  dasselbe  on- 
wandelbare  Zeichen,  wie  das  Aggregat  der  drei  mit  DifferenzcoetBcienten  versehenen 
Tfaeilsitze;  so  kann  ein  M aximumwerth  eines  Mazimam-standes  oder  ein  Minimum werth 
eines  Minimum-siandes  stattfinden.  Hat  aber  der  erste  Theilsatz  nicht  dasselbe  Zeichen, 
wie  das  Aggregat  der  drei  letzten;  so  stimmt  der  primäre  Zustand  nicht  mit  dem  se- 
cundaren  öberein. 

Bei  Herstellung  der  drei  letzten  Theilsfttze  lassen  sich  bedeutende  Abk&rzongen 
anbringen : 

Aus  Gleichung  ^  =  -j — h  -f-  -  -r^  folgt  im  Allgemeinen 

*^>  ■d?-"d;-Mi^/"**a;'MWd7/ 


QDd 


„      d.d,D  _  J_     .  /d.D\        J^  /d,D      d.y\ 


Fenier  aas  Gleichung  ^-  =  — j-  -J-  •  -^  folgt  im  Allgemeioen 


und 


^"^  d;^  "  "di  •  MW  "*"  dw  •  M  dy  •  "Jirj 

Weil  aber,  wie  schon  bewiesen,  T*  *  d,! -p)  =  0  und  ~  •  dw(-j-i  =  0  identische 
Gleichungen  sind;  so  ziehen  sich  IX,  X,  XI,  XII  zurlkck  auf 


213 


-'     i\*         di      '\di./        dx*         di.dy       dz 


XIV) 


'■(^°) 


dw.dx         dw        "\  dx  /        dx dw        dx.dy      dw 


XV)     ^'^^^  =    *  .  d  /i^\  =  *^xdwP        d^d.ü 
-^    dx.dw        3x        \dw^       dx.dw        diiv.dy 


.2.         .  .._.         dj^ü_d.d,ü      d.y 


^    "awS"        dw  •  ^\dw/  ^  dw«    ■    dw.dy      dw 

Die  Gleichuiigeo  J"  •  ^xl-^ )  =  ^  ^^^  "3=  •  ^wI-t-)  =  ^  lassen  sich  aber  auch  auf 
folgende  Weise  darstellen 


d  d  ü  K^  d  V 

XVII)     ^sMh.  ^  .  M=:0 

^      dx.dy  dy2  dx 

d  d  U  <*tÜ  d  V 

xviii)  §2^  4-    y  .  ^  ==  0 

'^    dw.dy  dy*  dw 


¥  «"<«  ¥ 

dx  d 

XVI  gehen  bezüglich  Ober  in 


Daraus  lassen  sich  -^  und  -p-  bestimmen,  und  die  vier  Gleichungen  XUI,  XiV,  XV, 


XIX)  ^-P-^x^Ü^/üEVI.  ^ 

"^'^^     dx2   ""  Ldx»  ^   dy2        \dx.dy/  J  *    dy« 


2wT  _-■         a2, 


^  ^    dwT^       Ldw'.dx  ^  dy2        dx.dy  ^  dw.dy J  *    dy» 


XXI>    '''^^  «  VM^  ^  "^^  -  d,d,ü         d^ILl  .  -I^ 
^    dx.dw         Ldx.dw        dy2        dx  .  dy  ^  dwdyj  '    dy« 

^^"^     d^       Ldw2  ^  dy2        Vdw.dy/  J  *    dy« 

Diese  vier  Ausdrücke  sind  merkwürdig  wegen  ihrer  Symmetrie. 

Die  Gleichungen  XX  und  XXI  sind  einander  ganz  gleich,  wie  sein  moss. 

Da  hier  die  Mutationen  von  den  Werthändeningeo  unabhängig  sind,  und  umgekehrt; 
so  kann  man  auch  (s.  den  Schluss  des  $.  113)  die  hier  gesuchten  Resultate  dadurch  ge- 
winnen, dass  man  die  (in  S«  112  beschriebenen)  zwei  successiven  Geschäfte  vornimmt, 
wobei  man  vorerst 

1)  für  y  eine  bestimmte  reelle  Function  von  x  und  w  anfsueht,  den  primären  Zu- 
stand U'  =:  i^x,  w)  herstellt,  und  prüft.    Hierauf  sucht  man 

2)  für  X  und  w  bestimmte  Werthe  auf,  stellt  den  secundaren  Zustand  U''  her,  und 
prüft  auch  Ihn. 

Diese  beiden  successiven  Geschäfte  vorzunehmen,  kann  oft  von  praktischem  Nutzen  sein. 


Untersuchung   17. 

Es  ist  U  ein  reeller  (gesondert  oder  ungesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 
1«  V,  y  gebildeter  Ausdruck,  wo  x  und  w  in  einer  durch  die  Gleichung  F(x,  w)  =  0 
gegebenen  Abhängigkeit  stehen.  Man  sucht  fltür  y  eine  solche  reelle  Function  ent- 
weder von  X  oder  von  w,  und  zugleich  für  x  und  w  solche  reeHe  Werthe,  dassdadveli 
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uicht  nur  die  Gleichung  F(x,  w)  =  0  erfQllt,  sondero  auch  der  bestimmte  Werth  des 
U  selbst  mrösser  oder  kleiner  wird,  als  alle  diesem  bestimmten  Werihe  des  V  nächst- 
anliegenden Nachbarzustände,  d.  h.  U  soll  ein  Maximumwerth  eines  Maiimnm-standes 
oder  ein  Minimumwerth  eines  MInimum-slandes  werden. 

$.  159.  Man  nehme  von  flen  beiden  nichtmutablen  Elementen  x  und  w  das  w  als 
abhängig,  und  sondere  w  aus  F(z,  w)  =  0  ab,  so  dass  man  z.  B.  w  =  frx)  bekommt. 
Hierauf  föhre  man  f^z)  an  die  Stelle  des  w  In  die  für  U  gegebene  Gleichung  ein,  so  ist 
diese  Untersuchung  auf  die  vierzehnte  zurfickseführt,  d.  h.  man  kann  jetzt  ohneweiters 
für  y  die  gesuchte  Function  von  z,  und  für  x  den  gesuchten  Werth  bestimmen-  Zu- 
letzt fQhre  man  noch  den  für  x  gefundenen  Werth  in  F(z.  w)  «  0  ein,  so  ergibt  sich 
auch  der  entsprechende  Werth  des  w. 

Man  kann  aber  auch   auf  folgende  Weise   verfahren:    Es  ist   i^w   »  — -  .  ^x, 

d^w  dw 

^w  =  -|— 2  .  i?z^  ■+■  -7—  •  t?2x,  etc.    Diese  Ausdrücke   führe  man  in  die  Gleichungen 

iV  und  y  des  $.  157  ein,  so  bekommt  man  im  Allgemeinen 

n    ^r  _  d,ü    .     ,   /d.U      d«ü     dw\ 

.    /^.U  d,d^Ü       dw  ^  dwü      /dw  \2  ^  d^ü      d2w\    ^  . 


( 

/d,ü    ^    d^ü      dw\     ^^ 
\  dz  dw        dz  f 


dw    d^w 
Die  Differentialquotienten  -r— ,  -p^ »    ®^<^-  werden  aus  der  Gleichung  F(z ,  w)  »  0  be- 
stimmt.   Wie  man  mit  der  Zerlegung  der  Gldchong  I  lu  verftihren  hat,   ist  bekannt. 
In  dem  Falle,  wo  ~    =  0  ist,  ist,  wie  man  an  den  Gleichungen  VJ  und  VII  des  $. 

158  ersehen  kann,  sowohl  •=-  =  0  als  auch    ^       =  0  etc.  etc. 

dz  dw 

Man  kann  aber  auch  auf  folgende  Welse  verfahren: 

Aus  F(z,  w)  =r  0  folgt 

lü) 

IV)     1«?  .  ^x    H-  *5F  .  ^w  -f-  -TT  •  ^x'^  H-  2  •  T^  .  ^x  .  ^w  -h  ^  .  i>W»  =  0 
^     dx  dw  dz<  dx.dw  dw* 

Man  multiplicire  Gleichung  III  mit  einem  constanten  Ausdrucke  C,  und  addire  dieses 
Product  zu  Gleichung  IV  des  g.  157;  so  ist  noch  vollkommen  genau 

Nun  soll  der  f&r  (d^V  herzustellende  Ausdruck  von  dem  abhängigen  i9w  befreit  sein;  man 
denke  sich  also  unter  dem  constanten  Werthe  des  C  einen  solchen,  dass  die  Gleichung 

'^     dw  dw 

atallfliidet.    Dien   Gleidmog  Isl  aber  dorehaas  keine  idaBtische»  sondern  gilt  nor 


dx 

t9z-*- 

d^F 

dw 

•   l9W    =E= 

3     a 

'&X^ 

H-2. 
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die  grade  geauclitoH  Werihe  des  x  und  w,  and  dieol  daza,   den  eonslMiieii  Werüi  de$ 
C  zu  ermiUein.    In  Folg«  dar  Gleiehang  JV  radacirC  sich  V  aof 


r 

Alles  Weitere  ist  bel^annt 

Da  hier  die  Mutationen  yon  den  Werthänderungen  unabhängig  sind,  und  umgekehrt, 
so  gilt  auch  hier  die  Bemerkung,  welche  am  Schlüsse  der  gg.  151,  155  und  158  gemacht 
worden  Ist. 


Untersachung  18. 

Es  ist  U  ein  reeller  (gesondert  oder  angesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 
X,  y,  z  gebildeter  Ausdruck,  wo  y  und  z  in  einer  durch  die  Gleichung  F(x,  y,  z)  »  0 
gegebenen  Abhängigkeit  stehen.  Man  sneht  nicbt  nur  flkr  y  und  z  solche  reelle 
Functionen  von  x,  dass  der  Gleiehang  F(x,  y,  z)  =  0  identisch  genikgt  wird;  sondern 
man  sucht  auch  für  x  einen  solchen  reellen  Werlh,  dass  dabei  der  sich  ergebende  be- 
stimmte Werth  des  U  grösser  oder  kleiner  wird,  als  alle  diesem  bestimmten  Werthe 
des  U  nächstanliegenden  Nacbbarzustände,  d.  h.  C  soll  ein  Maximum  werth  eines  Maxi- 
mum-Standes oder  ein  Minimumwerth  eines  Minimam-alandes  werden. 

§.  160.  Man  nehme  von  den  beiden  mutablen  Elementen  y  nnd  z  das  y  als  mit- 
telbar, und  sondere  y  aus  F(x,  y,  z)  =  0  ab,  so  dass  sich  z.  B.  y  =  f(x,  z)  ergibt. 
Diesen  Ausdruck  führe  man  an  die  Stelle  des  y  in  die  für  U  gegebene  Gleichung  ein, 
80  ist  die  Untersuchung  auf  die  vierzehnte  zurückgeführt,  d.  h.  man  kann  jetzt  ohne- 
weiters  für  z  die  gesuchte  Function  von  x,  und  für  z  den  gesuchten  speciellen  Werth 
bestimmen.  Zuletzt  führe  man  noch  die  für  z  gefundene  Function  in  F(x,  y,  z)  =  0 
ein,  so  ergibt  sich  auch,  was  y  für  eine  Function  von  x  ist 

Man  kann  aber  auch  auf  folgende  Weise  verfahren:  Es  ist 

0  *ü  -  ^".^  .  ^..  .  (ü! .  g  ,  ^"  .  g  .  ü!).,. 

Aus  F(x,  y,  z)  =  0  folgt  ferner 

„^     ^,F     .  d^F     »  /d-F      dy        dj      dz        d,F\     , 


Da  nun  F(x,  y,  z)  =  0  keine  andere  als  eine  identische  Gleichung  von  z  ist,  so  mnsSi  wie 

dF 
d^ 


schon  (in  $.  83)  vorkam,   auch  «>«  =  0  eine   identische   Gleichung   sein,   d.  h.  es 


muss  auch 


,„)  il.Jy  +  ^.jE  +  ^^o 

^     dy       dx    '    dz       dx         dx 


eine  identische  Gleichung  sein ,  und  somit  bleibt  von  II  nur  noch  iüte  idenlieche  Gleichung 

d  F  d  F 

IV)    2il. .  Jy  -h  ^  •  ^z  =  0 
dy      '         dz 

übrig.    Eliminirt  man  das  ^y  aus  I,  so  gibt  sich 

4- 


MU   dy       d.U   4s       d,ir\ 
\  d7  ■  di  "*"  dT  •  S  "^  ät)  "*" 
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Der  zu  H  gehörige  Coeflieienl  gibt  eioe  idenlieche  GleichuBg,  und  liefert,  nt  F(i,  y,  s)  =  0 
verbanden,  die  für  y  and  z  gesuchtea  Faoctioneo;  and  wenn  man  die  sechste  Uotersu- 
chang  (g.  133  bis  136)  vergleicht,  so  erkennt  man,  dass  sieh  ganz  dieselben  Functionen 
ergeben ,  wie  wenn  z  unveränderlich  wäre.  Der  zu  i9x  gehörige  Coeifieiettt  liefert  eine 
nichtidenlische  Gleichung,  und  gibt  den  für  x  gesuchten  speciellen  Werth.  Alles  Wei- 
tere ist  bekannt 

Man  kann  aber  auch  anr  folgende  Weise  verfahren : 

Man  muUiplicire  Gleichung  II  mit  einer  vorerst  noch  unbekannten  jedenfalls  aber 
nichtmutablen  Function  2  von  z,  und  addire  dieses  Product  zu  I;  so  ist  noch  vollkom- 
men genau 

Da  aber  dieser  Ausdruck  von  dem  mittelbaren  Jy  frei  sein  soll,  so  denke  man  sich 
jetzt  unter  2  eine  solche  Function  von  x,  dass  die  identische  Gleichung 

VII)    ^  +  £.^  =  0 

stattfindet,  und  Gleichung  VI  reducirt  sieh  aof 


(1^-«-^')]- 


dy 
Der  hier  zu  9x  gehörige  Factor  enthält  den  Quotienten  -p  nicht  mehr.  Diesen  Quotienten 

hätte  man  auch  ans   Gleichung  V  eliminiren  können,  mittelst  Gleiohong  III;    nod  da- 
durch wären  Gleichung  V  und  VIII  mehr  conform  geworden. 

A)  Will  man  dem  zu  dz  gehörigen  Factor  die  Form  Null  geben,  so  muss  noch 
die  identische  Gleichung 

«)  '^-^2^  =  0 

stattfinden;  und  es  bleibt  nur  (^D  =  f-p  +  2 •  -p)  •  i^x  zorück.  Man  kann  non  zü- 
rn 
sehen,  ob  der  zu  ^x  gehörige  Factor  zu  Null  wird,  oder  die  Form  -^   annimmt;    jeden- 
falls gibt  aber  der  zu  t9x  gehörige  Factor  keine  identische  Gleichung,   und  liefert  den 
für  X  gesuchten  speciellen  Werth. 

B)  Will  man  aher  dem  in  Gleichung  VIII  zu  dz  gehörigen  Factor  die  Form  -^  geben, 

so  hat  man  vor  Allem  das  2  zu  eliminiren,   was  mitlelt  Gleichung  VII  geschieht,   etc. 

Da  hier  die  Mutationen  von  den  WerthSndernngen  unabhängiR  sind,  und  umgekehrt: 
80  gilt  auch  hier  die  Bemerkung,  welche  am  Schlüsse  der  SS.  151,  1Ö6  und  158  gemacht 
worden  ist. 


Untersuchung  19. 

Es  ist  U  ein  reeller  (gesondert  oder  ungesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 
^9  y«  z  gebildeter  Ausdruck,    wo  y  und  z  solche  zusammengehörige  Functionen  sein 
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sollen,  dass  ir^nd  ein  anderer  Ausdruck  F(x,  y,  z)  entweder  immer  der  nemlichen 
aber  nichtgegebenen  Function  von  x  gleich  bleibe,  oder  immer  den  nerolichen  aber 
Dichlgegebenen  constanten  Werlh  behalte.  Man  sucht  f&r  y  und  z  solche  reelle 
Fancüonen  von  x,  und  zugleich  fdr  z  einen  solchen  bestimmten  reellen  Werth,  dass 
der  dabei  sich  Tür  U  ergebende  bestimmte  Werth  grösser  oder  kleiner  wird,  als  alle 
diesem  bestimmten  Werlhe  des  U  nächstanliegenden  Nachbarzostände,  d-  h.  U  soll  ein 
Maximnmwerth  eines  Maxiranm-standes  oder  ein  Minimumwerth  eines  Minimnm-standes 
werden. 

•  $.  161.  Man  nehme  an,  m  sei  die  immer  sich  gleichbleibende  aber  nichtgegefoene 
FoDCtion  von  x,  oder  der  immer  sicli  gleichbleibende  aber  nichtgegebene  constante 
Werth;  und  setze  ^ 

I)    F(x,  y,  z)  =  m 

Man  sondere  y  ab,  so  dass  man  z.  B.  y  =  f(x,  z,  m)  bekommt,  und  führe  diesen 
Aasdrock  stall  y  in  die  Rkr  U  gegebene  Gleichung  überall  ein.  Dadurch  ist  die  Unter- 
sachuDg  auf  die  vierzehnte  zurückgebracht;  denn  man  bekommt  Jetzt  für  U  einen  aus 
deu  Elementen  x,  z,  m  gebildeten  Ausdruck,  der  nur  noch  das  einzige  mutable  Ele- 
ment z  enthält,  und  aus  welchem  sich  gradezu  Mutationscoefßcienten  von  folgender 
Form  ergeben: 


WV  »TT  d,W^  ^  dlfV  _ 

n)  (^)ü  =  -3 —  ^z  +  --=-•  t9x 

•^  dz  dx 


'd,W 


|.  i9x 


^    *  dz  dz2  \      dx  dz         dx 

.    dW      ^      ,     d2W     ^  , 
dx  dx^ 

etc.  etc. 
Man  sehe  nun  zu  ,  welche  von  den  Gleichungen  -^ —  »  0  oder  -^ —  =    -^  ,    oder   ob 

beide  zugleich  möglich  sind.  Diese  Gleichungen  gelten  bei  jedem  Werthe  des  x,  und 
dienen,  für  z  eine  aus  x  und  m  bestehende  Function  zu  bestimmen,  welche  durch 
z  =  ;v(x,  m)  dargestellt  sein  mag.  Das  unbestimmte  m  kann  man  aber  wieder  mittelst 
I  eliroiniren,  so  dass  man  z  «>  .t(x,  F(x,  y,  z))  bekommt,  woraus  sich  weiter  fiir  z 
eine  Function  von  x  und  y  entwickeln  lässt,  welche  dargestellt  sein  mag  durch 

I)   z  =  x(x,  y) 

Nqd  aber  existirt  keine  Gleichung  mehr,  wodurch  man  y  bestimmen  kann;  und  somit 
kann  man  für  das  mittelbar  mutable  y  jede  beliebige  Function  von  x  nehmen.  Wenn 
man  nun  diese  Untersuchung  mit  der  siebenten  vergleicht,  so  sieht  man,  dass  sich  ganz 
dieselbe  Function  ergibt,  wie  wenn  x  unveränderlich  wäre.    Es  ist  aber 


^     dx  dz    '  dx         dy    '  dx         dx 


Hat  man  nun  för  y  eine  Function  angenommen ,  und  die  dazu  gehörige  Function  z  her^ 
gestellt;  so  führe  man  für  -r-  und  ^  die  Ausdrücke  in  V  ein,  reducire  soviel  als  möglich, 

and  sehe  zu,  ob  man—  »Ooder  ^  =  -^  setzen  kann,  oder  ob  beide  Gleichungen 

sogleich  möglich  sind.   Diese  Gleichungen  sind  aber  keine  identisclien ,  und  dienen  nur 

dazu,  den  besondern  Werth  des  x  aufzusuchen. 

d  W 
In  dem  Falle,  dass  die  identische  Gleichung  -^  =  0  und  die  nichtidentische  Glei- 

dz 

dW 
chong  <^  =  0  stattfinden,  reducirt  sich  Gleichung  tll  im  Allgemeinen  auf 
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(ö?i)  =  -4-5-  •  ^x*  -K  -T-y  •  i?»2 


dz«  '      d? 

Man  kann  aber  auch  auf  folgende  Weise  verfahren :   Man  forme  Gleichung  I  um  in 

VII)    F(x,  y,  z)  -  m  =  0 

so  mass  diese  Gleichong ,  obgleich  man  m  nicht  kennt ,  docii  als  identische  gelten.  Dar- 
aus folgt  aber 

^     dy       "^         dz  \  dy       dx         dz       dz         dz         dx  J 

Aber  eben  weil  Gleichung  VII  nur  als  identische' gedacht  werden  kann,   so  muss  der 
hier  zu  t^x  gehörige  Factor  zu  Null  werden ;  und  es  bleibt  nur  die  identische  Gleichunjc 


IX)  i! .  ^y  +  ^/ .  az  -  0 

^     dy       ^         dz 


Obrig.    Ferner  ist 


^  <Jy  <*z  ^  dy       dx         dz       dx         dx  J 

aus  welchem  Ausdrucke  man  vorerst  ^y  zu  eliminiren  hat,    was  mittelst  Gieichaiig  IX 
geschieht,  entweder  auf  direktem  Wege,  oder  durch  einen  Multiplicalor. 
Alles  Weitere  ist  bekannt. 


Es  ist  iiberflüssig,  die  bisherigen  Untersuchungen  zu  vervielfältigen;  dagegen  sollen 
jetzt  solche  durchgeführt  werden,  wo  die  mutablen  Elemente  auch  in  der  Weise  vor- 
kommen, dass  die  in  ihnen  enthaltenen  nichtmutablen  Veränderlichen  bereits  mit  festen 
Werthen  versehen  sind. 


Untersuchang  20. 

Es  sei  U  ein  reeller  (gesondert  oder  ungesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 
^*  y*  y«  gebildeler  Ausdruck,  und  man  sucht  fQr  y  eine  solche  reelle  Function  von  z, 
dass  dabei  U  ein  Maximnm-stand  oder  Minimum-stand  wird. 

$.  162.  Zwischen  y  und  y«  besteht  bekanntlich  folgender  Unterschied:  Durch  y  ist 
eine  Function  von  z  repräsentirt,  wo  das  x  noch  ganz  allgemein  ist;  durch  y«  ist  die 
uemliche  Function  von  x  repräsentirt,  wo  aber  das  x  bereits  den  besonderen  Werth  a 
angenommen  hat.  Wenn  man  also  irgend  eine  durch  q>i\)  dargestellte  reelle  Function 
an  die  Stelle  des  y  in  die  ursprüngliche  Gleichtmg  einsetzt,  so  muss  man  ^a>  an  die 
Stelle  des  y,  einsetzen.  Die  dem  <y>(x)  bei  jedem  Werlhe  des  x  nächstanliegenden  Nach- 
barfunctionen  werden  dargesfellt  durch 

X«  x^ 

I)    tpK\)  -h  X  .  ^y  H .  ^y   H-  — --  •  ^^y  -h 

und  dabei  sind  die  dem  y,  =  <p(a)  bei  dem  besonderen  Werlhe  x  =  a  nädistanlieg«i- 
den  Nachbarwerlbe  dargestellt  durch 

II)     <]pfai  H-  X  .  i5y,  -f-  ^  .  d«y.   -h   -^-r  •  <^H-  -¥ 
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Die  nemlidie  Ponction  von  i,  welche  man  sich  ouler  ^y  denkt,  muss  mao  sich 
auch  uoCer  ^y.  denken;  nur  ist  in  letzterem  Falle  a  an  die  Stelle  des  i  getreten.  Nun 
sind  (nach  §.  92),  so  lange  ^y  jede  beliebige  Function  repräsentirt ,  die  beiden  Ans- 
drveke  ^«  and  dy^y  wo  beztglieh  x  =  a  and  x  i«  a  geaetzl  ist,  dem  Werthe  nach 
gam  onabhingig  voneinander,  wenn  gleich  mit  der  Form  des  &y  aoeh  die  Form  des 
^y.  und  dj„  mitgegeben  ist.  Um  so  mehr  mttssen  die  Ausdrücke  ^y,  wo  x  noeh  will- 
kOrlich  ist,  und  ^y. ,  wo  bereits  i  ^^  a  gesetzt  ist,  dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig 
voneinander  sein. 

Dasselbe  gilt  zwischen  ^y  und  ^„  wo  ancli  ^y  eine  ganz  willkürliche  Function 
von  X  ist 

Dasselbe  gilt  zwischen  ^y  und  ^«,  wo  auch  (fiy  eine  ganz  willkürliche  Function 
von  X  ist. 

Und  so  fort. 

$.  163.  Man  kann  anter  den  dem  <p(x)  bei  jedem  Werthe  des  x  üächstanliegenden 
Nachbarftinctionen  folgende  verschiedene  Arten  besonders  hervorheben: 

A)  Diejenigen,  welche  bei  dem  besondem  Werthe  x  =  a  alle  mit  ^Ka)  einerlei 
Werlh  haben.  Hier  hat  also  die  Reihe  II  mit  g>{9L)  einerlei  Werth,  und  es  findet  fol- 
gende Gleichung  statt: 

III)    (jpO)  —  (p(a)  -h  X  .  ay,  -h  ^  .  ^«y,  H-    -^r  •  ^«  -H 


Diese  Glelebong  soll  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  befindlichen  x  gelten,  ist 
also  nur  möglich,  wenn  einzeln  stattfindet  dy,  =  0,  ^y,  »m  0,  etc. 

B)  Diejenigen,  welche  bei  dem  dem  allgemeinen  x  grade  zugedachten  speciellen 
Werthe  alle  mit  9)(x)  einerlei  Werth  bekommen.  Hier  hat  also  die  Reihe  I  mit  9>rx) 
einerlei  Werth,  and  es' findet  folgende  Gleichung  statt: 

IV)    (3p(X)  «"  gjd)  -h  X  •  ^y  H •  ^y   H •  ^^y  -f 


Diese  Gleichnng  soll  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  befindlichen  x  gelten,  ist 
also  nur  möglich,  wenn  einzeln  stattfindet  ^y  =  0,  ^y  »  0,  etc. 

(Man  vergleiche  g.  87  und  §.  119,  vorzüglich  aber  die  Anmerkung  des  dritten  Fal- 
les der  58**"  Aufgabe  oder  die  Anmerkung  des  dritten  Falles  der  95*'"  Aufgabe.) 

Man  ist  also  jetzt  auf  dem  Punkte,  b«  vorliegender  Untersuchung  drei  Fälle  zu 
unterscheiden. 

BMter  Vau. 

S-  IM.  Wenn  man  ^kx)  an  die  Stelle  des  y,  und  <p{s)  an  die  Stelle  des  y.  in  die 
ursprüngliche  Gleichung  einsetzt;  so  bekommt  man  auch  für  U  eine  Function  von  x, 
welche  mit  rfMX)  bezeichnet  sein  mag.  Soll  nun  die  gesuchte  Function  mit  allen  mög- 
lichen ihr  nftchstanliegenden  verglichen  werden,  so  hat  man  die  Reihen  1  und  II  bezüg- 
lich an  die  Stelle  des  y  und  des  y«  in  die  ursprüngliche  Gleichung  überall  einzuführen; 
und  man  bekommt  alle  möglichen  dem  U'  >»  t^x)  nächstanliegenden  Nachbarznstlnde, 
welche  mit  (U'  -H  JU)  oder  mit  (^(x)  +  ^/U)  bezeichnet  werden,  und,  wenn  man  sie 
in  eine  nach  Potenzen  des  x  fortschreitende  Reihe  entwickeln  will,  nur  in  eine  nach 
Poleozen  des  x  aufsteigende  Reihe  entwickelt  werden  dürfen,  eben  weil  x  im  Momente 
des  Verschwindens  befindlich  ist. 

Stall  aller  Wiederholungen  vergleiche  man  lieber  die  zweite  Untersuchung  ($.  190 
bis  135). 

Setzt  man«  um  die  DitTerentialquotlenten  bequemer  bezeichnen  zu  können,  p  an- 
statt y,;  so  bekommt  man  im  Allgemeinen 


d,ü 

0  OQd 

dpü 
dp 

0 

d,ü 

0  und 

dpü 
dp  " 

0 

d,ü 

dy  " 

«   .  dpü 

-  -j-  und  4-  = 
0     dp 

=  0 
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VI)     ^ü-  ^J^   .  «^y  +    i^  .^.  -H  $.*,»  +  a  .*M.,y.,y.^:^.,j^ 

and  an  Gleichung  V  erkennt  man.  dass  nur  dann  FiUe  eintreten  Mnaen,  bei  denen 
JV  sein  Zeichen  nicht  wechselt,  wenn  eines  ton  folgenden  vier  Systemen  zweier  (Hei- 
chungen  stattfindet: 

*) 
2) 
3) 

A)  Mao  sehe  zu,  ob  das  erste  System  möglich  ist;  und  da  mau  hier  gleichzeitig 
die  zwei  Gleichungen 

dyü  A  ^  dpü  ^ 
-r-  «a  0  und  -^  =  0 
dy  dp 

hat,  welche  von  einer  und  derselben  für  y  zu  suchenden  Function  erfQllt  werden  sol- 
len, so  erkennt  man,  dass  die  Aufgabe  oll  eine  äberbestimmte,  d.  h.  unmdgliche  sein 
kann.  Um  aber  die  fQr  y  gesuchte  Function  zu  finden,  setze  man  in  eine  der  beiden 
▼orgenommeneo  Gleichungen  C  an  die  Stelle  des  y«,  und  sondere  y  ab,  so  dass  man 
y  s=9(x.  C)  bekommt.  Bierauf  setze  man  9>(x,  C)  und  9>(a,  C)  an  die  Stelle  des  y 
und  des  y,  in  die  beiden  vorgenommenen  Gleichungen  ein»  und  untersuche,  ob  sie  da- 
durch  alle   beide  identisch  werden  können.    Dabei  kann  sich  aber  Dreierlei  ereignen: 

1)  Das  G  muss,  damit  die  beiden  Gleichungen  zugleich  identisch  werden,  einen 
bestimmten  und  von  x  unabhängigen  Werth  annehmen. 

2)  Die  beiden  Gleichungen  werden  identisch  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  C; 
und  da  hier  die  gesuchte  Function  y  =  9)(x,  G)  einen  willkürlichen  Gonstanten  ent- 
hält, so  kann  sie  noch  irgend  einer  Nebenbedingung  unterworfen  werden,  wodurch  sich 
dieser  Constante  bestimmt.  Eine  solche  Nebenbedingung  ist  z.  B.  folgende:  Es  soll  y 
den  bestimmten  Werth  m  annehmen,  wenn  man  dem  x  den  besonderen  Werth  n  bei- 
legt; denn  dabei  hat  man  die  Gleichung  m  =  <p(n,  G),  durch  deren  Auflösung  sich 
ein  bestimmter  Werth  für  G  ergibt. 

3)  Können  aber  nach  der  oben  besagten  Substitution  bei  keinem  Werthe  des  G 
die  beiden  vorgenommenen  Gleichungen  zugleich  identisch  werden,  so  widersprechen 
sie  sich  einander,  und  die  Aufgabe  ist  überhestimmt,  d.  h.  unmöglich  j  und  grade  dieses 
kann  sich  sehr  oft  ereignen. 

Hierauf  sehe  man  zu,  ob  das  zweite  System  möglich  ist,  und  verfahre  wieder  so, 
wie  eben  auseinandergesetzt  worden, 
und  so  fort. 

Kweltor  WmH. 

§.  165.  Wenn  man  gxx)  an  die  Stelle  des  y,  und  <)p(a)  an  die  Stelle  des  y.  in  die 
ursprQngliche  Gleichung  einsetzt;  so  bekommt  man  auch  fQr  ü  eine  Function  von  x, 
welche  mit  t^(x)  bezeichnet  sein  mag.  Soll  nun  die  gesuchte  Function  <p{\)  nur  mit 
denjenigen  ihr  nächstanliegenden  verglichen  werden ,  welche  bei  dem  speciellen  Werthe 
X  =.  a  alle  mit  g>{di)  einerlei  Werth  haben ;  so  ist  jetzt  i^y^  :—  0,  ^y.  =r  o  etc. ;  und 
es  ergeben  sich  die  dem  U  =  t^x)  nächstanlie^enden  Nachbarzustände  (v^(x)  +  ^U) 
jedesmal  dadurch,  dass  man  die  Reihe  I,  d.  h.  die  Reihe 

<jp(x)  -h  X  .  ^y  -I-  -^  .  i52>    4-   jj-^  .  a3y  -h 


221 

aa  die  Stelle  des  y,    dagegen  aber  ndr  <p(di)  an  die  Stelle  des  y.  in  die  ursprQngliche 
ijleicbong  überall  einsetzt.    Hierbei  bekommt  man  im  Allgemeinen 

VII)   W  -  ^  .  *y 

dU  ««tU 

VIII)    *.U=^.3»y  +  -^.»y« 

QDd  an  Gleichung  VII  erkennt  man,  dass  uiv  dann  Fälle  eintreten  können,  bei  deuen 
//U  sein  Zeichen  nicht  wechselt,  wenn  eine  von  folgenden  zwei  Gleichungen 

5)    entweder  ^  =  0 ,  oder  6)    ^^  =  ^ 

dy  -^     dy         0 

stattfindet. 

A)  Man  sehe  also  zu,  ob  -p  »  0  stattfindet,  setze  y«  =  C,  und  es  gibt  sich 
y  =  9)(i,  C).  Nun  führe  man  9}(x,  G)  und  (;p(a,  G)  bezOglich  statt  y  und  y,  in 
^  =  0  ein,  und  untersncha,  ob  diese  Gleichung  erfilllt  wird.  Dabei  kann  sich  wieder. 

wie  im  vorigen  Falle,  Dreierlei  ereignen: 

1)  Dass  G  mnss,*  damit  diese  Gleichung  erfüllt  wird,  einen  bestimmten  und  von 
X  Qoahhängigen  Werth  annehmen. 

2)  Diese  Glelchonff  wird  erfOllt  bei  jedem  beliebigen  Werlhe  des  C;  und  da  hier 
die  gesuchte  Fonclion  einen  willkürlichen  Gonstanten  enthält,  so  kann  sie  noch  irgend 
einer  Nebenbedingung  unterworfen  werden,  wodurch  sich  dieser  Gonstante  bestimmt. 
Eine  solche  Nebenbedingong  ist  schon  im  vorigen  §.  aufgestellt  worden. 

3)  Die  Gleichung  --p  ■«  0  kann  bei  keinem  Wertbe  de»  G  erfüllt  werden,   trägt 

also  einen  Widerspruch  in  sich  selbsf,  d.  h.  die  Aufgabe  ist  unmöglich. 

H  f  T        9r 

B)  Man  sehe  noch  zu,  ob  aoch  die  Gleichung  -p  i^  -^  möglich  ist,  und  suche 

für  y  die  geeignete  Function  auf,  wie  so  eben  beschrieben. 

Drtttcr  WmXL 

%.  166.  Wenn  man  gKx)  an  die  Stelle  des  y,  und  g>w  an  die  Stelle  des  y.  in  die 
arsprungliche  Gleichung  einsetzt,  so  bekommt  man  auch  für  U  eine  Function  von  z, 
welche  mit  t/Xz)  bezeichnet  sein  mag.  Soll  nun  die  gesuchte  Function  <p{x)  bei  jedem 
beliebigen  speciellen  Wertbe  x  •»  ^  nur  mit  denjenigen  ihr  nächstanliegenden  verglichen 
werden,  welche  bei  dem  jedesmal  grade  gedachten  speciellen  Wertbe  ;:  alle  mit  <pij[) 
einerlei  Werth  haben,  während  sie  bei  dem  festen  Wertbe  x  =  a  noch  allerlei  ver- 
schiedene Wertbe  bekommen  können;  so  ist  jetzt  ^y  «=  0,  ^y  »  0  etc.,  und  es  er- 
geben sieh  jetzt  die  dem  C  =  tp(x)  nächstanliegenden  Nachbarzustände  (x^Ai)  +  JU) 
jedesmal  dadurch,  dass  man  die  Reihe  II,  d.  h.  die  Reihe 

9)(a)  -+-  X  •  ay,  -h  -—  .  ^y,  H-  — -  •  a^y,  -+- 


ao  die  Stelle  des  y«,  dagegen  aber  nur  g>(x)  an  die  Stelle  des  y  in  die  ursprüngliche 
Gleichung  überall  einsetzt.  Denn  obgleich  ay.,  d^y«  etc.  nicht  verschwinden,  so  muas 
doch  einzeln  ^y  =  0,  d^y  o,  q  etc.  sein,  weil.es  sonst  nicht  der  Fall  wäre,  dass  man 
g)(p  bei  dem  grade  gedachten  (übrigens  beliebigen)  speciellen  Werthe  nur  nait  solchen 
Functionen  vergleicht,  welche  mit  <p(p  einerlei  Werth  haben.  (Man  sehe  S*  ^^^  ^O 
Hierbei  bekommt  man  im  Allgemeinen 

IX)    dV  =  ^^'  .  dy. 
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X)    ^u  =  ^  *  iJ«y.  -h    ^  .  Syl 


_  djJLJ 

■"    dp  "  •"     '     dp2 

und  an  GleichuDg  IX- erkeaol  mau,  dass  our  daim  Falle  eioireteii  können,   bei  denen 
JV  sein  Zeichen  nich(  wechselt,  wenn  eine  von  folgenden  zwei  Gleichungen 

7)    entweder  i?  =  0,  oder  8)    %?  -  ? 
^  dp  ^     dp  0 

slfillflndet. 

A)  Man  sehe  nun  zu ,  ob  die  Gleichung  -^  =  0  stattfindet,  etc. 

H  fl         9k 

B)  Hierauf  sehe  man  zu ,  ob  auch  die  Gleichung    F-  »  -tt  stattfindet ,  etc. 

dp  u 


Untersuchung  21. 

Es  sei  U'ein  reeller  (gesondert  oder  ungesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 
^>  y«  y«  1  y«  S^^ilc^^^i'  Ausdroek,  und  man  sucht  für  y  eise  solche  reelle  Fonction 
von  X,  dass  dabei  U  ein  Maxiroum-stand  oder  Minimum-stand  wird. 

S«  167.  Zwischen  y,  y«,  y^  besteht  bekanntlich  folgender  Unterschied :  durch  y  ist 
eine  Function  von  x  repräsensirt,  wo  das  x  noch  ganz  allgemein  ist;  durch  y,  ist  die 
nemliche  Function  von  x  repräsentirt,  wo  aber  das  x  bereits  den  besondem  Werth  a 
angenommen  hat;  durch  yi^  ist  abermals  die  nemliche  Function  von  x  repräsentirt ,  wo 
aber  das  x  bereits  den  speciellen  Werth  a  angenommen  hat.  Wenn  man  also  irgend 
eine  durch  <p(j.)  dargestellte  reelle  Function  an  die  Stelle  des  y  setzt,  so  muss  man  quaa 
und  <p{a)  bezüglich  an  die  Stelle  d<is  y,  und  y^  setzen.  Die  dem  <3P(x)  bei  Jedem  Wertbe 
des  X  nächslanliegenden  Nachbarfunctionen  werd«^  dargestellt  durch 

I)    qAX)  -f-  X  •  ^y  H •  d*y  -f-  •  iJ*y  4- 


Dabei  sind  die  dem   y«  =  (pia)  bei  dem  besonderen  Wertbe  x  =  a  nAchstaniiegenden 
Nachbarwerthe  dargestellt  durch 

II)    gxa)  H-  X  .  <Jy,  -h  -j^  .  ^,  4-  ^-^  •  «J^,  -f- 


Ebenso  sind  die  dem  y^  =  gxa)  bei  dem  besonderen  Wertbe  \  =  a  nächstanliegenden 
Nachbarwerthe  dargestellt  durch 


110     <pia)  4-  X  .  ay«  H-  -^  .  asy«  +  ^^-^  •  ^„  -H 


Die  nemliche  Function,  welche  man  sich  unter  dy  denkt,  muss  man  sich  auch  un- 
ter ^y^  und  ^y^  denken;  nur  ist  in  diesen  beiden  letzten  Fällen  bezüglich  a  und  a  an 
die  Stelle  des  x  getreten.  So  lange  ^y  noch  jede  beliebige  Function  vorstellt,  sind 
(nach  $.  92,  und  162  am  Ende)  die  drei  Ausdrücke  dy,  Jy«,  dy^,  dem  Wertbe  nach 
ganz  unabhängig  voneinander.  Jedoch  können  die  beiden  Ausdrücke  dy.  und  dy^  dem 
Wertbe  nach  auch  voneinander  abhängig  werden,  sobald  eine  Bedingungsgleichung  zwi- 
schen ihnen  stattfindet  (man  sehe  §.  103  und  173). 

Dasselbe  gilt  zwischen  d*y,  d*y„  d^y^. 

Dasselbe  gilt  zwischen  d^y,  d^.,  d^«. 

Und  so  fort. 

g.  168.  Man  kann  unter  den  dem  <y>fKi  bei  jedem  Wertbe  des  x  nächstanliegenden 
iNachbarfunclionen  folgende  sechs  verschiedene  Arten  besonders  hervorheben: 
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A)  DiejeDigen ,  weiclie  bei  's  =  a  alle  mit  q/ia)  eioerlei  Werlh  liaben.  Dabei  tln- 
fiel  einaseln  slaU  dy^  «.  0,  ^y,  »  0,  elc.    Der  Beweis  wird  geftilirt,  wie  in  g.  87. 

B)  Diejenigen,  welche  bei  x  »  a  alle  mil  q>{ai  einerlei  Werth  haben.  Dabei  fln- 
(le(  einzeln  statt  dy„  »  0,  d^y^^  =s  0,  etc.    Der  Beweis  wird  get&hrt,  wie  in  S*  ^• 

C)  Diejenigen  •  welche  gleichieitig  die  zwei  Eigenschaften  haben ,  dass  sie  •  bei 
I  =  a  alle  mit  9>fa)  einerlei  Werlh,  and  dass  sie  bei  x  ■»  a  alle  mit  <p(a)  einerlei 
Werth  bekommen.     Dabei  ist  ^y,  =  0,  ^y^  =  0,  ^y,  =  0,  ^y<,  =  0  etc. 

D)  Diejenigen,  welche  bei  dem  dem  x  grade  zugedachten  speciellen  Werthe  alle 
mit  <3p(x)  einerlei  Werth  haben.  Dabei  ist  Öy  =  0,  ^y  =  0,  elc.  Der  Beweis  wird 
gefBhrt,  wie  in  $.  119  oder  163.  (Man  sehe  noch  die  Anmerkungen  zum  drillen  Falle 
der  58'"*  Aufgabe  und  z«m  dritten  Falle  der  95''''  Aufgabe*) 

£)  Diejenigen,  welche  gleichzeitig  die  zwei  Eigen^chaflen  besitzen,  dass  sie  bei 
dem  dem  x  grade  zugedachten  speciellen  Werthe  alle  mit  <y>{x),  und  dass  sie  bei  x  >»  a 
alle  mit  gxa)  einerlei  Werlh  haben.  Dabei  ist  dy  =  0,  ^y,  »  0,  d^y  *»  0,  ^y,  =  0  etc. 

F)  Diejenigen,  welche  gleichzeitig  die  zwei  Eigenschaften  besitzen,  dass  sie  bei 
dem  dem  x  grade  zugedachten  speciellen  Werthe  alle  mit  g^i),  und  dass  sie  bei  x  »a 
alle  mit  9>(a)  einerlei  Werth  haben.  Dabei  ist  ^  ss  0,  ^y^  «a  0,  ^y  =  0,  ^y^^  =;0  elc. 

FOhrt  man  ^xx),  qxa),  (p(a)  bezüglich  an  die  Stelle  des  y,  des  y«  und  des  y«  in  die 
ursprünfflicbe  Gleichung  überall  ein;  so  bekommt  man  auch  für  U  eine  Function  von 
X,  welche  mit  i^x)  bezeichnet  sein  mag.  Führt  man  aber  die  Reihen  I,  II,  III,  be- 
KÖglich  an  die  Stelle  des  y,  y«  und  y^  ein;  so  bekommt  man  die  dem  U'  =  t^x) 
nächstanliegenden  Nachbarzustände ,  welche  durch  (U'  +  /ßJ)  oder  durch  (t^(X)  -h  JV) 
bezeichnet  werden,  und,  wenn  man  sie  in  eine  nach  Fotenzen  des  x  forlschreiteiMle 
Reihe  entwickeln  will«  nur  in  eine  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  entwickelt 
werden  dürfen,  eben  weil  x  Im  Momente  des  VerBchwtndens  befindlieh  gedacht  iai; 
etc.  etc. 

Statt  aller  Wiederholungen  Tergleiche  man  lieber  die  dritte  und  die  zwaniigale 
Untersuehang. 

g.  169.  Setzt  man,  um  die  DiffiBrentialqaotienten  beqvem  tMzeichnen  zu  können, 
p  statt  y,.  imd  q  statt  y^;  eo  gibt  sich 


^.af+3.h^.iy,.iy„  +  $^.iy 

d?    "y.  ^  •'    dp .  dq     '•      '«  ^  dq«      ' 


tt 


An  Gleichung  IV  erkennt  man  nun  die  Ausdrücke,   welche  unter  keinerlei  UmständeB 
im  ersten  Gliede  der  für  Jl]  herzustellenden  Reihe  Torkommen  dürfen. 

Es  mögen  nun  in  den  folgenden  Yier  %%.  auch  vier  verschiedene  Fälle  besonders 
betrachtet  werden.    Für  andere  Fälle  ist  dann  der  Weg  hinlänglich  gebahnt. 

S-  170.  Soll  die  gesuchte  Function  y  «  <3p(x)  mit  allen  möglichen  ihr  nachstanlie- 
genden  verglichen  werden;  so  können  nur  dann  Fälle  eintreten,  bei  denen  JU  sein 
Zeichen  nicht  ändert,  wenn  eines  von  folgenden  acht  Systemen  dreier  Gleichungen 
stattfindet: 


1)    ii?-0«nd^rü.OondM^Ü, 

-^     dy  dp  dq 
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•2)  -I-  =  0  und  -E-  =  0  und  -3_  =  -— 

^  dy  dp  dq         0 

3)  -f-  «.  0  ood  -f—  «  -rr  and  -3-  —  0, 

-^  dy  dp  0  dq 


..     d,ü       «       .  dpü       ^       .  d,ü       ^ 
4)    -f—  =  -^r  "öd  -£-  =  0  und  -i-  i«  0 , 
^     dy         0  dp  dq 


5) 


6) 


-p- ««  0  und  -J—  «■  -TT-  und  -X-  =  -- 
dy  dp  0  dq         0 

d,u     «    ,  d„ü    ft    .  d,ü     e 

-^  =s  —.  und  -J-  =  0  und  -?-  ^  -jr 
dy         0  dp  dq         0 


..     d,ü       «      ^  dpü       »      .  d,ü       -. 

7)  -f-  =  TT-  und  -f-  =  TT  und  -3_  ■=.  0, 
-^     dy         0  dp         0  dq 

^.     d,ü        «       .  dpU        »       .  dqü        <S 

8)  -f-  =  ---  und  -f-  =  -jr-  und  -^  =  75" 
^     dy         0  dp         0  dq         0 

A)  Man  sehe  zu,  ob  das  erste  SysCem  der  drei  Gleichungen 

-r-  =  0  und  -±-  =  0  und  -?-  —  0 
dy  dp  dq 

mdglioh  ist.  Man  setze  G  und  E  bezOglich  statt  y«  und  y^  in  eine  dieser  drei  Glei- 
chungen ein,  und  sondre  y  ab,  so  dass  man  y  =  (p(\,  G,  E)  bekommt.  Hierauf  setze 
man  q)(x^  G,  E),  9>(a,  G,  E)  und  9>(a,  G,  E)  bezQglich  statt  y,  y«  und  y«  in  die  drei 
vorgenommenen  Gleichungen  ein,  und  untersuche,  ob  sie  dadurch  alle  drei  identisch 
werden  können.    Dabei  kann  sich  Viereriei  ereignen: 

1)  Sowohl  G  als  auch  E  müssen,  damit  die  drei  Gleichungen  zugleich  identisch 
werden,  bestimmte  und  von  x  unabhängige  Werthe  annehmen. 

3)  Die  drei  vorgenommenen  Gleichungen  werden  alle  identisch,  wenn  von  den 
zwei  Bestandthellen  G  und  E  nur  einer  einen  bestimmten  Werth  annmimt,    und  der 

■ 

andere  noch  ganz  willkärlich  bleibt  Hier  kann  man  also  die  Aufgabe  noch  einer  Ne- 
benbedingnng  unterwerfen.  Von  einer  solchen  Nebenbedingung  ist  schon  in  den  $$. 
164  und  165  die  Rede  gewesen. 

3)  Die  drei  vorgenommenen  Gleichungen  werden  alle  identisch,  wenn  jeder  der 
beiden  Bestandtheile  G  und  E  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  können.  Hier  kann 
man  die  Aufgabe  zweien  Nebenbedingungen  unterwerfen.  Dergleichen  Bedingungen 
wären  z.  B. :  y  soll  die  bestimmten  Werthe  n  und  k  annehmen ,  wenn  man  dem  x  be- 
züglich die  besonderen  Werthe  ro  und  h  beilegt;  denn  dabei  hat  man  die  Gleichungen 
n  =  9>(m,  G,  E)  und  k  »  <y>(h,  G,  E),  durch  deren  Auflösung  sich  für  G  und  E  be- 
stimmte Werthe  ergeben. 

4)  Können  aber  nach  der  oben  besagten  Substitution  bei  keinem  Werthe  des  G 
und  des  E  die  drei  vorgenommenen  Gleichungen  zugleich  identisch  werden;  so  wider- 
sprechen sie  sich  einander  und  die  Aulgabe  ist  fiberbesUmmt ,  d.  h.  unmöglich;  and 
grade  dieses  wird  sich  sehr  oft  ereignen. 

B)  Hierauf  sehe  man  zu,  ob  das  zweite  System  möglich  ist,  und  verfahre  wieder 
so,  wie  eben  auseinandergesetzt  worden. 

Und  so  fort. 

$.  171.  Soll  die  gesuchte  Function  y  «>  gxx)  nur  mit  denjenigen  ihr  nächstanlie- 
genden verglichen  werden,  welche  bei  dem  speciellen  Werthe  x  =  a  alle  mit  q>(2L)  ei- 
nerlei Werth  haben;  so  ist  jetxt  ^« »  0,  ^y.  =  0,  etc.;  und  die  Gleichungen  IV  und 
V  reduciren  sieh  auf 


xTw\     •«        d-U     ,  daü     ^ 
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VU)    a.ü  =  ^  .  ^»y  +  ^.  ^y„  +  M.,y.   ^.  a.M.,y.ay„  H-  ^  .  ay*„ 

An  Gleichung  VI  erkennt  man  nun  die  Aosdr&cke,  welche  unler  keinerlei  Umständen 
im  ersten  Gliede  der  f6r  dU  herzogtellenden  Reihe  vorkommen  dürfen,  d.  h.  es  moss 
jetzt  eines  von  folgenden  vier  Systemen  zweier  Gleichungen  stattfinden : 

9)    y^-OaDdM  =  o 
dy  dq 

10)  ^=Oand^  «^ 

11)  -f-  =-  --  ttnd  -i-  =  0 
dy  0  dq 


,^.      d,ü         «        .   dqü 

^*)      -T"   =  TT  und    -?-  =    4, 

-^     dy  0  dq         ü 

A)    Man  sehe  zu,  ob  das  erste  System  der  zwei  Gleichungen 

d,U       ft       .  d,ü       ^ 

-~-  =  0  und  -4-  =  0 
dy  dq 

stattfindet.  Man  setze  G  und  E  bezüglich  statt  y^,  und  y^;;  in  eine  dieser  beiden  Glei- 
chungen ein,  nnd  sondere  y  ah,  so  dass  man  y  =  9)(x,  G,  E)  bekommt.  Hierauf  setze 
man  9>(x,  G,  E),  qp(a,  G,  E),  (;p(a,  G,  E)  bezüglich  statt  y,  y.,  y«  in  die  beiden 
vorgenommenen  Gleichungen  ein,  und  untersuche,  ob  sie  dadurch  alle  beide  identisch 
werden  können.    Dabei  kann  sich  wieder,  wie  im  vorigen  $.,  Viererlei  ereignen: 

1)  Sowohl  G  als  auch  E  müssen,  damit  die  zwei  Gleichungen  zugleich  identisch 
werden,  bestimmte  und  von  x  unabhängige  Werthe  annehmen. 

2)  Die  zwei  vorgenommenen  Gleichungen  werden  zugleich  identisch ,  wenn  von  den 
zwei  Bestandtheilen  G  und  E  nur  einer  einen  bestimmten  Werth  annimmt,  und  der 
andere  noch  ganz  willkürlich  bleibt.  Hier  kann  man  also  die  Aufgabe  noch  einer  Ne- 
benbedingung unterwerfen.    (Man  sehe  g.  164  und  165.) 

3)  Die  zwei  vorgenommenen  Gleichungen  werden  zugleich  identisch,  wenn  noch 
jeder  der  beiden  Bestandtheile  G  und  E  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  kann.  Hier 
kann  man  die  Aufgabe  zweien  Nebenbedingungen  unterwerfen.    (Man  sehe  §.  170.) 

4}  Können  aber  nach  der  oben  besagten  Substitution  bei  keinem  Werthe  des  G 
und  des  E  die  zwei  vorgenommenen  Gleichungen  zugleich  identisch  werden,  so  wider- 
sprechen sie  sich  einander,  und  die  Aufgabe  ist  überbestimmt,  d.  h.  unmöglich;  und 
grade  dieses  kann  sich  sehr  ofl  ereignen. 

B)  Hierauf  sehe  man  zu ,  ob  auch  das  zweite  System  möglich  ist ,  und  verfahre 
wieder  so,  wie  eben  auseinandergesetzt  worden. 

Und  so  fort. 

g.  172.  Soll  die  gesuchte  Function  y  =  (pin)  nur  mit  denjenigen  ihr  nächstanlie- 
genden verglichen  werden,  welche  sowohl  bei  dem  besonderen  Werihe  x  «  a  alle  mit 
(p(a)  einerlei  Werth ,  als  auch  bei  dem  besondem  Werthe  x  »  a  alle  mit  <p(ai  einerlei 
Werth  haben;  so  ist  jetzt  dy^  =  0,  dy^  =  0,  dßy\  -»  0,  d^y^  «  0  etc.;  und  die  Glei- 
chungen rV  und  V  reduciren  sich  auf 

r 

vni)  aü  =  ^.»y 

du  <•,» 

IX)   3»u-^.,j«y  +  ^..Jy» 

An  Gleichung  VHI  erkennt  man  nun  den  Ausdruck,  welcher  unter  keinerlei  Umständen 
das  erste  Glied  der  ßr  JU  herzustellenden  Reihe  sein  darf,  d.  h.  e.^  rooss  jetzt  eine 
von  folgenden  zwei  Gleichungen 

29 
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-f-  =  0  oder  -f-  =  ir 
dy  dy         0 

slaCtfiDdeii. 

A)    Man  sehe  zu,  ob  die  erste  dieser  Gleichungen  slaUfindei,  setze  y.  «»  B  und 

y^  =  G;  und  es  gibt  sich  y  »  g>(x,  B,  C).     Nun  führe  man  ^(x,  B,  G),  <p(a,  B,  G) 

H  IT 
und  <y>(a,  B.  G)  bezuglich  statt  y,  y«  und  y^  in  -y-  =Oein,  und  untersuche  sorgsam , 

ob  diese  Gleichung  erföllt  wird.  Wird  sie  nicht  erf&llt,  so  trägt  die  Aufgabe  einen 
Widerspruch  in  sich  selbst,  ist  also  unmöglich,  (lieber  das  dabei  anzuwendende  Ver- 
fahren vergleiche  man  die  beiden  rerigen  §§.) 

d  TT         9t 
ß)    Man  sehe  zu,   ob  nicht  auch  die  Gleichung  -j-  «  -^  möglich  ist,    und  sache 

für  y  die  geeignete  Function  auf,  wie  so  eben  beschrieben. 

$.  173-  Soll  die  gesuchte  Function  y  =  <pi\)  nur  ans  der  Zahl  derjenigen  einan- 
der nächstanliegenden  herausgewfihlt  werden,  hei  welchen  allen  die  Gleichung 

X)    F(a,a,  y^,  y„)  =  0 

slatißndel;  so  mQssen  (s.  $.  103)  sich,  wenn  man  an  die  Stelle  des  y  die  dem  tpix) 
nächslanliegenden  Nachbarfandionen  selit,  folgende  Gleichungen  ergeben: 

Man  hat  nun  zwei  Wege,  dieses  Problem  zu  lösen: 

1)  Man  betrachte  y«  als  den  dem  Werthe  nach  abhängigen  Bestandtheil,  und  son- 
dere y«  aus  F(a,  a,  y«,  y^)  =  0  ab,  so  dass  man  z.  B.  y«  =  f(a,  a,  y^^)  bekommt. 
Nun  setze  man  il(a,  a,  y^)  an  die  Stelle  des  y«  in  den  för  U  gegebenen  Ausdruck 
überall  ein;  und  man  hat  weiter  zu  verfahren,  wie  in  der  zwanzigsten  Untersuchung 
geschehen  ist. 

2)  Will  man  aber  diese  Absonderung  und  nachherige  Substitution  vermeiden»  so 
eliminire  man  die  von  y,  herrührenden  Mutationscoefficienten ,  entweder  direct  oder  mit- 
telst eines  Multiplicators.    Eiiminirt  man  zunächst  nur  dy^  aus  IV,  so  bekommt  man 

X,..)    »  =  [(«!  X  t'  -  «  X  ^  :   t']  .  *.  .  f .  ^ 


^0  ^'•" 

dpF 
dp 

d„F                    d?F 

A)    Man  sehe  nun  zu,  ob  die  beiden  identischen  Gleichungen 

/^lFxi?-i5x^'n:4l5.0undi5 
ydq  dp         dp         dqj       dp  dy 


=  0 


möglich  sind,  verbinde  beide  mit  der  nichtidentischen  Gleichung  F(a,  a,  y,,  y^")  =  0: 
und  wenn  sich  dann  y  «  q>(x)  ergibt,  so  führe  man  qxx),  9)(a),  <p(a)  bezüglich  statt  y, 
>«i  Ja  in  diese  drei  Gleichungen  ein,  und  untersuche,  ob  sie  alle  drei  erfüllt  werden. 
Ist  dieses  nicht  der  Fall,  so  ist  die  Aufgabe  überbestimmt,  d.  h.  unmöglich. 

B)    Man  sehe  zu,  ob  man  noch  andere  Systeme  von  Gleichungen  bekommen  kann. 

Und  so  fort. 


Untersuchung  22. 

Es  ist  U  ein  reeller  (gesondert  oder  ungesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 
^>  y«  z,  y,,  y^,  z«,  z„  gebildeter  Ausdruck;  und  man  sucht  für  y  und  z  solche  reelle 
Functionen  von  x,  dass  dabei  U  ein  Maximum-stand  oder  Minimum>sland  wird. 


227 

$.  174.  Dehnt  mao  die  vorige  Unlersacirang  auf  die,  hier  vorgelegte  aus,  so  hat 
diese  keine  neuen  Eigenthümlicbkeiten  mehr.  Setzt  man  namenllich»  um  die  DiiTereu- 
ÜaJqootienten  kürzer  schreiben  zu  können,  p  statt  y.,  q  statt  y^,  p  staU  z,  und  q  statt 
Z|y;  so  bekommt  man 

an        <*rU    .    _^  dxU    ^  dpü      .  dr  ü      .  dc,ü    ^  da  ü     , 

Alles  Weitere  bedarf  keiner  Auseinandersetzung  mehr.  Die  Hauptsache  ist  aber  immer 
die,  dass  man,  wenn  y  =  <pUi)  und  z  »s  <p*^x)  gefunden  sind,  jedesmal  q)U\),  <p"(\)^ 
(p'iB),  9)''(a),  <p'(a),  q>*'{a)  bezüglich  an  die  Stelle  von  y.  z,  y,,  z«,  y^f,  z^  in  die  vor- 
handenen Gleichungen  zurQckfiihrt,  und  sorgsam  beachtet,  ob  dadurch  alle  diese  Glei- 
chungen erf&llt  werden. 


Untersuchung  23. 

Es  ist  ü  ein  reeller  (gesondert  oder  ungesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 
it  y»  z,  y,,  yix,  z.,  Zq  gebildeter  Ausdruck.  Man  sucht  för  y  und  z  solche  reelle 
Functionen  von  z ,  dass  nicht  nur  der  Gleichung  F(z ,  y ,  z)  =  0  identisch  genügt ,  son- 
dern auch  noch  C  ein  Maiimum-stand  oder  Minimum-stand  wird. 

g.  175.  Wenn  schon  im  Allgemeinen  F(z,  y,  z)  «>  0  ist,  so  muss  auch  in  den 
zwei  besondern  Fällen  F(a,  y«,  z«)  »  0  und  F(a,  y^^,  Z|y)  :^  0  sein.  Aus  diesen  drei 
Gleichungen  folgt  auch 


etc.  etc. 
Man  hat  nun  zwei  Wege,  die  Untersuchung  durchzuführen: 

1)  Man  nehme  z  als  mittelbar  mutabel,  sondere  es  aus  F(z,  y,  z)  =  0  ab,  so 
dass  mao  z.  B.  bekommt  z  =  f(x,  y),  z,  =  l(a,  y.),  z^  »  f(a,  y«)«  und  führe  diese 
.ausdrücke  in  die  für  U  gegebene  Gleichung  ein.  Dadurch  wird  U  ein  nur  mit  den  Be- 
standtheilen  x ,  y ,  y, ,  y^  gebildeter  Ausdruck,  und  die  hier  vorgelegte  Untersuchung  ist 
auf  die  einundzwanzigste  gebracht. 

2)  Will  man  aber  diese  Absonderung  und  nachherige  Substitution  vermeiden,  so 
eliminlre  man  die  mittelbaren  Mntationscoefßcienten,  entweder  direct  oder  durch  einen 
Multiplicator.  Will  man  namentlich  das  zweite  Mittel  anwenden,  so  muUiplicire  man 
die  Gleichungeft  I,  11,  III  bezüglich  mit  (vorerst  noch  unbekannten ,  jedenfalls  aber) 
nichtmatablen  Functionen  2,  SR:,  9t  von  x,  und  addire  diese  drei  Produkte  zu  dem 
für  ^U  sich  ergebenden  Ausdrucke,  dann  bekommt  man 

-[^^«•(^').]•''-[^"*"•(ml•"• 
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Non  soll  der  fttr  ^U  henustellende  Ausdruck  von  den  mittelbaren  Mutationscoefficienteo 
dz,  dz«,  dZfg  ganz  frei  sein;  man  denke  sich  also  onter  S,  9t,  9t  solche  Fnnctionen 
von  X,  dass  die  identischen  Gleicl^ingen 

^)  fe"-2if  =  «'^')  ^"-^«•©.  =  «- 

aod  VI.)    ^V  «  .  (^^)„  =  0  , 

stattfinden.  Aus  diesen  drei  Gleichungen  bestimmt  sich,  was  8,  9K,  9t  fikr  Functionen 
von  %  sind;  und  Gleichung  IV  reducirt  sich  auf 


r^  - » •  (^')  j  ■ '" 


Alles  Weitere  bedarf  keiner  Auseinandersetzung  mehr;  und  man  beachte  abennaU. 
dass  man,  wenn  y  =  (p\x)  und  z  =  <p**{x)  gefunden  sind,  jedesmal  ^'(x),  9>''(x^  qp'ra), 
^^^(a),  <p'(ct),  cp''(co  bezuglich  an  die  Stelle  von  y,  z.  y«,  z«,  y^^,  2^  einsetzen,  und 
sorgsam  prüfen  muss,  ob  auch  alle  vorhandenen  Gleichungen  erfCillt  werden. 


Untersuchung  24. 

Es  sei  U  ein  reeller  (gesondert  oder  ongesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 
X.  y,  a,  a,  y«,  y^  gebildeter  Ausdruck.  Man  sucht  für  y  eine  solche  reelle  Func- 
tion von  X ,  und  zugleich  für  x  einen  solchen  besonderen  reellen  Werth ,  dass  der  dabei 
för  U  sich  ergebende  bestimmte  Werth  ein  Maximumwerth  eines  Maiimum-standes 
oder  ein  Minimum  werth  eines  Minimum-standes  wird. 

$.  176.  Wenn  man  irgend  eine  durch  <p{Xi  dargestellte  Function  an  die  Stelle  des 
y,  ebenso  q)ia)  und  cpta)  bez&glich  an  die  Stelle  des  y«  und  y«  in  die  ursprüngliche 
Gleichung  einsetzt;  so  bekommt  man  auch  fQr  U  eine  Function  von  x,  welche  mit  t^x) 
bezeichnet  sein  mag.  Wenn  man  zugleich  dem  x  einen  festen  reellen  Werth  beilegt, 
so  bekommt  auch  U  einen  festen  Werth,  welcher  mit  U''  bezeichnet  sein  mag. 

Man  setze 

I)    X   -h  X  •  t?x  -h   -^  .  t^x  -f- an  die  Stelle  des  x, 

II)    qpfa)  -+-  X  •  ^y,  H .  ^y,  -h an  die  Stelle  des  y. 


X    -h    X    •    t?X  -h 

X« 

1.3 

qpfa)  -+-  X  •  ay,  -h 

X2 
1.3 

cpia)  -h  X  .  öy^ji  4- 

X2 
1.» 

(p(Xi  -+-  X  .  fS)y  •+■ 

X« 
1.2 

III)  cpia)  -h  X  .  ^y^  -\ •  Ä2y^  -h an  die  Stelle  des  y« 

IV)  (p(X)  -+-  X  .  fS)y  H •  (d)^y  + an  die  Stelle  des  y 

Km» 

in  die  ursprüngliche  Gleichung  ein.  Die  beiden  Elemente  y«  und  ja  sind  nach  x  constant , 
und  desshalb  sind  die  ihnen  nächstanliegenden  Nachbarzustände  nur  reine  Mutationen: 
dagegen  in  y  ist  das  %  noch  allgemein,    kann  also  Werthänderungen  erleiden,    und  so- 
nach sind  die  dem  tpix)  nächstanliegenden  Nachbarzustände  gemischte  Mutationen. 
Man  setze  zur  AbkQrzong  p  statt  y«,  und  q  statt  y^,  so  bekommt  man 

V)    AU  =  -i^  .^y,  4.  ^.ay«  +    _.ay  H-==.^x 
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An  dieser  GleichaDg  erkeaut  mao  quo  die  Ausdrucke,  welche  uoter  keinerlei  Umstän- 
den im  ersten  Gliede  der  für  (J)l]  herzastellenden  Reihe  vorkommen  dOrfen. 

Obgleich  dy.  und  dy^  aas  einer  und  derselben  Function  dy  herkommen ,  so  sind 
doch  beide  dem  Werlhe  nach  (man  sehe  §.  92)  ganz  unabhängig  voneinander.  Sie 
können  aber  dem  Werlhe  nach  voneinander  abhängig  werden,  sobald  eine  Bedingungs- 
gleichung zwischen  ihnen  stattfindet  (man  sehe  $.  103  und  173). 

Dasselbe  gilt  zwischen  ^y.  und  d^y^» 

Dasselbe  gilt  zwischen  d^„  und  d^^ . 

Und  so  fort. 

$.  177.  Soll  die  gesuchte  Function  y  =  <y>(x)  mit  allen  möglichen  ihr  nächsianiie- 
senden  verglichen  werden;  so  können  nur  dann  Fälle  eintreten,  bei  denen  (i^jUsein 
Zeichen  nicht  ändert,  wenn  eines  von  den  bereits  (in  $.  170)  jaufgestellten  acht  Syste- 
men dreier  identischer  Gleichungen  stattfindet. 

A)  Man  sehe  zu,  ob  das  erste  System  der  drei  identischen  Gleichungen 

dp  dq)  dy 

möglich  ist,  so  bekommt  man  y  s»  9>(x),  mit  welcher  Function  man  aber  noch  die  ge- 
hörige Prüfung  vorzunehmen  hat.    Ist  die  Aufgabe  möglich,    so  bedenke  man,    dass 

d  Ü 

■JL.  =  0  eine  idenüsche  Gleichung  ist,  dass  sich  also  der  totale  Diflerentialquotient 

du        d,ü      dy       d,ü       ,,...,      ,  du       ^xU      „        .    ;  ,  . 

«— =  =  -f-  •  -r-  -f-  -r-  zurückzieht  auf  — -  =  -^  .  Man  hat  nun  zuzusehen ,  ob 
dx  dy       dx         dx  dx         dx 

-^  «B  0  oder  -j-  =  jr-  gesetzt  werden  kann,   oder  ob  beide  Gleichungen  zugleich 

möglich  sind.  Diese  letzteren  zwei  Gleichungen  sind  aber  keine  identischen,  sondern 
dienen  nur  dazu,  den  besondern  Werth  des  x  aufzufinden-  Nun  ist  bei  jedem  Werthe 
des  X 

d/M)  d(^)  d/i5) 

dau       "^  dp  /      -      ^     V  dg  /     .       ^  °Uyf     .    ^  d,ü      d«y 

Somit  erkennt  man,  dass  -p«  zu  Null  wird  bei  jedem  Werthe  des  x,  also  auch  bei  dem 

für  X  gesuchten  besonderen  Werthe.  Wenn  nun  auch  ^  =  0,  so  bleibt  im  Allgemei- 
nen nur 

B)  Man  sehe  nun  zu,  ob  man  aus  den  Quotienten  -^p  -^  ,  -p-  noch  andere 
Systeme  identischer  Gleichungen  bekommen  kann. 

S.  178.  Soll  die  gesuchte  Function  y  ==  <p(x)  nur  mit  denjenigen  ihr  nächstanlie- 
genden  verglichen  werden,  welche  bei  dem  speciellen  Werthe  x  =  a  alle  mit  <p(a)  ei- 
nerlei Werth  haben ,  so  ist  jetzt  dy^  ^  0,  d^y«  =  0  etc. ;  und  die  Gleichung  1  reducirt 
sich  auf 

-„-^     •„        d„ü     ,  d-ü     .  du      „ 

VII)     (^,ü  «    -i-  .  ^y^    -H    -2_.  .  ay  -h  ^  .  iJ^X 
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Die  Quolienteo  -j^-  und  -^  geben  die  Systeme  der  ideotischeu  Gleichungen ;    und  fer- 
ner ist 

üx         dy       dx        dx 

Und  80  fort. 

Dt  hier  die  Mutationen  von  den  Werthändenin^en  unabhängig  sind,  und  umgekehrt; 
so  kann  man  auch  (s.  den  Schluss  des  g.  113)  die  hier  gesuchten  Resultate  dadurch  ge- 
winnen, dass  man  die  (in  g*  ^^^  beschriebenen)  iwei  successiven  Geschäfte  Toruimmt, 
wobei  man  vorerst 

1)  für  y  eine  bestimmte  Function  aufsucht,  wie  dieses  in  der  einundzwanzigsten  Un- 
tersuchung {§.  167 — 173)  gezeigt  ist.  Dann  stellt  man  den  primären  Zustand  U'  =  xfjcx) 
her,  und  prüft  Ihn.    Hierauf  sucht  man 

2)  für  X  einen  bestimmten  Werth  auf,  stellt  den  secundären  Zustand  V  her,  und 
prüft  auch  ihn. 


Untersuchung  25. 

Es  ist  U  ein  reeller  (gesondert  oder  angesondert  gegebener)  mit  den  Elementen 
-X,  w,  y,  z,  y^j^,  z^^,  y   ^,  z  ß  gebildeler  Ausdruck.    Man  sucht  für  y  und  z  solche 

reelle  Functionen  der  beiden  nichtmutablen  Veränderlichen  z  und  w,  und  zugleich 
für  X  und  w  solche  reelle  Werthe»  dass  der  dabei  für  U  sieh  ergebende  bestimmte 
Werth  ein  Maximumwerth  eines  Maximum-Standes  oder  ein  Minimumwerth  eines  Mini- 
mum-Standes wird. 

S.  179.  Wenn  man  ii^end  eine  durch  <;p'(x,  w)  dargestellte  und  irgend  eine  durch 
^"(x,  w)  dargestellte  reelle  Function  bezüglich  an  die  Stelle  des  y  und  des  z,  und 
wenn  man  ebenso  <3p'(a,  b),  9>''(a,  b),  <p*(a,  ß")^  <7>''(a,  /?)  bezüglich  an  die  Stelle 
des  y, ,,»  z^i,i  Yfgßf  ^^R  iB  ^>®  ursprüngliche  Gleichung  einsetzt;  so  bekommt  man 
auch  für  U  eine  Function  von  x  und  w,  welche  mit  V^(x,  w)  bezeichnet  sein  mag. 
Wenn  man  zugleich  dem  x  und  dem  w  feste  reelle  Werthe  beilegt,  so  bekommt  auch 
U  einen  festen  Werth,  welcher  mit  U'^  bezeichnet  sein  mag. 

Man  setze 

I)    X  H-  X  .  t?x  H .  i9«x  4- an  die  Stelle  des  x, 

II)    w  -h  X  •  t?w  -h  —  •  i^'w  -H an  die  Stelle  des  w, 

x' 

III)  <3p'(a,  b)  -h  X  •  ^y,jb  -H  —  •  ^ya,b  -H an  die  Stelle  des  y^^b 

IV)  <p"(af  b)  -4-  X  •  dza,b  H •  ^i#,b  -H an  die  Stelle  des  z«,b 

V)  t3p'(a,  iö)  -h  X  .  dy^  +  -^  •  ^y„^  -h •  an  die  SleUe  des  y^ 

VI)    (p'\a,  (?)  -h  X  .  dz^ß  -H  ^  .  <52z^^  -h an  die  Stelle  des  z„^ 

x^ 

VII)  qp'(x,  w)  -h  X  .  (^,y  -h  -—  .  (^^  -^-  .  .  .  .  .  .   .   an  die  Siellc  des  y, 

VIII)  <p''(x,  w)  H-  X  .  (d^  -f  Ji-  .  ^i«z  -h an  die  Stelle  des  z, 

in  die  ursprüngliche  Gleichung  ein.  Die  vier  Elemente  y  .,z',y   «>   z    o  siod  nach 

*  M^n         «yh      "  tt,p  tt^ 
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X  und  nach  w  constant,  und  desshalb  sind  die  ihnen  nächstanliegeuden  Nachbarzustande 
nur  reine  Mutationen;  dagegen  in  y  und  z  sind  die  nichtmulablen  Veränderlichen  x 
and  w  noch  allgemein  und  können  Werthänderungen  erleiden;  sonach  sind  die  dem 
y  =  g>'(x,  w)  und  die  dem  z  =  9>''(x,  w)  nächstanliegenden  Nachbarzustände  ge- 
mischte Mutationen. 

Setzt  man  non,  um  die  Diflerentialqnotienten  bequemer  bezeichnen  zu  können,    p 
statt  y,  h  >  4  statt  y^  a  •  P  statt  Za^ht  4  statt  z^^^;  so  bekommt  man 

IX)   Aü«^.^y  +  ^.<Jz-H^  .  ay.,H  4- -^  .  ^z.,H  -H-^-^y«,p 


Hier  ist  bekanntlich 


d,ü  ^  djü  d^  ^  dJJ      d^  ^  dji 

"3^  "     dy  dx  dz    '    dx  dx 

d^ü  __  dyü  d^y        d^ü      d^z        d^U 

dw  dy  dw         dz       dw         dw 


Da  hier  die  Matatiooen  von  den  Werthäoderuogen  unabhängig  sind,  und  umgekehrt; 
so  kann  man  auch  (s.  den  Schluss  des  g.  113)  die  hier  gesachten  Resultate  dadurch  ge- 
winnen, dass  man  die  (in  g.  112  beschriebenen)  zwei  tuccessiren  Geschäfte  vornimmt, 
wobei  man  vorerst 

1)  für  y  und  z  bestimmte  Functionen  von  x  und  w  aufsucht,  den  primären  Znstand 
U'  SS  t^(x,  w)  herstellt,  und  prüft.    Hierauf  sucht  man 

2)  Tür  X  und  w  bestimmte  Werthe,  stellt  den  secundären  Zustand  U''  her,  and  prüft 
aoch  ihn. 


Es  ist  nun  leicht  qinzusehen,    wie  sich  dergleichen  Untersuchungen  vervielfältigen 
und  durchführen  lassen. 

Auch  wären  noch  solche  Untersuchungen  aufzustellen,  wo 

zusammengesetzte  Mutationen 

aoge wendet  werden.    Dieses  ist  aber  in  Folge  alles  Vorhergehenden  nicht  mehr  nöthig; 
und  e8  genügt,  auf  die  Aufgaben  31  und  32  zu  verweisen. 

Somit   mag  diese  Abtheilung  der  Theorie  des  Grössten  und  Kleinsten  geschlossen 
werden. 


B)    Ausdrücke,  wo  Differentiale  vorkommen. 

Untersuchung  26. 

dy 
Es  ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  -p  gebildeter  Ausdruck,  und  man 

sucht  für  y  eine  solche  reelle  Function  des  nichtmutablen  Veränderlichen  x,  dass  dabei 
U  ein  Maximum-Stand  oder  Minimam-stand  wird. 

$.  180.  Da  U  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  werden  soll,  so  ist  der 
Werth  des  x  noch  ganz  allgemein,  d.  h.  man  kann  dem  x  was  immer  für  einen  belie- 
bigen besonderen  reellen  Werth  beilegen.  Wenn  man  nun  irgend  eine  durch  <y>{x)  dar- 
gestellte reelle  Function  an  die  Stelle  des  y ,  folglich  -^—  a»  die  Stelle  des  ^  ,  in  die 

ursprüngliche  Gleichung  einsetzt;  so  bekommt  man  auch  für  U  eine  Function  von  x, 
welche  mit  ^(x)  bezeichnet  sein  mag.  Die  dem  <y>(x)  bei  jedem  Werthe  des  x  nächst- 
vorgehenden und  nächstnachfolgenden  Nachbarfunctionen  werden  (nach  $.  60)  im  All- 
gemeinen dargestellt  durch 
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X2  M^ 

J)    (fix)  H-  X  •  ^<pix^  H •  d^cpiX)  H •  d^tpd) 


WO  jeder  der  Ausdrucke  d(p(x),  ^(p(x) »  ^cp(X)  etc-  eine  für  sich  beliebige  reelle  FuncHou 
von  X  vorstellt ,  und  x  bald  als  positiv  bald  als  negativ  im  Momente  des  Verscbwiodens 
befindlich  gedacht  wird.  Der  aus  diesen  Functionen  sich  ergebende  Differenüalquotient 
erster  Ordnung  ist  dann  (man  sehe  §.  87) 

...     dcpfx)    .  d<J(^(x)         x2       d^2qp(x)  x3        dd^mix)    . 

'      dx  dl  1.2  dx  1.2  3  dx 


Es  ist  (aus  $.  91)  bekannt,  dass,  wenn  dtp{\\  jede  beliebige  Function  von  x  ist,  der 
Werlh  des — ^ —  von  dem  Werthe  des  dtpix*  ganz  unabhängig  ist,  wenn  gleich  mit  der 

Form  des  dcp(x)  auch  die  des  — -^ —  mitgegeben  ist.    Ebenso  verhHIt  es  sich  zwischen 

— ^ —  und  ^<3P(xj,   zwischen  — -^ —  und  ^wix)^  etc.  etc. 
dx  dx  ^     ' 

$.  181.  Weil  man  dem  x  einen  beliebigen  specielten  Werth  %  beilegt,  so  kann  man 
unter  den  dem  cp{\)  bei  jedem  Werthe  des  x  nächstanliegenden  Nachbarfunctionen  drei 
verschiedene  Arten,  besonders  hervorheben. 

A)  Diejenigen  dem  <3p(x)  bei  jedem  Werthe  des  x  nächstanliegenden  Nachbarfunc- 
tionen, welche  bei  diesem  speciellen  Werthe  )r  alle  mit  q){p  einerlei  Werth  bekommen, 

während  ihre  ersten  Differentialquotienten  einen  von  | -^^ — j  verschiedenen  Werth  ha- 
ben. Alle  die  so  geeigenschafteten  Functionen  und  ihre  ersten  Differentialquotienten  sind 
bezüglich  in  den  ganz  allgemeinen  Reihen  I  und  II  mit  inbegriffen;  und  da  bei  dem 
speciellen  Wertbe  ^  der  Werlh  der  Reihe  I  jetzt  einerlei  ist  mit  tpip ,  so  hat  man  fol- 
gende Gleichung 

q,{p  =  cf>(p  -h  X  .  d(f>{p  H •  ^qpfp   -\- d^cp^p  -h 

1 . »  1.S.3 


Diese  Gleichung  soll  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  x  gellen,  ist 
also  nur  möglich ,  wenn  einzeln  stattfindet  dtpip  =  0,  ^<p{p  =  0,  ^^^^rr)  =  0,  etc 
Letztere  Gleichungen' sind  aber  keine  identischen,  sondern  gelten  nur  bei  dem  grade 
genommenen  speciellen  Werthe  ^;    denn  wären  sie  identische  Gleichungen,  so  würden 

auch  die  Differentialquotienten     ^     ,  — -p— ,  — ——  ,  etc.  zu  Null  bei  jedem  Werthe 

des  X  Sowie  nun  diejenigen  Functionen ,  welche  bei  dem  speciellen  Werthe  ^  mit  q>{p 
einerlei  Werth  bekommen,  immer  andere  und  andere  sind,  je  nachdem  man  sich  unter 
%  einen  immer  andern  und  andern  speciellen  Werth  denkt;  ebenso  müssen  die  Glei- 
chungen dtpip  =  0,  Ißcpi'p)  =  0,  d^qxx)  »  0,  etc.  immer  andere  und  andere  sein,  je 
nachdem  man  sich  unter  p  einen  immer  andern  und  andern  Werth  denkt. 

Bs  bedarf  keines  nähern  Nachweises,  dass  es  unter  den  Functionen  überhaupt,  aUo  auch 
unter  den  dem  q>(x)  nächstanliegenden  Nachbarfunctionen  eine  Menge  solcher  gibt,  welche  bei 
dem  grade  genommenen  speciellen  r  alle  mit  qpdj  einerlei  Werth  haben,  während  die  von 

eben  diesen  Functionen   abgeleiteten-  ersten  Differentialqnotienten  einen  von    ('^-')    ▼er- 

schiedenen  Werth  bekommen  können.  Namentlich  kann  man  in  vielen  Functionen,  welche 
noch  einen  willkürlichen  Constanten  enthalten,  denselben  nach  dem  Werthe  r  so  ein- 
richten, dass  dabei  jede  dieser  Functionen  mit  <p(r)  einerlei  Werth  bekommt  Dieser 
einmal  so  eingerichtete  Constante  bleibt  dann  in  allen  Differentialquotienten  nngeändert; 
und  sonach  können  die  ersten  Differentialquotienten,  je  nach  Verschiedenheit  der  Urfunc- 
tionen,  allerlei  verschiedene  Werthe  annehmen.     (Man  sehe  noch  einmal  g.  87.) 

B)  Es  kann  aber  auch  unter  den  dem  qp(x)  bei  jedem  Werthe  des  x  nächstanlie- 
genden Nachbarfunctionen  eine  Menge  solcher  geben ,  wo  bei  einem  beliebigen  speciellen 

Werthe  %  die  ersten  Differentialquotienlen  alle  mit  (-^^ )     einerlei    Werth    haben  , 
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während  die  Urfbnclionen  selbst  einen  von  <p(p  verschiedenen  Werlh  bekommen.  Alle 
die  so  geeigenschafteten  Functionen  und  ihre  ersten  Differentialqaotienten  sind  beiQgiich 
in  den  allgemeinen  Reihen  I  nnd  II  mit  inbegriffen;   and  da  bei  dem  speciellen  ^  der 

Werth  der  Reihe  II  jetzt  einerlei  ist  mit  i-^ — j  ,  so  hat  man  folgende  Gleichung: 
/dg)(x)  \  /dy(x)  \  /ddg>Oi)\         jf_      /dS^(p(x)\ 

\    dX     ;^  ■"  \     dl    }j^  ""[      dx      Jj,  U2'    \      dX      )^ 

Diese  Gleichung  soll  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  x  gelten,  ist 
also  nur  möglich,  wenn  einzeln  stattfindet  I — -^ — j  =  0,  • — -p — j  =  0,  etc.  Letz- 
tere Gleichungen  sind  aber  keine  identischen,  sondern  gelten  nur  bei  dem  grade  ge- 
nommenen speciellen  Werthe  ^.  Sowie  nun  diejenigen  Functionen ,  deren  erste  Diffe- 
rentialqaotienten bei  dem  speciellen  Werthe  j[  alle  mit  i  — ^ — |  einerlei  Werth  bekommen, 

immer  andere  und  andere  sind,  je  nachdem  man  sich  unter  p  einen  immer  andern  und  andern 
speciellen  Werth  denkt;  ebenso  müssen  die  Gleichungen  i — ^ — j    =  0,  1 — ■^—)   =  0 

etc.  immer  andere  und  andere  sein,  je  nachdem  man  sich  unter  )r  einen  immer  andern 
und  andern  speciellen  Werth  denkt. 

Es  bedarf  anch  hier  keines  nähern  Nachweises,  dass  es  unter  den  Fanctionen  über- 
haupt, also  auch  unter  den  dem  <p(x)  nächstaDliegeDden  Nachbarfunctionen  eine  Menge  sol* 
eher  gibt,  wo  bei  dem  grade  genommenen  speciellen  Werthe  i  die  ersten  Differentialquo- 
tienten alle  mit  f-j — ]     einerlei  Werth  haben,   während  die   zugehörigen    Urfunctionen 

einen  von  tpit)  ganz  Terschiedenen  Werth  bekommen  können.  Namentlich  kann  man  in 
fielen  Fanctionen,  weiche  einen  willkürlichen  Constanten  enthalten,  diesen  Gonstanten 
nach  dem  willkürlichen  t  noch  so  einrichten,  dass  dabei  ihre  ersten  Differentialqnotienten 

(dqp(x)\ 
-^ —  I     einerlei  Werth  bekommen.     Dieser   einmal   so  ein^richtele   Constante  wird 

bieranf  unverändert  in  die  Urfanction  zurückgedacht;  und  dann  können  diese  ?erschiedenen 
Urfunctionen  verschiedene  Werthe  bekommen,  während  ihre  ersten  Differentialquotienten 

(d<pfx)\  , 

— j~ )     einerlei  Werth  haben.    (Man  sehe  noch  einmal  $.  87.) 

C)  Es  kann  auch  anter  den  dem  (pix)  bei  jedem  Werthe  des  x  nächstanliegenden 
Nachbarfunctionen  eine  Menge  solcher  geben,  welche  bei  diesem  beliebigen  speciellen 
Werthe  x  ^^  beiden  vorigen  Eigenschaften  zugleich  besitzen,  d.  h.  jetzt  haben  bei  j: 
nicht  nur  alle  diese  Functionen  mit  q>iX)  einerlei  Werth,   sondern  es  haben  auch  die 

ersten  Differentialquotienten  dieser  Functionen  alle  mit  i    ?^    j   einerlei  Werth.  Bei  allen 

diesen  Functionen  finden  dann  die  zwei  Systeme  von  Gleichungen 

Sq)(p  =  0,    ^<3P(p  «  0,    S^gxp  =  0,  etc. 

(^), = »•  (^), = »■  (^'),  -  "•  "^ 

zugleich  statt.    Reine  einzige  dieser  Gleichungen  ist  aber  eine  identische,   sondern  sie 

gelten  alle  nur  bei  dem  grade  genommenen  speciellen  Werthe  %;  und  sie  werden  immer 

andere  und  andere  sein,  je  nachdem  man  sich  unter  jr  einen  immer  andern  und  andern 

speciellen  Werth  denkt 

Es  bedarf  keines  nähern  Nachweises,  dass  es  unter  den  Functionen  überhaupt,  also 
auch  unter  den  dem  qpd)  nächstanliegenden  Nachbarfunctionen  eine  Menge  solcher  gibt, 
welche  bei  dem  grade  genommenen  speciellen  Werthe  r  die  hier  besagten  zwei  Eigen- 
schaften haben.  Namentlich  kann  man  in  vielen  Functionen,  welche  zwei  willkür- 
liche Constanten  enthalten,  diese  Constanten  nach  dem  Werthe  x  so  einrichten,  dass  diese 

Functionen  und  ihre  ersten  Differentialquotienten  bezüglich  mit  q>ix)  und  (-^r— )      einerlei 

Werth  bekommen.  (Man  sehe  noch  einmal  $.  87.) 

30 
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Mao  ist  also  jetzt  aul  dem  Punkte,  bei.  vorliegender  Unternioliung  drei  Fatle  zu 
unterscheiden. 

§.  182.  Soll  die  fl!kr  y  genommene  und  durch  9KX)  dargestellte  Function  mit  allen 
möglichen  ihr  nächslanliegenden  verglichen  werden,  so  hat  man  die  Reihen  I  und  II, 
welche  körzer  auch  dargestellt  werden  durch 

III)    g)(x)  H-  X  .  ay  -h  -^  •  ^y  -i-  ^^  •  a^y  -h 

,v)  ä^-Hx.?y  +  i^.^-J5  +  j^.^4- 

^       dx  dx  1  8     dx         1.8.3     dx 

dy 
beiQglieh  an  die  Stelle  des  y  und  -p  in  die  ursprftngliche  Gleiehong  überall  eioiuillbrea; 

und  man  bekommt  alle  möglichen  dem  U'  =  ^xi  nächstanliegenden  Nachbarxastände , 
welche  mit  (U'  +  JU}  oder  mit  (V'(x)  +  JIT)  bezeichnet  werden,  und,  wenn  man  sie 
in  eine  nach  Potenzen  des  x  fortschreitende  Reihe  entwickelt  will,  nur  in  eine  nach 
Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  entwickelt  werden  dürfen,  eben  weil  x  im  Momente 
des  Verschwiodens  befindlich  ist.  Wenn  nun  die  Differenz  (tp(x)  +  z/U)  —  t^x)  bei 
dem  im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  und  bald  als  positiv  bald  als  negativ 
genommenen  x  sowie  bei  allen  beliebigen  reellen  Werthen  des  x  reell  bleibt;  so  findet 

1)  ein  Maximum-etand  statt,  wenn  diese  Differenz  beständig  negativ  ist;  dagegen 
findet 

2)  ein  Minimum-stand  statt,  wenn  diese  Differenz  beständig  positiv  ist;  es  fin- 
det aber 

3)  weder  ein  Maximam-stand  noch  Minimum-^tand  statt ,  wenn  diese  Differenz  we- 
der als  positiv  noch  als  negativ  gelten  kann. 

Da  der'  Werlh  des  -r^  von  dem  Werthe  des  ^y,  da  ebenso  der  Werth  des  -r-^  von 

dx  ^  dx 

dem  Werthe  des  ^^y  etc.  ganz  unabhängig  ist;  so  ist  es  auch  nicht  nöthig,  zur  Ge- 
winnung des  Prüfungsmittels  die  ganze  Reihe  I  (oder  III)  und  II  (oder  IV)  an  die  Stelle 

dy 
des  y  und  -p  in  die  ursprüngliche  Gleichung  einzusetzen ;   sondern  man  kann  zur  Be- 
quemlichkeit 


und 


x^                         x*' 
X  •  fj  anstatt  x  •  ^y  H •  ^y   H •  d^y  -h 


X  .  -j^  anstatt  x  .  -r^  H •  -r-^  H -=-i  h- 

dx  dx         1.2     dx  1.2.3     dx 


einführen,  und  erst,  wenn  man  den  filr  //ü  sich  ergebenden  Ausdruck  auf  die  geeignete 

dS 
Form  gebracht  hat ,  statt  x  •  §)  und  x  •  -p-  die  entsprechenden  Reihen  zurückführen. 

Dabei  Ut  $  «  «y  ^-  —  .  ««y  -h  Jül.  *  9^j  -^ 

"^         1.2        ^       1.2.3 

d$        ddy  X        dasy  x2        da^y 

und  —  "=*  -■      -f-  ■       •       ■     ~\-  — — ^  •  — ^—  + , 

dx         dx  1.2       dx  1.2.3        dx 

wor^n  man  erkennt,  dans ,   weil  x  im  Momente  des  Yerschwlndens  ist,  das  fß  gleichzeitig 

dS  dav 

mit  dy,   und  das  -^  gleichzeitig  mit  -rr^  endlich  und  positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem 

day 

man   dem   ■—-  willkürliebe  Weribe  beilegt. 

Hat  man  nun  auf  diese  Weise  eine  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  ent- 
wickelt, so  hat  man  zu  unterscheiden: 
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1)  Das  erste  Glied  dieser  fUr  JV  hergestellteu  Reihe  enthält  $  und  -^  zugleich. 

Hier  hat  man  oar  zu  unlersuchea,  oh  dieses  erste  Glied  besUtudig  einerlei  Zeichen  be- 
bält,  und  kein  einziges  iwenn  auch  nocii  so  spätes  Glied  aus  irgend  einem  Grande  inia- 
ginar  werden  kann.  Soll  aber  dieses  erste  Glied  beständig  einerlei  Zeichen  behalteQ» 
so  musR  namentlich  der  Exponent  des  x  eine  ganze  grade  Zahl,  oder  ein  in  seinen 
kleinsten  Zahlen  aosgedröckter  Brach  mit  gradem  Zähler  nnd  ungradem  Nenner  sein. 

2)  Das  erste  Glied  dieser  Air  JV  hergestellten  Reihe  enthält  nur  $  und  nicht  auch 

d9  d% 

-p ,  sondern  das  -^  kommt  erst  in  einem  späteren  Gliede  vor.    Hier  ist  nicht  genug , 

veon  das  erste  Glied  das  Zeiclien  nicht  wechseln  kann;   sondern  man  bedenke,    dass 

die  dem  U'  =:  v^x)  nächstanliegenden  Nachbarzustände  (V;(xj  +  JÜ)  dadurch  erzeugt 

werden,  dass  man  an  die  Stelle  des  y  alle  die  dem  g^v  nächstanliegenden  Nachbar- 

dy 
fanctionen ,  and  dass  man  an  die  Stelle  des  -p  die  aus  allen  diesen  (dem  «yKX)  nächst- 

anliegenden)  Nachbarfunctionen  sich  ergebenden  ersten  DifTerentialquotienten  setzt.  Un- 
ter diesen  Fanctionen  befinden  sich  dann  auch  die ,  welche  bei  dem  beliebigen  speciellen 
Werlh  X  Me  mit  qxp  einerlei  Werth  haben,    während  die  von  eben  diesen  Functionen 

abgeleiteten  ersten  Diflerentialquotienten  einen  von  |  -^ — j  ganz  verschiedenen  Werth 

bekommen  können.  Bei  diesen  Functionen  ist  also  dq)(X)  =  0 ,  fi<p(p  =r  0  etc. ,  während 
j    y^    j  ,  I— j — I  ,  etc.  nicht  zu  Null  werden,  so  dass  es  Fälle  gibt,  wo  fj  *t=:  0  ist , 

dV 
während  -^  nicht  zu  Null  wird.    Hat  man  nun  eine  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende 

d^ 
Reihe  fQr  JV  hergestellt,    wo  erst  in  einem  späteren  Gliede  das  --p-    vorkommt;    hat 

man  sich  dann  überzeugt,  dass  kein  einziges  wenn  auch  noch  so  spätes  Glied  aus  irgend 
einem  Grande  imaginär  werden  kann;  und  behält  das  erste  Glied  beständig  einerlei 
Zeichen:  so  muss  man  noch  zusehen,  ob  bei  |)  «»  0  dasjenige  von  den  zurückbleibenden 

Gliedern ,  welches  jetzt  mit  der  niedrigsten  Potenz  des  x  sowie  auch  mit  -3-  versehen 

ist,  mit  dem  (vorher  vorhandenen  nun  aber  weggefallenen)  ersten  Gliede  einerlei  und 
ein  unwandelbares  Zeichen  behält  Nur  unter  dieser  Bedingung  kann  ein  Maximum- 
stand oder  Minimum-Stand  bestehen.    (Man  sehe  Aufgabe  66.) 

3)  Das  erste  Glied  dieser  fQr  JU  hergestellten  Reihe  enthält  nor  -^  und  nicht  auch 

9,  sondern  das  f)  kommt  erst  in  einem  späteren  Gliede  vor.  Auch  hier  ist  nicht  genug,  wenn 
das  erste  Glied  sein  Zeichen  nicht  wechseln  kann;  sondern  man  bedenke,  dass  die  dem 
U'  a  ^p(li)  nächstanliegenden  Nachbarzustände  (t^(x)  +  J\J)  dadurch  erzeugt  werden ,  dass 
man  an  die  Stelle  des  y  alle  dem  (p(\)  nächstanliegenden  Nachbarfunctionen ,  und  dass  man 

dy 
an  die  Stelle  des  T^^die  aus  allen  diesen  (dem  <pi\)  nächstanliegenden)  Nachbarfunc- 
tionen sich  ergebenden  ersten  Diflerentialquotienten  setzt.    Unter  diesen  Functionen  be- 
finden sich   dann  auch  die .  deren  erste  INfferentialqootienten  bei  dem  beliebigen  spe- 
ciellen Werthe  p  alle  mit  i -^ — |  einerlei  Werth  haben,  während  die  Urfunctionen  selbst 

einen  von  q)(p  ganz  verschiedenen  Werth  bekommen.  Bei  diesen  Functionen  ist  also 
j-j— -I    —  0,  I      .^     j   =  0,  etc.,  während  d<p(py  S^q^p  etc.  nicht  zu  Null  werden. 

dV 
so  dass  es  Fälle  gibt,  wo  -p    =  0  ist,  während  $  nicht  zu  Null  wird.  Hat  man  nun 

eine  nach  PoleDsen  des  x  aafeleigende  Reihe  für  d\i  hergestellt ,  wo  erst  in  einem  spä- 
teren Gliede  das  ^  vorkommt;  hat  man  sich  dann  fiberzeugt,  dass  kein  einziges  wenn 
auch  noch  so  spätes  Glied  aus  irgend  einem  Grande  imaginär  werden  kann ;  und  behält 
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das  erste  Glied  besülndig  eioeriei  Zeicbeo,  so  mass  mao  oocfa  zaseheu,  ob  bei  -?-  =  0 

dl 

dasjenige  von  den  zarOckbleibenden  Gliedern ,  welches  jetzt  nit  der  niedrigsten  Potenz 
des  X  sowie  auch  mit  f)  Terseben  ist»  mit  dem  (vorher  vorhandenen  nun  aber  wegge- 
fallenen) ersten  Gliede  einerlei  and  ein  unwandelbares  Zeichen  behält  Nur  anter  die- 
ser Bedingung  kann  ein  Maxiroam-stand  oder  Minimam-stand  bestehen,  (llafl  sehe 
Aufgabe  67.) 

$.  183.  Soll  nun  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  x  die  Diffe- 
renz (t^rx)  +  ^\J)  —  i^x)  unter  allen  Umsänden  ihr  Zeichen  nicht  wechseln  können  ^ 
so  mössen  (wie  schon  im  vorigen  $.  erörtert  ist)  in  der  fdr  J\i  herzustellenden  Reihe 
alle  die  verschiedenen  Ausdrücke ,  welche  möglicherweise  das  erste  Glied  werden  kön- 
nen ,  einerlei  und  ein  unwandelbares  Zeichen  haben ;  denn  das  Zeichen  der  Summe  aller 
Glieder  ist  mit  dem  Zeichen  des  jedesmaligen  ersten  Gliedes  einerlei.  Wenn  man  also 
für  z/U  die  nach  Potenzen  des  x  aufsleigeude  Reihe  entwickelt,  so  darf  sich  keineswegs 
die  (in  $.  62  und  63  aufgestellte)  allgemeine  Reihenform 

z/ü  —  X  .  <JÜ  -h  -^  .  OTT  -f-  -^^  .  d^ü  H- 

1.3  1.2.3 


ergeben;  denn  dabei  würde  //U  zugleich  mit  x  sein  Zeichen  ändern.    Setzt  mau  zur 

dy 
Abkürzung  noch  p  statt  -p  ,  so  ist 

d,U    ^         d,»ü      d<Jy 
dy      ''         dp       dx 

a.ü  =  i5  .  ^y  +  iE  .  ^  +  |H.ay«  +  a.^.ay  .^  +  ^  .  (^yy 

dy         ^  dp        dx  dy2      ^  dy.dp      ^     dx         dp«      \dx/ 

etc.  etc. 

Die  Tor  //U  herzustellende  Reihe  darf  also,  was  man  auch  immer  Tür  Umstände  ein- 
treten lassen  mag ,  weder  mit  x  •  I -— -  •  dy  -H  -^  •  ~  j ,  noch  mit  x  •  ■--  •  dy,  noch 

mit  X  •  -£-  •  -p-  anfangen ,  während  dy  jede  beliebige  reelle  Function  von  z  vorstellt, 

der  Werlh  des  —-  von  dem  des  dy  ganz  unabhängig  Ist,  und   man  dem  Elemente  x 

jeden  beliebigen  reellen  Werth  beilegen  kann.  Es  können  aber  keine  Umstände  ein- 
treffen, bei  welchen  die  Reihe  mit  einem  dieser  drei  Ausdrficke  anfängt,  sobald  eines 
von  folgenden  vier  Systemen  zweier  Gleichungen  stattfindet: 

2) 

3)    i5  =  «und4^^  =  0 
'     dy         0  dp 

..     d,ü       «       ,  d«ü        S 

♦)    -T-  ==•  TT  und  -f-  ■»  -TT 

^     dy         0  dp         0 

Alle  diese  Gleichungen  müssen  für  jeden  beliebigen  Werlh  des  x  gelten,  und  jedes 
dieser  vier  Systeme,  welches  Oberhaupt  möglich  ist,  kann  rückwärts  noch  daz«  benützt 
werden,  zu  bestimmen,  was  gKx)  für  eine  Function  ist,  bei  welcher  möglicherweiae  U 
ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 


d,ü_ 

dy 

0  uod 

dpü 
dp 

= 

0 

d,ü 

dy  "" 

0  und 

dpU 
dp 

= 

s 

0 
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Sollte  einmal  einer  der  Quotienten  -f-  oder  -¥-   die  anbesümmle  Form  r.  anneh- 

dy  dp  0 

meo,  so  vird  die  (schon  im  vorigen  §.  beschriebene)  directe  Reihenentiwickelung  nicht 
Qor  die  dem  t//(x)  nächstanliegeDden  Nachbarzustände  herstellen ,  sondem  sie  wird  auch 
die  wahre  Bedeutung  dieser  unbestimmten  Formen  angeben,  wie  dieses  in  vielen  Auf- 
gaben geschehen  ist 

Man  hat  aber  hier  jedesmal  zwei  Gleichungen ,  welche  bei  einer  und  derselben  Tür 
y  zu  setzenden  Function  erfillU  werden  sollen.  Desshalb  wird  die  Aufgabe  oft  eine  ober- 
bestimmte  sein,  d.  h.  es  werden  sich  oft  die  zu  einem  Systeme  geh5(igen  Gleichungen 
widersprechen. 

§.  1S4.  Um  in  das  Praktische  einzuführen,  nehme  man  irgend  eines  dieser  Sy- 
steme z.  B.  das  erste  vor;  und  man  bat  für  y  eine  solche  Function  von  x  zu  suchen^ 
dass  dabei  die  zwei  Gleichungen 

<*tÜ  ^  ,  dpü  ^ 
—-  =  0  und  -f-  e=  0 
dy  dp 

zugleich  identisch  werden,  wie  auf  folgende  Weise  geschehen  mag: 

I)  Man  sehe  zu ,  ob  diese  beiden  Gleichungen  einen  gemeinschaftlichen  Factor  ha- 
ben, welcher  y  als  Function  von  x  liefert.  Ist  dieser  gemeinschaftliche  Factor  ein  Dif- 
ferenUalausdruck ,  so  geht  durch  seine  Integration  ein  willkürlicher  Constanter  ein,  so 
dass  die  Aufgabe  noch'  einer  Nebenbedingung  unterworfen  werden  kann;  dergleichen 
sind  z.  B. 

1)  es  soll  y  den  bestimmten  Werth  b  bekommen,  wenn  man  dem  x  den  be- 
stimmten Werth  a  beilegt; 

2)  es  soll  der  Differentialquotient  irgend  einer  Ordnung  den  bestimmten  Werth 
g  bekommen,  wenn  man  dem  x  den  bestimmten  Werth  a  beilegt; 

3)  es  soll  ii^end  ein  Ausdruck  f|x,  y«  j^*  t^ )   <ien  bestimm- 

'  ten  Werth  h  bekommen ,  wenn  man  dem  x  den  bestimmten  Werth  a  beilegt. 

II)  Man  integrire  eine  dieser  Gleichungen,  z.  B.  --p  =  0,  so  bekommt  man  für  y 

eine  Function  von  x  mit  einem  willkürlichen  Constanten  c.  Diese  Function  sei  y  «■  ;r(x,  c) , 
und  man  hat  vor  Allem  zu  untersuchen,  ob  durch  diese  Function  auch  die  andere  Glei- 
chung --£-  BS  0  identisch  wird.  Wird  sie  nicht  identisch,  so  existirt  kein  den  beiden 
vorgenommenen  Gleichungen  gemeinschaftliches  Integral,  d.  h.  dieselben  widersprechen 
sich.  Man  führe  also  x(x,c)  und    ^  \  ^        bezQglich  statt  y   nnd  -~  in  die  Gleichung 

^  =:  0  ein.  und  unterscheide  folgende  drei  Fälle: 

a)    Die  Gleichung  -^  =  Q  ^ird  bei  jedem  Werlhe  des  c  erfüllt.    Man  hat  also 

ein  den  beiden  vorgenommenen  Gleichungen  gemeinsames  allgemeines  Integral. 

ß)    Es  ergibt  sich,  wenn  man  die  oben  vorgezeigte  Substitution  ausgeführt  hat,  aus 

der  Gleichung  -j^  >»  0  für  e  ein  constanter  (von  x  unabhängiger)  Ausdruck.    Man  hat 

also  ein  den  beiden  vorg:enommenen  Gleichungen  gemeinschaftliches  und  zur  Gleichung 

-^  =:  0  gehöriges  besonderes  Integral. 

y)  Ergibt  sich  für  c  kein  von  x  unabhängiger  Ausdruck,  so  kann  doch  ein  zur 
Gleichung  -j-  =  0  gehöriges  singuläres  Integral  existiren,  welches  auch  der  Gleichung 


238 

-£-  =  0  genagt.    Dieses  zu  ^-  •=  0  gehSrige  sMgnIire  Integral  wird  aber  anf  fDigeude 

Weise  aargefundeu:  mao  setze  °  ^  * — -  <=  0,  and  bestimme  daraus  c  als  Fanction 
voD  X,  so  dass  man  c  =  ftx)  hat,  ond  y  =  jrfx,  c)  in  y  <«  jr(x,  fix))  öbergeht  Hier- 
auf filhre  man  »(x,  fix))  und  — ^^-~ bezäglich  statt  y  and  -p  in  Gleichung  -f-  =  0 

fiberall  ein;  und  wird  letztere  Gleichung  identisch,  so  kann  y  «  ir(x,  fit))  eine  Fnnc- 
lioB  sein,  welche  Jü  zu  einem  Mazimum-etande  oder  Minimum-Stande  macht. 

Wie  man  mit  -j-  =  0  verfahren  ist,  so  kann  man  auch  mit  -^  =  0  verfahren, 

dy  'dp 

und  umgekehrt. 

HI)    Man  eliminire  aus  den  beiden  vorgenommenen  Gleichungen  den  Quotienten 

dy 

~ ,    so  bekommt  man  gradezu  y  als  Function  von  x  ohne  willkiirlichen  Constanten^ 

Allein  wenn  man  die  so  hergestellte  Function  y  von  x  differentiirt ,  so  wird  nicht  immer 

dv 
durch  diese  Differentiation  sich  der  nemliche  Ausdruck  fdr  -p   ergeben,    welcher   sich 

durch  Elimination  ergibt.    Es  ist  also  auch  hier  nöthig,  noch  eine  PrQfting  anzostellen. 

dv 
Hat  man  nemlicli  •—  aus  den  beiden  Gleichungen  eliminirt,  und  y  »  g>{x)  bekommen; 

80  folgt  durch  Differentiation ,  dass  ^  •->     T^    .    Führt  man  nun  q>{x}  und  -^^  be» 

dy 
zQglich  statt  y  und  -p  in  die  beiden  vorgenommenen  Gleichungen  ein ,  so  mfissen  da- 
durch beide  zugleich  identisch  werden,  wenn  die  Aufgabe  mOglich  sein  seil.  Ist  nameot- 
lieh  9>(x)  eine  vielförmige  Function,  so  wird  sich  bei  dieser  Prttfang  noch  zeigen,  ob 
alle  Formen  zugleich  zulässig  sind  oder  nicht. 

Bei  dieser  auf  Elimination  gegründeten  Methode  kann  sich  aber  für 
y  niemals  eine  Function  ergeben,  in  welche  noch  ein  willkürlicher 
Constanter  eingeht;  desshalb  ist  diese  Methode  nicht  so  vollkommen, 
als  die  vorige  (unter  II  mitgetheilte). 

IV)   Man  kann  auch ,  ohne  eine  der  Gleichungen  -p-  =r  0  oder  -j^  =  0  zu   inte- 

griren,  die  singulären  Integrale  derselben  aofsuchen,  und  dann  zusehen,  ob  sich  daruu- 
ter  eines  vorfindet,  welches  den  beiden  vorgenommenen  Gleichungen  zugleich  genügt. 

Ist  eine  der  beiden  vorgenommenen  Gleichungen  schon  eine  bestimmte  Urgleichung, 
so  kann  nur  diese  die  gesuchte  Function  sein,  und  man  muss  untersuchen,  ob  sie  der 
andern  Gleichung  nicht  widerspricht 

Ein  Hauptpunkt  ist  auch  hier,  dass  man  die  zu  untersuchenden  Gleichmigen  jedes- 
mal soviel  als  möglich  in  Factoren  zerlegt. 

Das  hier  für  das  erste  System  zweier  Gleichungen  auseinandergesetzte  Verfahren 
gilt  ganz  unverändert  auch  bei  den  drei  andern  Systemen. 

g.  185.  Diese  (im  vorvorigen  $.  aufgestellten)  vier  Systeme  zweier  GMckmgen 
sind  aber  die  einzigen,  ans  welchen  man  für  y  eine  solche  Function  von  x  entnehmen 
kann,  wobei  möglicherweise  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  stattfindet,  wie 
man  sich  auf  folgende  Weise  überzeugen  kann : 

I)    Wenn  keiner  der  Quotienten  --p-  und  ^   zu  Null   werden  oder  Null   in   den 

Nenner  bekommen  kann;  so  ist  x  •  l-j-  •  ^y  +  -£-   •  -~  j  jedenfalls  das  erste  Glied 

der  für  Jll  herzustellenden  Reihe,  wobei  z/U  zugleich  bei  dem  im  Momente  des  Ver- 
Schwindens  befindlichen  x  sein  Zeichen  ändert. 
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>   IT  ji    I*  Qf  ti    IT 

2)  Ist  entweder   -}-    =  0  oder    4~   =  tt  i    während  weder    -£-   =  0   noch 
'  dy  dy  0  dp 

I    IT  flk 

-f—  "=*  -TT  ist;  80  kann  in  der  fQr  JU  herzustellenden  Reihe  das  Glied,  welches  unter 
dp  0 

den  mit  der  Uotation  des  -r-  behafteten  das  erste  ist,   kein  anderes  als  x  •  ^   •  -—=• 

dx  dp        dx 

sein.   Non  aiod  ooter  den  der  för  y  gesuchten  Function  Bichstanliegenden  Nachbarfunc- 

tionen  auch  diejenigen  enthalten,   welche  bei  dem  beliebigen  speciellen  Werihe  x  alle 

mit  9>(^)  einerlei  Werth  bekommen,  wobei  dcp{y;)  =  0,  ^<p{x}  =  0,  etc.  ist,  so  dass  un- 

d.U      d^y 
ter  den  Ausdr&cken,  die  jetzt  zurückbleiben,  x  •  -^   •  -p   der  erste  ist,  also  jetzt 

JU  mit  X  aein  Zeichen  Andern  könnte. 

3)  Ist  entweder  -f-     «  0  oder   -t-    =  — .     während   weder    -l—    «  0  noch 
^  dp  dp  ü  dy 

-f-  =  -rr-  ist;  so  kann  in  der  für  JV  herzustellenden  Reihe  das  Glied,  welches  unter 
dy  ü 

den  mit  der  Mutation  des  y  behafteten  das  erste  ist,  kein  anderes  als  x  •  ^-'  •  dy  sein. 

Nun  sind  unter  den  der  für  y  gesuchten  Function  nächstanliegenden  Nachbarfunctionen 
auch  diejenigen  enthalten,  deren  erster  Differentialquotient  bei  dem  beliebigen  speciellen 

Werihe  j:  alle  mit  (^\   einerlei  Werth  haben,  wobei  (^\  =0,  /^!^\  =  o 

etc.  ist,  so  dass  unter  den  Ausdrücken,  die  jetzt  zurückbleiben»  x  •  -j-  •  ^y  der  erste 

ist,  also  jetzt  JU  mit  x  sein  Zeichen  ändern  könnte. 

Wenn  aber  mehrere  dieser  Systeme  zweier  Gleichungen  zugleich  bestehen,  oder 
wenn  man  diese  Gleichungen  in  Factoren  zerlegen  kann;  dann  gibt  es  öfters  mehrere 
Functionen  Inr  y,  welche  einen  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  liefern.  Man  erin- 
nere sich  also  daran,  daas  jeder  durch  irgend  eine  für  y  gefundene  Function  enengto 
primäre  Zustand  U'  =  V;{x)  niemals  mit  den  dem  Werihe  nach  in  angebbarer  Entfernung 
befindlichen  Zuständen,  sondern  nur  mit  allen  unmittelbar  anliegenden  Nachbarznstän- 
den  verglichen  werden  darf.  Insofern  aber  bei  mehreren  für  y  gefundenen  Functionen 
sich  grössere  U  ergeben,  als  bei  allen  andern  (fdr  y  zu  setzenden)  nächstanliegenden 

Nachbarfunetlonen  und  bei  den  daraus  hervorgehenden  |för  «p  zu  setzenden!   ersten 

Differentialquotienten;  ist  auch  U  mehrmals  ein  Maximum- stand.  Im  umgekehrten  Falle 
ist  U  mehrmals  ein  Minimuin-stand. 

%.  186.  Bier  mag  noch  ein  Nachtrag  zur  Herstellung  des  PrQflmgsmittels  M- 
geo.  Wenn  man  sich  auf  irgend  eine  Weise  tkberzeugt  hat,  dass  kein  einziges  aoeh 
noch  so  spätes  Glied  der  fQr  JU  herzustellenden  Reihe  aus  irgend  einem  Grunde,  z.B. 
wenn  x  vom  Positiven  ins  Negative  übergeht,  und  dgl.,  inagmär  werden  kann;  se  hat 
man  zweierlei  zu  unterscheiden:  ist  nemlich 

1)  die  für  y  gesuchte  Function  aus  einem  der  drei  Systeme,  wo  von  den  Quotienten 

^  and  -1^  entweder  nur  einer  oder  auch  beide  in  den  Nenner  Null  bekommen,  ent- 
dy  dp 

nommen ,  so  muss  das  Prüfungsmittel  durch  directe  Reihenentwickelung  hergestellt  wer- 
den.   Ist  aber 

2)  die  för  y  gesachte  Function  aus  dem  Systeme,  wo  sowohl  -—-  •->  0  als  auch 

4-  «  0,  entnommen;  so  ist  es  nicht  inuner  nölhig,  directe  Reihenentwicklong  za  Hilfe 
dp 

za  nehmen.    Wegen  -2—  =  0  und  -^  »  0  bleibt  nemlieh  im  Allgemeinen  nor 


240 


1.2       \dy2       ^  dy.dp      ^      d\         dp«       ^  dx  /  / 


Wenn  nun  keiner  dieser  parliellen  DifferentialqaoÜenteQ  za  Nall  wird,   oder  Noll 
in  den  Nenner  bekommt;  so  ist 

A)  Das  im  Momente  des  Verschwindens  befindliche  J\]  beständig  negativ,  wenn 

der  za  —  gehörige  Factor  beständig  negativ  bleibt;  dagegen  ist 

1*2  *" 

B)  Das  im  Momente  des  Verschwindens  befindliche  JU  beständig  positiv,    wenn 

der  zu  —  gehörige  Factor  beständig  positiv  ist. 

Die  weitere  Untersnchang  Ist  ganz,  wie  in  §.  125,  braucht  also  nicht  wiederholt 
zu  werden. 

Zweiter  WmU* 

$.  187.    Führt  man  g>(x)  an  die  Stelle  des  y,  und     *^    '   an  die  Stelle  des  -^    in 
^  ^  "^  dx  dx 

die  ursprüngliche  Gleichung  überall  ein;  so  bekommt  man,  wie  gesagt,  auch  för  U  eine 
Function  von  x,  welche  mit  i/^tx)  bezeichnet  sein  mag.  SoU  nun  die  gesuchte  Function 
<p(x)  bei  jedem  beliebigen  speciellen  Werthe  x  nur  niit  denjenigen  ihr  nächstanliegen- 
den verglichen  werden,  welche  alle  mit  (y>(^)  einerlei  Werth  haben,  während  bei  dem 
.nemlichen  Werthe  jr  die  von  eben  diesen  Functionen  abgeleiteten  ersten  Difierentialquo- 
tienten  allerlei  verschiedene  Werthe  bekommen  können;  so  ergeben  sich  die  dem 
U  SS  ^p{i)  nächstanliegenden  Nachbarzustände  (v^(x]  +  JV)  jedesmal  dadurch ,  dass 
man  die  Reihe  II  oder  IV,  d.  h.  die  Reihe 


d,p(x)           ^  d^y        ^l 
dx     ^         dx     '     1.2 

d^y          x3 

dx              1.2.3 

di53y 
dx 

dv 
an  die  Stelle  des  -r^  ,  dagegen  aber  nur  <p(t)  an  die  Stelle  des  y  in  die  ursprüngliche 

d^y    d<^y    dd^ 
Gleichung  überall   einsetzt.    Denn  obgleich  --p- ,  --r-^  ,  -^  ,  etc.  nicht  verschwinden , 

so  muss  doch  einzeln  ^y  =  0,  ^y  «=  0,  d^y  =  0,  etc.  sein,  weil  es  sonst  nicht  der 
Fall  wäre,  dass  man  g>{][)  bei  dem  beliebigen  speciellen  Werthe  jc  nur  mit  solchen  Func- 
tionen vergleicht,  die  mit  q){)[)  einerlei  Werth  haben  (Man  sehe  $.  181  A).  Ist  nun 
bei  dieser  Einschränkung  die  Function  (p{x)  von  der  Beschafienheit,  dass  das  unendlich- 
kleine JV  bei  allen  beliebigen  reellen  Werthen  des  Elementes  x  negativ  oder  positiv 
bleibt;  so  findet  bezüglich  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  statt;  und  beides 
kann  jetzt  um  so  eher  stattfinden,  weil  man  eine  Menge  der  dem  U'  =  V;(x)  nächstan- 
liegenden Nachbarzustände,  welche  man  im  ersten  Falle  alle  berücksichtigt  hat,  hier 
ganz  vernachläsigt.  Soll  nun  das  unendlichkleine  JÜ  unter  allen  Umständen  sein  Zei- 
chen nicht  wechseln  können;  so  kann  die  fiir  JV  herzustellende  Reihe  keineswegs  die 
(in  $.  62  aufgestellte)  allgemeine  Reihenform 

^ü  =  X  .  «Jü  -h  —  •  ^ü  -h  -^  '^V  -h 

1.2  1.2.3 

haben,  wo,  eben  weil  iJy  «=  0,  ^y  =»  0,  etc.  ist,  nur 


dp        dx 
dp        dx  dp* 


m' 


etc.  etc. 

sein  kann.    Die  für  JV  herzustellende  Reihe  darr  also  nicht  mit  x  •  -£~>  •  -^  anfangen, 

dp        dx 
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während  der  Werth  des  -r^  ^an/  beliebig  ist,   and  man  dem  Elemente  x   was  immer 

dx 

(Ür  einen  beUebigen  reellen  Werth  beilegen  kann.     Die   Reihe  fUngl  aber   nicht  mil 
X  •  -£—  •  -H-  an,  wenn  eine  von  folgenden  zwei  Gleichungen 


dp        d\ 


.       I       ^i»ü         «     .       cl„ü        » 

entweder   -f-  =   0  oder  -J-    «==  -zr- 

dp  dp  0 


stattfindet.  Beide  Gleichungen  müssen  (Qr  jeden  Werth  des  x  gelten ,  d.  h.  identische 
sein;  und  jede,  welche  überhaupt  möglich  ist,  kann  rückwärts  noch  dazu  benutzt  wer- 
den, zu  bestimmen,  was  <p(\)  für  eine  Function  ist,  bei  welcher  U  möglicherweise  ein 
Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird.  Da  man  aber  hier  jedesmal  nur  eine  ein- 
zige Gleichung  hat,  aus  welcher  die  für  y  zu  suchende  Function  bestimmt  werden  soll; 
so  wird  die  Aufgabe  jetzt  niemals  eine  überbeslimmte  sein,  sondern  in  der  Regel  ein 
brauchbares  Resultat  liefern. 

Bei  Herstellung  des  Prüfungsmittels  unterscheide  man: 

I)  Es  kann  nur  durch  directe  Reihenentwickelnng  gewonnen  werden.  Daliei  muss 
man  cp(\)  an  die  Stelle  des  y,  und 


d^(X)^^       d^^      X^ 

dd'y    ,      x3 

•    — : —    "T"   

dd3y 

dx                 dx          1.2 

dx              1.2.3 

,dx 

oder  kurzweg  I  -~   -f-  x  •  -^  \  an  die  Stelle  des  -p  überall  einsetzen. 

2)    Es  kann  an  einem  der  Quotienten  ^U,  d^V,  etc.  gewonnen  l^erden.    Dabei  ist 

^D^      /dSyV  <*dÜ  djü 

nur  ^U  =  -^      \  d    /  '  "°**  ^enn  gleichzeitig  t^  ==  Ö  und  -jj^^^i^t,  so  bleibt 

d*ü      /day\* 
nur  <J*U  ■=   y—  •  l-|-^l  ,  etc.  etc.    Der  dabei  vorzunehmende  Gang  ist  dem  des  §.  118 

analog,  wesshalb  es  genügt,  dahin  zu  verweisen. 

§.  188.    Führt  man  g)(x)  an  die  Stelle  des  y,   und  -^-^  an  die  Stelle  des  -r^     in 
^  dx  dx 

die  ursprüngliche    Gleichung  ein;    so  bekommt  man,    wie  gesagt,    auch  für   U  eine 

Function  von  x,   welche  mit  t^(x)  bezeichnet  sein  mag.    Soll  nun  die  gesuchte  Function 

9>(x)  bei  jedem  beliebigen  speciellen  Werthe  x  nor  mit  denjenigen  ihr  nächstanliegenden 

verglichen  werden,  deren  erste  DifTerentialquotienteu  alle  mit  |-^ — I     einerlei    Werth 

haben,  während  bei  dem  nemlichen  Werthe  ^  diese. verschiedenen  Urfunctioneu  selbst 
allerlei  verschiedene  Werthe  bekommen  können ;  so  ergeben  sich  die  dem  \p(p  jedes- 
mal nächstanliegenden  Nachbarzustände  (i/;(p  +  z/U)  dadurch,  dass  man  die  Reihe  I 
oder  III,  d.  h. 


X^  ^«  x3 


<3P(X)  -h  X  .  <Jy  H •  d^y  -4-  •  d^  -f- 

laS  *  »2.3 


an  die  Stelle  des  y,  dagegen  aber  nur  —^ —  an  die  Stelle  des  -~-  in  die  ursprüngliche 

Gleichung    einsetzt«      Denn    obgleich    ^y,    ^y,    etc.   nicht   verschwinden,    so    muss 

doch  einzeln  -r^  >»  0,  -r-^  =  0,  etc.  sein,  weil  es  sonst  nicht  der  Fall  wäre,  dass 

dx  dx 

man  g>(p  bei  dem  beliebigen  speciellen  Werthe  ^  nur  mit  solchen  Functionen  vergleicht, 
deren  erste  Differentialqootienten  mit  /-^ — j    einerlei  Werth  haben  (Man  sehe  noch 

g.  181  B).  Ist  nun  bei  dieser  Einschränkung  die  Function  <3p(x)  von  der  BeschaOenheit, 
dass  das  unendlichkleine  JU  bei  allen  beliebigen  reellen  Werthen  des  Elementes  x  be- 
ständig negativ  oder  positiv  bleibt,  so  findet  bezüglich  ein  Maximam-stand  oder  Mini- 
mum-^tand  statt;  und  beides  kann  jetzt  um  so  eher  stattfinden,  weil  man  eine  Menge 

31 


242 

der  dem  U'  =  ^xi  nächsUnliegeoden  Nachbarsustande ,  welche  man  im  ersten  Falle 
alle  beröcksichügl  hat,  ganz  veroachläasigt.  Soll  nuo  das  unendlichkleine  JU  UDler 
allen  Umständen  sein  Zeichen  nicht  wechseln  können ;  so  kann  die  ffir  JV  herzastellende 
Reihe  keineswegs  die  (in  §.  62  aufgestellte)  allgemeine  Reihenform 


1.8  1.2.3 


haben,  wo,  eben  weil  -j-=-  =  0,  -^  =  0,  etc.  etc.  ist,  nur 

*  dx  dx 

etc.  etc. 

d  U 
sein  kann.    Die  ftkr  J\]  herzustellende  Reihe  darf  also  nicht  mit  x  -  -^  •  dy  anfangen, 

während  der  Werth  des  dy  ganz  beliebig  ist ,  und  man  dem  Elemente  i  was  immer  för 

einen  beliebigen  reellen  Werth  beilegen  kann.   Die  Reihe  fängt  aber  nicht  mit  x  •  -|-  •  Öy 

an,  wenn  eine  7oq K^lgenden  zwei  Gleichungen 

entweder  -J—  =  0,  oder  -J—  =  -;r 
dy  dy         0 

stattfindet.  Beide  Gleichungen  müssen  für  jeden  Werth  des  x  gelten,  d.  h.  identische 
sein;  und  jede,  welche  überhaupt  möglich  ist,  kann  rückwärts  noch  dazn  benutzt  wer- 
den, zu  bestimmen,  was  <p(x)  für  eine  Function  ist,  bei  welcher  U  möglicherweise  ein 
Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird.  Da  man  auch  hier  jedesmal  nur  eine  ein- 
zige Gleichung  hat,  aus  welcher  die  für  y  zu  suchende  Function  bestimmt  werden  soll; 
so  wird  auch  jetzt  die  Aufgabe  niemals  eine  überbestimmte  sein,  sondern  in  der  Regel 
ein  brauchbares  Resultat  liefern. 

Bei  Herstellung  ()es  Prnfungsmittels  unterscheide  man: 

1)  Es  kann  nur  durch  directe  Reihenentwicklung  gewonnen  werden.    Dabei  muss  man 

qpcx)  -h  X  .  ^y  H .  (5^   H —  •  ^^  4- 

1.2  1.4»  ••) 

oder  kurzweg  {(p(x)  +  x  •  $)  an  die  Stelle  des  y ,  dagegen  nur  -^ —  an  die  Stelle  des 

dy 

•r^  in  die  ursprüngliche  Gleichung  einsetzen. 

2)  Es  kann  an  einem  der  Quotienten  d^U,  d^U,  etc.  gewonnen  werden.    Dabei  ist 

d^ü  d^ü  d^ü 

nur  S^V  =  -pj  •  öy^;   und  wenn   gleichzeitig  -^T  «*  0  und  -pj  «  0  ist,   so    bleibt 

diu 

nur  d^U  =  -^  «dy^»  etc.  etc.    Der  dabei  vorzunehmende  Gang  ist  dem  des  g.  118 

analog,  wesshalb  es  genügt,  dahin  zu  verweisen. 


üntersochung  27. 

dv    d^v 
E.s  ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  ^>  y»  ^'  t^   gebildeter    Ausdruck,    und 

man  sacht  für  y  eine  solche  reelle  Function  des  nichtmutablen  Veränderlichen  x,  da« 
dabei  U  ein  Maiimum-stand  oder  Minimum-stand  wird. 
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§.  tö9.  Da  U  ein  Maximum •  stand  oder  Minimam-stand  werden  soll,  bo  ist  der 
Werth  des  x  noch  ganz  aligemein,  d.  ii.  man  kann  dem  x  was  immer  fikr  einen  belie- 
bigen besondem  reellen  Werlb  j:  beilegen.  Wenn  man  non  irgend  eine  durch  (p(x)  dar- 
gestellte reelle  Function  an  die  Stelle  des  y ,  folglich  -^ —  und     f^^    bezüglich  an  die 

dv         d'^y 
Stelle  des  -p  nnd  -r-^,  in  die  ursprüngliche  Gleichung  einsetzt;  so  bekommt  man  auch 

für  U  eiQe  Function  von  x,  welche  mit  t/;(x)  bezeichnet  sein  mag.  Die  dem  q>(x)  bei 
jedem  Werlhe  des  x  nächstvorgehenden  und  nächstnachfolgenden  Nachbarfimctionen 
werden  (nach  §.  60)  im  Allgemeinen  dargestellt  durch 

2  »3 

I)    <p(Xi  +  X  •  d<pix)  H •  d*<p(i)  H •  ^<p(x)  -H 

1.2  1.2.3 


WO  jeder  der  Ausdrücke  dtpoi),  d^ipcx),  &^<p(%),  eine  für  sich  beliebige  reelle  Function  von 
X  vorstellt,  und  x  bald  als  positiv  bald  als  negativ  im  Momente  des  Verschwindens  be- 
findlich gedacht  wird.  Die  aus  diesen  Functionen  sich  ergebenden  Differentialquotienten 
erster  und  zweiter  Ordnung  sind  dann  bezüglich  (man  sehe  S«  ^ 

_,.     d<3P(x)  dSg>(x)    ■       «2       A3^<pix)    ,      x3        diP<p(x) 

11)      — T -♦-   X  •  5 4-    •    3 -+-    •     — -= -f- 

-^      dx  dx  1.2  dx  1.2.3         dx 

^         dx2      '^  ""      dx2       ■*■     1.2    *         dx2         "*"    1.2.3    '         dx*^      ^" 


H     ; 


Es  ist  (aus  $.  91)  bekannt,  dass,   wenn  dq>(x)  jede  beliebige  Function  von  x  vorstellt, 
die  Werthe  der  drei  Ausdrücke  dq>ix),  — -r — ,  — py-   von   einander   ganz   unabhängig 

sind,  wenn  gleich  mit  der  Form  des  dcpix)  auch  die  Form  des    — -^ —    und    die     des 

.  g      mitgegeben  ist.    Ebenso  verhält  es  sich  zwischen  ^qp^x),   — -p —  und  — ,^     , 

xwischen  o^g){x) ,  — — —   und  — ~ —  ,  etc.  etc. 

dx  dx^ 

g.  190.  Weil  man  dem  x  einen  beliebigen  speciellen  Werth  ^  beilegt,  so  kann 
man  unter  den  dem  <p{x)  bei  jedem  Werthe  des  x  nächslanliegenden  Nachbarfunctionen 
folgende  sieben  verschiedene  Arten  besonders  hervorheben: 

A)  Diejenigen  dem  g)(x)  bei  jedem  Werthe  des  x  nächstanliegenden  Nachbarfunc- 
tionen, welche  bei  diesem  beliebigen  speciellen  Werthe  p  alle  mit  tpi^)  einerlei  Werth 
bekommen ,  während  die  von  eben  diesen  verschiedenen  Urfunctionen  abgeleiteten  ersten 
and  zweiten  Differentialquotienten  allerlei  verschiedene  Werlhe  bekommen  können.  Da- 
bei rouss  einzeln  Sq>{'p)  =  0,  ^«jpf^)  =  0,  etc.  stattfinden. 

6)  Diejenigen  dem  <p{x)  bei  jedem  Werthe  des  x  nächstanliegenden  Nachbarfunc- 
tionen, wo  bei   diesem  beliebigen  speciellen  Werthe  x  ^^^  ersten  Differentialquotienten 

alle  mrt  l-^^ — j    einerlei  Werth  haben,  während  diese  verschiedenen  Urfunctionen  Jselbst 

und  ihre  zweiten  Differentialquotienten  allerlei  verschiedene  Werlhe  bekommen  können. 

Dabei  muss  einzeln  /     ?      I    —  0,  I — ~-^|    =  0,  etc.  stattfinden. 

\    dl    /^  \     d^    h 

G)    Diejenigen  dem  (p(x)  bei  jedem  Werthe  des  x  nächslanliegenden  Nachbarfunc^ 

tionen,  wo  bei  diesem  beliebigen  speciellen  Werthe  ^  die  zweiten  Differentialquotienten 

alle  mit  f  -  f\    \    einerlei  Werth  haben,  während  diese  verschiedenen   Urfunctionen 

selbst  und  ihre  ersten  Differentialquotienten  allerlei  verschiedene  Werthe  bekommen 
können.    Dabei  muss  einzeln  / — rV-^l    ^  0,  i — r?^- I    =  0,  etc.  stattfinden. 
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D)    Diejenigeo  dem  q>{\}  bei  jedem  Werihe  des  x  nidttlJiiliegeiidea  Bfachbaffwic- 
lioBeii.  wo  bei  diesem  beliebigea  specielleo  WerUie  x  sowohl  die  CrfoBcüoiieo  al«  auch 


die  ersten  DiffereotialqooüealeD  alle  bezüglich  mil  q>i][)  and  mil  1  -^ —  |     eineriei  Werth 


'■  c^i  * 


habeo,  während  die  von  eben  diesen  Tersehiedenen  Urfoncüonen  abgeleiteten  rweiten 
DiflTereotialqiiolienten  alleriei  verschiedene  WerUie  bekommen  können.   Dabei  mnas  ein- 

zehi  S<p{T[)  =  0,  (^^7^)    =  0.  fiq>(T[)  -»  0,  (^^7^')    =  0,  etc  steUfindea. 

E)  Diejenigen  dem  tp^n)  bei  jedem  Werthe  des  x  nächstanliegenden  !^achbaHnnc- 
tionen,  wo  bei  diesem  beliebigen  speciellen  Werthe  ^  sowohl  die  rrfonctiooen  als  anch 

die  zweiten  DiHerenüalqaotienten  alle  bezüglich  mit  ip(t)  und  /   ^-^  -  \   einerlei  Werih 

haben,  während  die  von  eben  diesen  verschiedenen  UrftncÜoaen  ahgeleitetea  ersten 
DiflTerentialqnotienlen  allerlei  verschiedene  Werthe  bekonunen  können.  Dabei  mnsn  ein- 
zeln a^p/r)  =  0,   (^^)    -  0»  ^vlT)  =  0,  ("^^^2^')    -  0,  etc.  staUGnden. 

F)  Diejenigen  dem  9>(i)  bei  jedem  Werthe  des  x  nächslanliegenden  Nachbarfonc- 
tionen,   wo  bei  diesem  beliebigen  speciellen  Werihe  jr  sowohl  die  ersten  als  auch  die 

zweiten  Dilferentialqaotienten  alle  bezfiglich  mit  l    ^  ^|    nnd  mit  1?^^    i      einerlei 

Werth  haben,  während  diese  verschiedenen  Urfonctionen  selbst  allerlei  Terschiedene 
Werihe  bekommen  können.    Dabei   moss  einzeln    1  ^^^  \     «»  0,    1    y^    \    =  0, 

G)  Diejenigen  dem  (p(xi  bei  jedem  Werthe  des  x  nächstanliegenden  Nachbarfunc- 
tionen,  wo  bei  diesem  beliebigen  speciellen  Werthe  jr  sowohl  die  Urfoncüonen  als  auch 

die  ersten  und  zweiten  Dtflerentialqoolienten  alle  hezQglich  mil <p<;r),l-^ — \  nnd  |    -  ^  | 
einerlei   Werth  bekommen.    Dabei  mass  dann  einzeln   dq>{][)  »  0,    {—^ — 1    ""  0? 


Keine  von  allen  diesen  Gleichungen  ist  eine  identische,  sondern  eine  jede  gilt  nur 
bei  dem  grade  genommenen  Werthe  x  *  (ui<l  i^an  moss  sich  darunter  immer  andere  und 
andere  Gleichungen  denken,  je  nachdem  man  dem  x  einen  Immer  andern  und  andern 
speciellen  Werth  p  beilegt. 

In  vielen  Fonctionen,  welche  ooch  einen  willkarlichen  Constanten  enthalten,  kann 
man  diesen  Coostanleo  nach  dem  grade  genommenen  fpeciellen  Werthe  r  so  einrichten, 
dass  sie  entweder  die  anter  A ,  oder  die  onter  B ,  oder  die  anter  G  angegebene  Eigenschaft 
habeo.    (Man  sehe  noch  einmal  g.  87.) 

in  vielen  Functionen,  wo  noch  zwei  willkürliche  Constanten  enthalten  find,  kann  man 
letztere  nach  dem  grade  genommenen  speciellen  Werthe  r  so  einrichten,  dass  diese  Func- 
tion entweder  die  anter  D,  oder  die  unter  E,  oder  die  unter  F  angegebene  Eigenschaft 
haben.     (Man  sehe  noch  einmal  $.  87.) 

In  vielen  Functionen ,  wo  noch  drei  willkürliche  Constanten  enthalten  sind ,  kann  man 
letztere  nach  dem  grade  genommenen  speciellen  Werthe  r  so  eioricbten»  dass  diese  Func- 
tionen die  unter  G  gegebene  Eigenschaft  haben.     (Man  sehe  noch  einmal  §.  87.) 

Man  ist  nun  auf  dem  Puncte,    bei    vorliegender  Untersuchung   sieben    Fälle    zu 

unterscheiden. 

Bnter  VaUL 

g.  191.  Führt  man  opd)  an  die  Stelle  des  y ,  — ^ —  an  die  Stelle  des  -r".  und  — -j-^ 
•  "^       dx  dx  dx* 

d^ 
an  die  Stelle  des  --r—-    in    die    ursprüngliche    Gleichunc    rin ;    so    bekommt    man ,    wie 
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gesagt,  auch  für  U  eine  Fanction  voo  x,  welche  oitl  t^Y)  bezeichnet  sein  mag.  Soll 
nun  die  gesuchte  Fonction  mit  allen  nidglicheu  ihr  nächstaoliegenden  verglichen  werden, 
so  hat  man  die  Reihen  I,  II  and  III,  welche  kikrzer  auch  dargestellt  werden  durch 

IV)    q>(x)  -H  X  •  ^y  +  -^  .  d2y  4-  YX;  •  ^y  -*- 


V) 


d^(x)  d^y  x2       d^y  x3        d^y 


dl  dx  1.2        dx  1.2.3       dx 


vn    ^ü?^  -^        d^    .    _^       dg^y        jc3_      dg^y 
^       dx2     "•"  '^'  dx2  1.2  *     dx3  1.2.3  '     dx« 

dv  d^v 

bezQgKcb  an  die  Stelle  des  y,  des  -r^  und  des  -r-y  in  die  ursprüngliche  Gleichung  einzu- 
führen. Dabei  bekommt  man  alle  möglichen  dem  0'*=  i^(x)  nächstanliegenden  Nach- 
barzust'ände ;  und  es  kann  (nach  dem  Vorgänge  der  sechsundzwanzigsten  Untersuchung) 
ein   Maximum-Stand  oder  Minimum-stand   stattfinden,   wenn  eines  von  folgenden  acht 

dy  d^y 

Systemen  dreier  Gleichungen,  wo  zur  Abkürzung  noch  p  anstatt  -p  und  q  anstatt -r^ 

gesetzt  ist,  exislirt: 


i)    -f-  «s=  0  und  4-  «  0  und  -?-  =  0, 
^     dy  dp  dq 


2)  —-  =  0  und  -f—  «  0  und  -?«  =  -— 
^     dy  dp  dq         0 

o^  d,ü       ,,       .  dpU        »       .  dqU        ^ 

3)  -p-  «  0  und  4-  ■=■  -TT  und  -?-  =  0 , 
-^     dy  dp         0  dq 

..  d,ü        «       .  dpü       ^       .  d„ü       ^ 

4)  -r-  =  -TT  und  -j—  =  0  und  -?-  ■■  0 , 
-^     dy  ü  dp  dq 

c^  d,ü       ^       ,  d„ü        »      .  d,U        S 

5)  -f-  «=  ö  und  -^  «  -TT-  und  -3-  =  — 
-^  .  dy  dp  0  dq         0 

d,ü     «     .  d,.ü    ^     .  dqU     e 

dy         0  dp  dq         0 


6) 


-.        d,ü  «  .    dpü  »  .    dqü  ^ 

7)  -f-  =  TT  ööd  -f-  =  77-  und  -i-  =  0 , 
-^     dy         0  dp         0  dq 

j..     d,ü       «       .  dpü        »       ,  d,ü        6 

8)  -^  =  —  und  -j-  =  -7;-  und  -3_.  =  -- 
^     dy         0  dp         0  dq         0 

Alle  diese  Gleichungen  müssen  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  x  gelten,  und  jedes 
dieser  acht  Systeme >  welches  überhaupt  möglich  ist,  kann  rückwärts  noch  dazu  benützt 
werden»  zu  bestimmen,  was  <p(X)  für  eine  Function  ist,  bei  welcher  möglicherweise  U 
ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 

Man  hat  aber  hier  jedesmal  drei  Gleichungen,  welche  bei  einer  und  derselben  für 
y  zu  suchenden  Function  qxx)  erfüllt  werden  sollen.  Desshalb  wird  die  Aufgabe  oft  eine 
überbestimmte  sein ,  d.  h.  es  werden  sich  oft  die  drei  zu  einem  Systeme  gehörigen  Glei- 
chungen widersprechen. 

$.  19*2.  Um  in  das  Praktische  einzuführen,  nehme  man  irgend  eines  dieser  acht 
Systeme,  z.  B.  das  erste  vor;  und  man  hat  für  y  eine  solche  Function  von  z  zu  suchen, 
dass  dabei  die  drei  Gleichungen 

d,ü  ^  .  dpU  ^  .  dqü  _ 
-j-  =  0  und  -i—  =  0  und  ~}~  =»  0 
dy  dp  dq 

zugleich  identisch  werden,  wie  auf  folgende  Weise  geschehen  mag: 
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I)  Mao  sehe  so,  ob  diese  drei  Gleidiangen  einea  g^meinschafUieheii  Paetor  haben» 
welcher  entweder  eine  Urgleichoog,  oder  eine  DifferenUalgleichang  der  ersten  Ordnung 
oder  eine  der  zweiten  Ordnung  sein  mag.  Im  letzteren  Falle  enthftll  die  gesuchte 
Function  noch  zwei  willkürliche  Gonslanten,  so  dass  dieselbe  noch  zwei  Nebenbedin- 
Kungen  unterworfen  werden  kann.    (Dergleichen  stehen  in  Aufgabe  85.) 

II)  Man  inlegrire  eine  der  vorgenommenen  drei  Gleichungen,  aber  nur  eine  solche  , 

welche  von  der  höchsten  Ordnung  ist,  z.  B.  die  Gleichung  ~  =■  0;  und  wenn  sie  von 

der  zweiten  Ordnung  ist,  so  gibt  sich  für  y  eine  Function  von  x  mit  zwei  willkQrlicheo 
Constanlen  c  und  e.    Diese  Function  sei  y  =  .t(x,  c,  e).    Nun  hat  man  vor  Allem  zu 

untersuchen,  ob  durch   diese  Function  auch  die  beiden  andern  Gleichungen  -^  =  0 

und    -4-  =  0  erfüllt  werden;  denn  werden  sie  nicht  erfiUlt,  so  existirt  kein  den  drei 

dq 

vorgenommenen  Gleichungen  gemeinschaftliches   Integral,    d.  h.  sie  widersprechen  ein- 

d  TfCx    c     e)           d^'T(x,  c,  e)  dy 

ander.  Man  fähre  also  ;r(x,  c,  e),    *  ^  ' — - — -  und    pj bezäglich  statt  y ,  ^ 

und  -r-j  in  die  Gleichungen  --£-  =  0  und  -^  =  0  ein  und  unterscheide  folgende  drei 

FäUe: 

a)    Die  Gleichungen  -^  i»  0  und  -^  =  0  werden  bei  jedem  Werthe  des  c  und 

des  e  erfüllt.  Man  hat  also  ein  den  drei  vorgenommenen  Gleichungen  gemeinsames 
allgemeines  Integral. 

ß)    Es  ergibt  sich  (damit  die  beiden  Gleichungen  -^  =  0  und  -^    =  0   erfQlll 

werden)  für  einen  der  beiden  Constanten  c  oder  e  ein  bestimmter  und  von  x  unabhän- 
giger Ausdruck,  während  der  andere  dieser  beiden  Constanten  noch  ganz  willkfirlich 
bleibt.    Man  hat  also  ein  den  drei  vorgenommenen  Gleichungen  gemeinschaftliches  und 

d  U 
zur  Gleichung  -p  =:  q  gehöriges  einfach  besonderes  Integral.    Es  können  sich  aber 

auch  fQr  die  beiden  Constanten  c  und  e  bestimmte  und  von  x  unabhängige  Ausdrücke 
ergeben.    Hierbei  hat  man  ein  den  drei  voi'genommenen  Gleichungen  gemeinschaftliches 

und  zur  Gleichung  -p   gehöriges  zweifach  besonderes  Integral. 

y)  Ergibt  sich  aber  für  eines  der  Elemente  c  oder  e  oder  auch  für  beide  zugleich 
kein  von  x  unabhängiger  Ausdruck ,  so  kann  doch  ein  zur  Gleichung  -p-  =  0  gehöriges 
einfach  singuläres  oder  zweifach  singuläres  Integral  exisliren,  welches  noch  den  beiden 
Gleichungen  -^  »  0  und  -^  «i  0  zugleich  genügt.  Wie  man  dabei  mit  dem  bereits 
hergestellten  allgemeinen  Integral  y  =  ;r(x,  c,  e)  verfährt,  ist  bekannt. 

Wenn  jede  der  drei  Gleichungen  -J-  =  0 ,  -^  =  0 ,  -^  =  0  von  der  ersten  Ord- 
nung ist;  so  hat  man  zu  verfahren,  wie  bei  der  vorigen  Untersuchung  (J.  184  11)  aus- 
einander gesetzt  ist;  nur  ist  zu  beachten,  dass  die  gesuchte  Function  jetzt  drei  Glei- 
chungen erfüllen  muss. 

III.    Man  eliminire  aus  den  drei  Gleichungen   --p  =  0,  -^  =  0  und  -^  *»Odie 

dv  d^y 

beiden  Quotienten  -p  und  -j-j ;   so  bekommt  man  gradeiu  y  als  Function  von  x  ohne 

willkürlichen  Constanten.    Diese  Function  sei  dargestellt  durch  y  =  <y>(x).  Nun  hat  man 

aber  <p(x),  --p- ,  — -r-y  anstatt  y»  j    »  j-%  >n  die  drei  Gleichungen  -p  «■  0,  --J-  =0, 
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und-^'»  0  überall  einzarühren ,    und  zuzusehen,   ob  sie   auch  wirklich  alle  drei  zu- 
dq 

gleich  idealisch  werden;   denn   nur  in  diesem  Falle  kann  y  ==  <y>(x)  die  Aufgabe  ISsen. 

Ist  namentlich  tpix)  eine  vielförmige  Function,    so   wird   sich  bei  dieser   Prüfung  noch 

zeigen,  ob  alle  Formen  zugleich  zulässig  sind  oder  nicht 

Bei  dieser  auf  EliroinaCion  gegründeten  Methode  kann  sich  aber 
für  y  niemals  eine  Function  ergeben,  in  welche  noch  willkürliche  Con- 
stanten eingehen;  desshalb  ist  diese  Methode  nicht  so  vollkommen, 
als  die  vorige  (unter  II  mitgetheilte). 

iV)  Man  kann  auch,  ohne  eine  dieser  Gleichungen  zu  integriren,  die  einfach  sin- 
golären  und  die  zweifach  singulären  Integrale  derselben  aufsuchen,  und  dann  zusehen, 
ob  sich  darunter  eines  vorfindet,  welches  den  drei  vorgenommenen  Gleichungen  zu- 
gleich genügt. 

Ist  eine  der  vorgenommenen  drei  Gleichungen  schon  eine  bestimmte  Urgleichung, 
so  kann  nur  diese  die  gesuchte  Function  sein;  udd  man  moss  untersuchen,  ob  sie  den 
beiden  andern  Gleichungen  nicht  widerspricht 

Das  hier  für  das  erste  System  dreier  Gleichungen  auseinandergesetzte  Verfahren 
gilt  ganz  unverändert  auch  bei  den  sieben  andern  Systemen. 

Dass  aber  die  hier  aufgestellten  acht  Systeme  dreier  Gleichungen  die  einzigen  sind, 
aus  welchen  möglicherweise  für  y  eine  solche  Function  entnommen  werden  kann,  wobei 
U  ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird ;  darüber  lässt  sich  der  Beweis  nach 
Analogie  des  §.185  der  vorigen  Untersuchung  fuhren. 

Hinsichtlich  der  Herstellung  des.  Prüfungsmittels  braucht  gleichfalls  nichts  mehr 
erörtert  zu  werden. 

Zweiter  FalL 

S.  193)    Führt  man  tpii)  an  die  Stelle  des  y ,  -^ —  an  die  Stelle  des  ~ ,    und 

-j^  an  die  Stelle  des  -^  in  die  ursprüngliche  Gleichung  überall  ein ;   so  bekommt 

man,  wie  gesagt,  auch  für  U  eine  Function  von  x,  welche  mit  %Iä\)  bezeichnet  sein 
mag.  Soll  nun  die  gesuchte  Function  gAx)  bei  jedem  beliebigen  speciellen  Werthe  % 
nur  mit  denjenigen  ihr  nächstanliegenden  verglichen  werden,  welche  alle  mit  q>[p  ei- 
nerlei Werth  haben,  während  die  von  eben  diesen  verschiedenen  Urfunctionen  abgelei- 
teten ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  allerlei  verschiedene  Werthe  bekom- 
men können;  so  ergeben  sich  die  dem  U'  =  t^(p  nächstanliegenden  Naohbar zustände 
(V^r)  +  JU)  jedesmal  dadurch,  dass  man  die  Reiben  II  und  III  oder  die  Reihen  V 
and  VI,  d.  h. 

dg)(x)  ddy    ,     x«       dd^y  x3        d^  ^ 


dx  dx  1.2       dx  1.2.3       dx 

dV^iO .  d%        j^      d^a^y  ^  ^c3_      dg^y 


dx2  dx2  i.a        dx2  1.2.3        dx« 

dv  d^ 

an  die  Stelle  des  -r-   und  des  -1-7  >  dagegen   aber   nur  <p{x)  an  die   Stelle  des    y    in 

dx  dx»         ^  •' 

ddy     d^y     d^y     d^^y 
die  ursprüngliche    Gleichung    einsetzt.     Denn   obgleich   -p- ,  -r-^ ,  --=-=  ,  —j-y  ,  etc. 

nicht  verschwinden,  so  muss  doch  einzeln  dy  =  0,  <5^y  =  0,  etc.  sein,  weil  es  sonst 
nicht  der  Fall  wäre,  dass  man  q>{%)  bei  jedem  beliebigen  speciellen  Werthe  jr  nur  mit 
solchen  Functionen  vergleicht,  die  mit  <p(^)  einerlei  Werth  haben.  Ist  nun  bei  dieser 
Einschränkung  die  Function  €p{%)  von  der  Beschaffenheit,  dass  das  unendlichkleine  JU 
bei  allen  beliebigen  reellen  Werthen  des  Elementes  x  negativ  oder  positiv  bleibt;  so 
findet  bezüglich  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  statt;  und  beides  kann  jetzt 
nm  so  eher  stattfinden,  weil  man  eine  Menge  der  dem  U'  =  ^{x)  nächstanliegenden 
Nachbarzuatände ,  welche  man  im  ersten  Falle  alle  berücksichtigt  hat,  ganz  vernach- 
lässigt 
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Hier  hal  man  zu  ontersucheo,  welches  von  folgenden  vier  Systemen  zweier  Gleichaugen 

dp  dq 

^  =.  0  und  -^  =  - 

!^^  =  |und*£==0 
dp  0  dq 

dpü        »       .  d„U        6 

A       =^  TT  ""^    j       "=  TT 
dp  0  dq  0 

stattfindet.    Die  Aufgabe  kann  also,    eben  weil  die  gesachte  Function  jedesmal  zweien 

Gleichungen  genügen  soll,   auch  oft  eine  dberbestimmte  sein;  jedoch   nicht  so  oft  als 

im  ersten  Falle,  wo  die  gesuchte  Function  dreien  Gleichungen  genögen  muss. 

-    Und  so  fort. 

]>rlttcr  Vau. 

g.  194.    Soll  die  gesuchte  Function  tpin)  bei  jedem  beliebigen  speciellen  Werthe  x 
nur  mit  denjenigen  ihr  nächstanliegenden  verglichen  werden,  wo  bei  diesem  beliebigen 

speciellen  Werthe  %  die  ersten  Dififerenlialquolienten  alle  mit  (  ^     \     einerlei    Werlh 


"  m,  - 


haben,  während  diese  verschiedenen  Urfunctionen  selbst  und  ihre  zweiten  DiflTerential- 
quotienten  allerlei  verschiedene  Werthe  bekommen  können;  so  ergeben  sich  die  dem 
Ü'  =  ^ij:)  nächstanliegenden  Nachbarzustande  (riKp  +  /fU)  jedesmal  dadurch ,  dass 
man  die  Reihen  I  und  III  oder  die  Reihen  IV  und  VI,  d.  h. 


h2 


<p{x)  -h  X  .  <Jy  -h  —  .  «2y  •+-  — -  •  d3y  -h 


d2g){x)  d^^y         x»       d^^y    ,      x^        d^^^y 


dx*  dx»  1.2  dl2  1.2.3  dx2 


an  die  Stelle  des  y  und  -^ ,  dagegen  aber  nur  -^ —  an  die  Stelle  des  -p  in  die   ur- 

d^Jv  d^^v 

sprungliche  Gleichung  einsetzt.  Denn  obgleich  dy,  -^-f,  d'y,  -r-,^ ,  etc.  nicht  ver- 
schwinden, so  muss  doch  einzeln  -j^  a  0,  -r-^  =:  0,  etc.  sein,   weil  es  sonst  nicht 

dx  dx 

der  Fall  wäre ,  dass  man  g>{^)  bei  jedem  beliebigen  speciellen  Werthe  %  nur  mit  solchen 

Fnnctionen  vergleicht,  deren  erste  Differentialquotienten  alle  mit  /  ^     j    einerlei  Werth 

haben.  Ist  nun  bei  dieser  Einschränkung  die  Function  ^(x)  von  der  Reschaffenheit , 
dass  das  unendlichkleine  z/U  bei  allen  beliebigen  reellen  Werthen  des  x  negativ  oder 
positiv  bleibt,  so  findet  bezüglich  ein  Maximum-stand  oder  Mlnimum-stand  statt;  and 
beides  kann  jetzt  um  so  eher  stattfinden,  weil  man  eine  Menge  der  dem  U'  sa  t^(x) 
nächstanliegenden  Nachbarzustände,  welche  man  im  ersten  Falle  alle  berücksichtigt  hat, 
ganz  vernachlässigt.  « 

Hier  hat  man  zu  untersuchen,  Welches  von  folgenden  Vier  Systemen  zweier  Gleichungen 

d,ü       n      ^  <^qU       n 
-f—  =  0  und  -J-  =  0 

dy  dq 

d,U  n  j  <*qü  6 
-f-  =  0  und  -3-  ^  -TT 
dy  dq  0 

d,ü  «  .  d,U  ^ 
-f-  »  TT-  und  -1-  =  0 
dy  0  dq 

d,U        «      ^  d,U        «  . 
-f-  «=  TT  und  -i—  =  TT 
dy  0  dq  0 
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slaltfindet    Die  Aufgabe  kann  also,  el>6n  weil  die  geaochte  f  onetion  jedesmal  tweiCB 
Gleichangen  genfigen  soll,  anch  ofleine  öberbestimmte  sein;  jedoch  nicht  so  oft,  als  lai 
ersten  Falle,  wo  die  gesuchte  Function  dreien  Gleichungen  augteich  genttgen  muss. 
Und  so  fort. 

Vierter  VaU. 

§.  195.  Soll  die  gesuchte  Function  <p{x)  bei  jedem  beliebigen  speciellen  Werthe  % 
nur  mit  denjenigen  ihr  nächstanliegenden  verglichen  werden,  wo  bei  diesem  beliebigen 

speciellen  Werthe  ^  die  zweiten  Differentialquotienten  alle  mit  i    ?  g    )  einerlei  Werth 

haben,  während  diese  verschiedenen  ürftmctionen  selbst  und  ihre  ersten  Differential- 
quotienten allerlei  verschiedene  Werlhe  bekommen  können;  so  ergeben  sich  die  dem 
U'  =  V'()r)  nächstanliegenden  Nachbarzustande  (t/;{^)  +  JV)  jedesmal  dadurch,  dass 
man  die  Reihen  1  und  II  oder  die  Reihen  IV  und  V  bezQglich  an  die  Stelle  des  y  und 

des  -p ,  dagegen  aber  nur  -  ?\  •  an  ^^  Stelle  des  ^  in  die  ursprüngliche  Gleichung 

einsetzt  Hier  hat  man  also  zu  untersuchen,  welches  von  folgenden  vier  Systemen 
zweier  Gleichungen 

dy  dp 

-J^  =  0  und  -J-  =  -jr- 
dy  dp         0 

d,ü  a  .  dpü  ^ 
-f-  =  --  und  -?-  =0 
dy         0  dp 

d,ü        «       .  dpü        © 
d7^    0""^-dp   =  0 

stattfindet-    Die  Aufgabe  kann  also,  eben  weil  die  gesuchte  Function  jedesmal  zweien 
Gleichungen  genijgen  soll,  auch  oft  eine  iiberbestfmmte  sein;  jedoch  nicht  so  oft,  als  im 
ersten  Falle,  wo  die  gesuchte. Function  dreien  Gleichungen  zugleich  genügen  muss. 
Und  so  /ort. 

$.  196.  Soll  die  gesuchte  Function  ^^(x)  bei  jedem  beliebigen  speciellen  Werthe  x 
nur  mit  denjenigen  ihr  nächstenliegenden  verglichen  werden ,  wo  bei  diesem  beliebigen 
specteilen  Werthe  f  sowohl  die  Ürftmctionen  als  auch  die  ersten  Differentialquoüenlen 

alte  bezQglich  mit  <p{j[)  und  mit  |  ^  '|  einerlei  Werth  haben ,  während  dte  von  eben 

diesen  verschiedenen  Urfunctionen  abgeleiteten  zweiten  Differentialquotienten  allerlei 
verschiedene  Werthe  haben  können;  so  ergeben  sich  die  dem  U'  s  t^)  jedesmal  nächst- 
anliegenden Nachbarzusfände  (t^^)  +  i/U)  dadurch,  dass  man  die  Reihe  III  oder  VI 
d.  h.  dte  Reihe 

dx«  dx«   "^   i.a  ■     dx»         i.a.3  '     dx»     -r  •   •       •       • 

an  die  Stelle  des  ^,  dagegen  nur  ^^(x)  an  die  Stelle  des  y,  und  nur  -^^       an   die 

Stelle  des  ^  in  die  ursprfingliche  Gleichung  einsetzt    Denn  obgleich  -^ ,       ,  ^  , 

d^y 
etc.    nicht   verschwinden,    so   muss   doch   einzeln   dy   »  0,    -p  =:  0,  d^y  =  0, 

— r-^  =  0,  etc.  sein,  weil  es  sonst  nicht  der  Fall  wäre,  dass  man  op(x)  nur  mit  den 
dx 

Functionen  vergleicht,  welche  die  in  dieser  Untersuchung  vorgeschriebenen  Eigenschaf- 
ten haben.    Ist  nun  bei  dieser  Einschrtnkung  die  Function  ^(x)  vonderBeschalfenheit, 

32 
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das«  das  Qoeadliehkleiiie  JU  bei  allen  beliebigeo  reetlen  Werthen  des  %  negativ  oder 
positiv  bleibt;  so  findet  bezQglicti  ein  Maximam-stand  oder  Minimom-sland  statt;  und 
beides  kann  jetzt  am  so  eher  stattfinden,  weil  man  eine  Menge  der  dem  U'  =  t^) 
nUchstanliegenden  liachbarzastände ,  welche  man  in  den  vier  ersten  Fällen  alle  ber&ck- 
sicl^ügl  bat,  ganz  vernachlässigt. 

Hier  hat  man  zu  untersuchen,  welche  von  den  beiden  Gleichungen 

.    .    d,u     ^   .    d,ü     e 

entweder  -?-  =  0  oder  -?-  =  -rr- 
dq  dq         0 

stattfindet.    Da  man  aber  hier  jedesmal  nur  eine  einzige  Gleichung  hat,  aus  welcher 
die  fdr  y  gesuchte  Function  bestimmt  werden  soll;  so  wird  jetzt  die  Aufgabe  niemals 
Qherbestimmt  sein,  sondern  in  der  Regel  ein  brauchbares  Resultat  liefern. 
Und  so  fort. 

•••Iiater  Vall*  | 

S»  197.  Soll  die  gesuchte  Function  bei  jedem  beliebigen  speciellen  Werthe  x  nur 
mit  denjenigen  ihr  oüchstanliegenden  verglichen  werden,  wo  bei  diesem  t>eUebigen  spe- 
ciellen Werlhe  jc  sowohl  die  Urfunctionen  als  auch  die  zweiten  Diflerentialqnotienten 

alle  bezüglich  mit  q>{j:)  und  I    ^^    \    einerlei  Werth  haben,  während  die  von   eben 

diesen  verschiedenen  Urfunctionen  abgeleiteten  ersten  Differential quotienten  allerlei  ver- 
schiedene Werthe  bekommen  können;  so  ergeben  sich  die  dem  U'  i->  i//(;r)  jedesmal 
nächstanliegenden  Nachbarzustände  (v^(;r)  +  ^U)  dadurch,  dass  man  die  Reihe  U  oder 
V,  d.  h.  die  Reihe 

dq>(x)    ,         ddy        X«       d^y    .      x3       d^^    . 


dx  dx  1.8        dx  1.2.3        dx 


an  die  Stelle  des  -p,  dagegen  nur  g>(x)  an  die  Stelle  des  y,  und  nur       .^^      an   die 

d^ 
Stelle  des  -^  in  die  ursprOngliche  Gleichung  einsetzt  etc.  etc. 

Hier  hat  man  zu  nnlersuchen,  welche  von  den  beiden  Gleichungen 

entweder  -^  =  0,  oder  •?—  =  -— 
dp  dp         0 

stattfindet.    Da  man  auch  hier  jedesmal  nur  eine  einzige  Gleichung  hat,  aus  welcher 
die  für  y  gesuchte  Function  bestimmt  werden  soll;  so   wird  jetzt  die  Aufgabe  niemals 
eine  fkberbestimmte  sein,  sondern  in  der  Regel  ein  brauchbares  Resultat  liefern. 
Und  so  fort. 

•lek«Mt«r  Vau. 

$.  198.  Soll  die  gesuchte  Function  bei  jedem  beliebigen  speciellen  Werthe  ;r  nur 
mit  denjenigen  ihr  nächstanliegenden  verglichen  werden ,  wo  bei  diesem  beliebigeD  spe- 
ciellen Werthe  jr  sowohl  die  ersten  als  auch  die  zweiten  Diflerentialquotienten  alle  he- 

zQglich  mit  I  ^  )  und  mit  |  J ^  |  einerlei  Werth  haben,  während  diese  ver- 
schiedenen Urfunctionen  selbst  allerlei  verschiedene  Werthe  bekommen  können;  so  er- 
geben sich  die  dem  U'  =  v>(]e)  jedesmal  nächstanliegenden  Nachbarzustände  dadurch, 
dass  man  die  Reihe  I  oder  IV,  d.  h.  die  Reihe 

Vd)  4-  X .  ^y  -+■  ^  .  d2y  H-  ^  .  ^Jy  -h 

an  die  Stelle  des  y,  dagegen  nur  -^      an  die  Stelle  des  -p,  und  nur     ^^      an   die 

d'v 
Stelle  des  -r-~  in  die  urspröngliche  Gleichung  einsetzt,    etc.  etc. 

Hier  hat  man  zo  untersuchen,  welche  von  den  beiden  Gleichungen 
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entweder  -7-  •-  0,  oder  -f-  «-  -k- 
dy  '  dy         0 

stattfindet.    Da  man  auch  hier  jedesmal  nor  eine  einzige  Gleichung  hat,  ans  welcher 
die  für  y  gesuchte  Function  bestiinmt  werden  soll;  so  wird  jetzt  die  Aufgabe  niemals 
eine  fkberbesliromte  sein ,  sondern  in  der  Regel  ein  brauchbares  Resultat  liefern. 
Und  so  fort. 


Es  ist  nun  nicht  mehr  ndthig,  diejenigen  Untersuchungen  vorzunehmen,  wo  U  ein 

dy     d^     d^y  dy     d^y 

mit  den  Elementen  x,  y,   -r^ ,   -r-^,  tA,  oder  ein  mit  den  Elementen  x,  y,  ^,    i-4 , 

dx     dx2 '  dx^  "^  dx      dx^ 

(i3y      d*y 

-7-39  -r-^,  etc.  etc.  gebildeter  Ausdruck  ist.   Das  bisherige  Verfahren  lässt  sich  gradezu 
auf  dergleichen  Untersuchungen  ausdehnen. 


Untersuchung  28. 


dy 
Es  ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  x  9  y  1  ;i     gebildeter  Ausdruck ;   und  man 

sucht  f&r  y  eine  solche  Function  von  x,  dass  dabei  sowohl  der  Gleichung  F(x,  y ,  -^j^^O 
identisch  genügt,  als  auch  U  ein  Maximum-stand  oder  Minimnm-sland  wird. 

8*  199.    Man  suche  das  zu  F(x,  y,  -p)  =  0  gehörige  allgemeine  Integral,   und 
bezeichne  es  durch 

wo  c  der  durch  die  Integration  eingegangene  willkürliche  Gonstante  ist.  Die  einzige 
Mntation,  welcher  Gleichung  I  unterworfen  werden  kann,  besteht  darin,  dass  man  dem 
c  Werthändemngen  beilegt,  während,  wie  sein  muss,  das  x  ungeändert  bleibt.  Setzt 
man  nun  (c  +  De)  oder  vielmehr 

"^  i.2  1.2.3 

an  die  Stelle  des  c  in  Gleichung  1  ein  ,  so  bekommt  man 

III)     «y  =  lj3?^.tfC 
,V)     ^y  =  ^^.^    +    ^^>..C^ 

etc.  etc. 
Nun  setze  man  <y)(x,  c)  und    '^^  \    *  bezüglich  an  die  Stelle  des  y  und  -p  in 
die  ursprüngliche  Gleichung  ein,  und  man  bekommt 

V)    U'  =  V;(x,  c) 
Setzt  man  auch  hier  die  Reihe  II  an  die  Stelle  des  c  ein,  so  bekommt  man 

VI)    »ü  =  4#^.,?c 
^  de 
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V„)    ^=.^-d!^.^^^^*^.^, 

and  so  fori. 

A)  Man  sehe  ouo  zu,  ob  man    "^  ^ — ^  =  OselzeDkaDn,  ond  beacble  zweierlei: 

1)  Es  ergibt  sich  ans  ^  ^.  * — -  =  0  for  c  ein  constanter  d.  h.  von  i  unabhän- 
giger Werth;  dann  hat  man  ein  zur  Gleichung  F|i,  y»  i^)  =0  gehMges  besonde- 
res Integral. 

S)  £s  ergibt  sich  aus  ■  ^  *  ^  ««  0  Tür  c  ein  noch  mit  i  versehener  Anadniok, 
der  durch  c  «  x(x)  bezeichnet  sein  mag.  Dabei  geht  Gleichung  I  &ber  in  y  =  gt)(sy  jr(x)). 
Man  hat  aber  jetzt  4p(x,   xix))  und     ^^  ^ ^  an  die  Stelle  des  y  und  des  -^  in 

Fix,  y,  -p\  =  0  Oberall  einzafdhren,  und  zu  untersuchen,  ob  diese  Gleichung  dabei 

identisch  wird.    Wird  sie  identisch,  so  hat  man  ein  singuläres  Integral;  wird  sie  nidit 
identisch,  so  Ist  y  »  q>(Xf  x(X))  kein  zu  Fix,  y,  ^j   =  0   gehöriges   Integral,    und 

y  =r=  iy>(x,  ;r(x))  muss  verworfen  werden. 

Das  Prfiftingsmlttel  gewinnt  man  entweder  durch  directe  Reihenentwickelnng,  oder 
an  einem  der  Coefficienten  ^^,  d^V,  etc.  Namentlich,  wenn  man  es  am  d^  gewinncD 
kann,  hat  man  die  Gleichung 

VIII)    ^l]^,-£!^^.^c^ 

B)  Man  sehe  in,  «b  die  Gleichung  ^^^^'^  ^^  =  ^  möglieb  ist,  etc. 


§.  200.  Man  mutire  F|x,  y,  ^j  s=  0,  und  setze  zur  AbkQrzung  noch  p  stall  -p  ; 


so  bekommt  man 


,X)    i?.<„-H^r?.^  =  o 
-^     dy  dp       dl 


^^  ^-^-^  dF  •-dr  +  d^-*>*-^*-^-"'yiF 


dps 

etc.  etc. 
Und  wenn  man  die  ursprüngliche  Glelbhung  mutirt,  so  bekommt  man 


+^fey=o 


dy.dp      '     dx    ^  dp»      \  dx  / 
etc.  etc. 


253 

Ersleiid.    Es  ist  eioerlei,  ob  mau  ^y  oder  -p-  als  abhängig  nimmt    Nimml  man  -p- 

als  abhängig,  so  muss  man  auch  -j^  als  abhängig  nehmen,  elc;  und  wenn  man  diese 
abhängigen  Eleujente  ellminirt,  so  nehmen  die  Gleichungen  XI  und  XII  folgende  Form  an 

Xni)    dU  =  (Hx,  y,  p)).ay 
XIV)    9^V  «  (Hl.  y,  p))  .  d«y  4-  (f-<x,  y.  pi)  .  dy^ 

A)  Man  sehe  zu,  ob  die  Gleichung  ^(x,  y,  p)  «  0  möglich  ist,  und  verbinde  sie 
mit  F(x,  y,  p)  =s  0.  Man  hat  also  jetzt  fSr  y  eine  Function  aufzusuchen,  welche  zwei 
Gleichungen  zugleich  identisch  macht.  Das  geeignete  Verfahren  ist  in  %,  184  der  26^*" 
Untersuchung  auseinandergesetzt.  Wenn  man  das  Prüfungsmittel  an  S^U  gewinnen  kann, 
so  bekommt  man 

XV)  a^U  —  (f"(x,  y,  p))  .  dyi 

Und  wenn  man  dy  mittelst  Gleichung  III  eliminirt,  so  geht  XV  über  in 

welcher  Ausdruck  mit  VIII  gfeiehbedentend  ist. 

B)  Man  sehe  zu,  ob  die  Gleichung  f(x,  y,  p)  =  -zr  möglich  ist,    und    verbinde 

auch  sie  mit  F(x »  y ,  p)  =  0.    Man  hat  also  fGr  y  wieder  eine  Function  zu  suchen , 
welche  zwei  Gleichungen  zugleich  Identisch  macht 

Zweitens.  Hatte  man  aberdy  und  ^y  als  abhängig  genommen,  und  ellminirt;  so 
hätten  die  Gleichungen  XI  und  XII  folgende  Form  angenommen: 

XVI)  au  =  (r(x,  y,  P))-§ 

XVII)    ^U  -  (8'(x,  y,  pO  •  ^  +  (8"^».  y,  P))  •  (§y 

A)  Mao  sehe  zu,  ob  die  Gleichung  8'(x,  y,  p)  =  0  möglich  ist,  und  verbinde 
sie  mit  F(x,  y,  p)  =  0.  Bian  hat  also  för  y  eine  Function  aufzusuchen,  welche  zwei 
Gleichungen  zugleich  identisch  macht  Wenn  man  das  Pr&fnngsmittel  an  ^HJ  gewinnen 
kann,  so  bekommt  man 

XVIII)    «I  -  (y'(x,  y,  p))  . /^y 
Aus  HI  aber  folgt   ^  -  ^'dx^? de  ^^   '   ^^'  ^^^  ^™^^  ^^^^   ^^^^^  ^^^  '" 

welcher  Ausdruck  mit  VIII  gleichbedeutend  ist 

B)  Man  sehe  lu,  ob  auch  die  Gleichung  {r'(x,  y«  p)  *  ^  möglich  ist 

Dass  aber  die  in  dieser  28***'  Untersuchung  aufgestellte  Aufgabe  sehr  oft  unmöglich 
ist,  weil  widersprechende  Gleichungen  vorkommen  können;  das  bedarf  nicht  mehr  der 
Erinnerung.    (Man  sehe  die  Aufgaben  76,  77,  78  und  8t.) 


Untersuchung  S9. 

Es  ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  -p   gebildeter  Ausdruck;   und   man 
sudit  fikr  y  eine  soiehe  Function  von  x,  dass  dabei  U  ein  Maximum-stand  oder  Minimum- 
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stand  wird,  witireod  diese  fQr  y  gesuchte  Function  nur  ans  der  Zahl  derjenigen  heraus- 

gewählt  werden  darf,  bei  welchen  allen  irgend  ein  anderer  Ansdruck  Fli,  y,  -p|  ent> 

weder  immer  der  nemlichen  aber  nichtgegebenen  Function  von  i  gleichbleibt,  oder  im- 
mer den  nerolichen  aber  nichtgegebenen  cons tauten  Werth  behält. 

S.  20f.  Weil  diesmal  F^x,  y,  -p|  keine  Gleichung  ist,  so  kann  man  diesen  Aus- 
druck auch  nicht  integriren;  aber  wegen  der  fQr  ihn  gemachten  Bedingung  mQssen  die 
Mutationsgleichungen  jeder  einielnen  Ordnung  zu  Null  werden.    Setzt  man  nun   zur 

dv 
Abkürzung  noch  p  statt  -~,  so  bekommt  man 

-^     dy      "^         dp        dl 

I,)    4J[.^y^iLP.^_,^il.ay2  +  2.i4^.<5y.^^^.(^^^^ 
■M     dy     ^  ^   dp         dl    ^  dy»     ''^    ^  ^     dy.dp    ^     dx   ^  dp«     \  <*»  / 

etc.  etc. 

Mutirt  man  auch  den  flkr  U  aufgestolllen  Ausdruck,  so  bekommt  man 


dp«       \dx/ 
etc.  etc. 

Man  kann  nun  ^y  oder  --p  als  abhängig  nehmen ;  und  wenn  man  -^  als  abhängig 

nimmt,  so  mnss  man  auch  -—  als  abhängig  nehmen.    Durch  Elimination  dieser  abhän- 
gigen Elemente  gehen  aber  die  Gleichungen  III  und  IV  bezQglieh  Ober  in 

V)    aU  =  (r(x.y,  p)).<)y 
VI)    ^U  =  (r(x,  y,  p))  .  d»y  -+.  (Pd,  y,  p))  .  dy2 

A)  Man  setze  r(x,  y,  p)  =  0,  und  integrire  diese  Gleichung,  so  bekommt  man 
y  a  9)(x ,  c) ,  d.  h.  man  bekommt  Gkr  y  eine  Function  mit  einem  willkörlichen  Constan- 
ten. Weil  aber  jetzt  der  Ausdruck  F(x,  y,  p)  keine  Gleichung  ist,  so  kann  dieser  Coo- 
stante  nur  durch  eine  Nebenbedingung  bestimmt  werden. 

B)  Man  sehe  auch  zu,  ob  die  Gleichung  r(x,  y,  p)  i»-^  möglich  ist,  und  inte- 
grire auch  sie. 

Da  man  hier  jedesmal  nur  eine  einzige  Gleichnng  hat ,  aus  welcher  die  für  y  ge- 
suchte Function  bestimmt  werden  soll;  so  wird  jetzt  die  Aufgabe  niemals  öberbestimmt 
sein ,  sondern  in  der  Regel  ein  brauchbares  Resultat  liefern  Man  vergleiche  den  Schhiss 
der  vorigen  Untersuchung.    (Man  sehe  noch  di^  Aufgaben  79,  80  und  82.) 


Untersuchung  30. 

dy     d^v 
Es  ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  i,  y,  -p,  -j^  gebildeter  Ausdruck;   und 

man   sudit   fttr   y  eine   solche   Function   von   x.    dass   dabei   sowohl   der    Gleichung 
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F|z,  y>  T^9  "Ti)  "=*  0  i^^^utisch  genügt,  als  auch  Ü  ein  Maximam-sland  oder  MiDimum- 

stand  wird. 

firato  AaflSamg. 

$.  202.    Man  suche  das  %u  F|x,  y»  ^«  -ry)  =  ^  gehörige  allgemeine  Integral 

and  bezeichne  es  durch 

0    y  =  *Pi^>  «,  e) 

wo  e  und  e  die  durch  die  Integration  eingegangenen  willkOrlichen  Constaaten  sind. 
Die  einiige  Mutation,  welcher  Gleichung  1  unterworfen  werden  kann,  besteht  darin, 
dass  man  dem  c  und  dem  e  Werthänderangen  beilegt,  während,  wie  sein  muss,  das  x 
ungeändert  bleibt.    Setzt  man  nun  (c  +  De)  und  (e  +  De) ,  oder  vielmehr  die  Reiheii 

II)    c  -+-  X  .  .?c  H-  —  •  ^c  H — —  •  i?3c  + 

-^  1.2  1.2.3 

III)    e  -h  X  •  t^e  -h  —  •  »92e  -H  -^  •  i?%  -h 

^  1.2  1.2.3 


bezöglich  an  die  Stelle  des  c  und  des  e  in  Gleichung  1  ein,  so  bekommt  man 

^  dM^    c,  e)    ^^  _^_  dM'.  «♦  e)  .  ^ 
^      '  de  de 

-^       '         de  de  de»  dc.de  de* 


etc.  etc. 
Nun  setze  man 


^,.c,e).  li?(3^J_'_«)  „nd   '^'^^^;/'  '^  bezüglich  slatl  y,  g 

ond    -p^  in  die  Ar  Ü  aufgestellte  Gleichung  ein,  und  man  bekommt 

VI)    U  =  V(x,  c,  e) 
Setzt  man  auch  hier  die  Reihen  II  und  III  statt  c  und  e  ein,  so  bekommt  man 

VIl)   W  -  i^f%^^.i»c  +  «'M«'C.  e)    ^^ 
^  de  de 

VIII)    ani-^..»*c  +  ^.^eH-^.*c«  +  2.^.^c.*e+^.*M' 
-^  de  de  de*  dc.de  de* 

etc.  etc. 
Nun  sehe  man  zu,  welches  von  den  vier  Systemen  zweier  Gleichungen 

d,i/;(x,  c,  e)  ^  ^  ^^^  d.t/;(x,  c,  e)  _  ^ 
de  de 

d^^|f(x,  c,  e)  _  ^  ^^^  d,t/;(x,  e,  e)  _  » 

de  de  0  I 

det/;(x,  e>  e)  _  «  ^^^  d,V;(i,  c,  e)  _  ^ 
de  0  de 

dctK*,  c,  e)  _  9t       ,  d,i/;(»,  c,  e)        » 
de  0  "  de  0 

stattfindet. 

A)    Findet  das  erste  dieser  vier  Systeme  statt,  so  bestimme  man  daraus  e  und  e. 
Ergibt  sich  sowohl  fOr  c  als  auch  fOr  e  ein  constanter,  d.  h.  von  i  unabhängiger  Werth; 

so  hat  man  ein  zu  der  Gleichung  F(x,  y ,  ^,  -r-j)  =  0  gehöriges  besonderes  Integral. 
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Ergibl  sich  aber  eatweder  fBr  c  oder  f&r  e  oder  aach  fOr  c  und  e  zugleich  kein  voo  x 
oDabhingiger  Werth;  so  iniiss  man  noch  ontersochen,  ob  man  vielleicht  ein  zur  Glei- 
chung F/i,  y«  7^9  -|-|^)  ==  0  gehöriges  singuläres  Integral  hat;   und  ein  solches  kaon 

auch  die  Aufgabe  lösen.  Kann  man  dabei  das  Prüfungsmittel  an  ^C  gewinnen,  so 
hat  man 

IX)    ^U  =  -j^  .  i^c«  -h  2  .  2^  .  ^c  .  i9e  -H  -^  .  ^e« 
^  de*  dc.de  de* 

B)    Wie  zu  verfahren  ist,   wenn  das  zweite  oder  dritte  oder  vierte  der  obigen  Sy- 
steme stattfindet »  braocht  jetzt  keine  Auseinandersetzung. 

Swdto  AvflSeuf. 

$.  203.    Man  mutireF|x,  y »  ^^^  'jr)  ^  ^'   ^^^  ^^^  ^^^  Abkürzung  noch  p  an- 

dy  d'v 

statt  j^,  und  q  anstett  -r-^ «  so  bekommt  man 
dx  ^  dx* 

'^     dy       ^         dp        dx         dq       dx» 

etc.  elc 
Und  wenn  man  die  ursprftngliche  Gleichung  mutirl,  so  bekommt  man 

XO    W  -   -^  .  Jy  -h  -J^    .  _  ^  ^   .  -5- 

etc.  etc. 
Es  ist  einerlei ,  ob  man  &y ,  oder  --p ,  oder  --|^  als  abhängig  nimmt.   Nimmt  mau 
dy  als  abhängig,  und  eliminirt  man  dy  aus  XI;  so  bekommt  man 

xn)  au  «  (rcx,  y,  p,  qO  •  §  +  («•'^»»  y»  p»  q>)  •  ^ 

Nun  sehe  man  zu,  welches  von  den  vier  Systemen  zweier  Gleichungen 

r(x,  y.  p,  q)  =  0  und  r(x,  y,  p,  q)  =»  0 

f(«»  y»  P»  q)  =  0  und  r(x,  y,  p,  q)  =  -g- 

f(«»  y.  p»  q)  »=  -ij-  wnd  '"C»»  y»  p»  q)  =  <> 

ar  9^ 

r(x,  y,  p,  q)  ==  —  und  r(x,  y,  p,  q)  =  -g^ 

stattfindet. 

A)  Findet  das  erste  dieser  Systeme  statt,  so  hat  man  fOr  y  eine  solche  Function 
aufzusuchen,  welche  den  drei  Gleichungen  P(jiy  y ,  p,  q)  s  0,  r'(x,  y*  Pt  q)  =  ^ 
und  F(x,  y,  p,  q)  =  0  zugleich  genögU  Das  geeignete  Verfahren  ist  im  $.  192  der 
2f  *"  Untersuchung  auseinander  gesetzt.  Wenn  man  das  PrfiAingsmittel  an  ^U  gewinnen 
kann,  so  eliminire  man  die  nun  einmal  als  abhängig  angenommenen  llutaüonscoefficlenten 
dy  und  ^,  und  man  bekommt  einen  Ausdruck  von  folgender  Form 

Aus  IV  aber  folgt 

d^y  _  d^d^tpj}^,  c,  e)     ^^  ^  d^d,y(x ,  c ,  e)  .^^ 
dx  dx  •  de  *  dx  •  de 
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ja^y        d![d,y(»,  c,  e)  d*d.(p(K,  c,  o) 

■d;[5--         (STTd^  "^"^        dl^li  ** 

und  wenn  mao  --r-^  and  -r-^  ans  XIII  eliminirt,  so  bekommt  man  wieder  Gleichung  IX. 

B)  Mau  sehe  zu,  ob  das  zweite,  oder  dritte,  oder  vierte  jener  Systeme  von  Glei- 
chungen mdglich  ist 

Dass  aber  die  in  dieser  30^'"  Untersnchung  aafgesteUte  Aufgabe  sehr  oft  unmöglich 
ist,  weil  die  drei  Gleichungen»  die  jedesmal  von  einer  und  derselben  Function  erfüllt 
wenigen  sollen,  sehr  oft  einander  widersprechen;  das  bedarf  nicht  mehr  der  Erinnerung. 


Untersuchung  31. 


dv     d^Y 
Es  ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  -r^ ,  -^  gebildeter  Ausdruck,  und 

man  sucht  fOr  y  eine  solche  Function  von  x,  dass  dabei  U  ein  Maxim um-stand  oder 
Mlnimum-stand  wird,  während  diese  für  y  gesuchte  Function  nur  aus  der  Zahl  derje- 
nigen herausgewAhlt  werden  'darf,   bei   welchen   allen    irgend   ein  anderer  Ausdruck 

Fl  X ,  y ,  -p ,  •■^\  entweder  immer  der  nemlichen  aber  nichtgegebenen  Function  von  x 
gleichbleibt ,  oder  immer  den  nemlichen  aber  nichtgegebenen  constanten  Werth  behält. 

S«  204.     Weil  diesmal  Fix,  y,  -p,  "^2)  ^®'^^  Gleichung  ist,  so  kann  man  diesen 

Ausdruck  auch  nicht  integrireu;  aber  wegen  der  für  ihn  gemachten  Bedingung  müssen 

die  Mutationsgleichungen  jeder  einzelnen  Ordnung  zu  Null  werden.    Setzt  man  nun  zur 

dv  d^y 

Abkürzung  noch  p  statt  -p ,   und  q  statt  --p^ ,  so  bekommt  man 

^      dy     ^         dp        dx    ^   dq        dx« 

etc.  etc. 
Mulirt  man  auch  den  für  U  aufgestellten  Ausdruck,  so  bekommt  man 


^  dy       "^         dp        dx  dq        dx^ 

etc.  etc. 
Es  Ist  einerlei ,  ob  man  dy ,  oder  --p- ,  oder  -p-  als  abhängig  nimmt.   Nimmt  man 

^y  als  abhängig,  und  eliminirt  man  Jy  aus  II;   so  bekommt  man  einen  Ausdruck  von 
folgender  Form 

111)    W  -  (f(x,  y,  p,  q»  •  ^  +  (r(x,  y,  P.  q))  •  @ 

Man  sehe  nun  zu,  welches  von  den  vier  Systemen  zweier  Gleichungen 

^(».  y»  P»  q)  =  0  und  r(x,  y,  p,  q)  «  0 

f'(x.  y»  p,  q)  =  0  und  r(x,  y,  p,  q)  =  -g- 

9t 
^'(»»  y»  P,  q)  =  -g-  ond  r(x,  y,  p,  q)  =  0 


f(«»  y,  p.  q)  -  §•  nnd  r(x,  y,  P,  q)  =  ~ 


staufindet 


33 
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Man  hal  also  hier  eine  Function  y  von  x  lu  aocben,  welche  jedeamal  zweien  Diffe- 
rentialgleichongen  genOgl.  Desshalb  kann  die  Aufgabe  auch  oft  eine  Qberbeatimmle 
sein,  jedoch  nicht  so  oft,  als  in  der  vorigen  Untersuchung,  wo  die  gesuchte  Function 
dreien  Gleichungen  zugleich  genögen  muss. 

Und  so  fort. 


Untersuchung  32. 

Es  ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  -r^,  -^  gebildeter  Ausdruck;  und 
man  sucht  für  y  eine  solche  Function  von  x,  dass  dabei  gleichzeitig  den  beiden  Glei- 
chungen fYx,  y,g,  0^\  =  OundF'Yx.  y,  j?.  Ä  =  0  ideotisch  genftgl,  and  ü 

selbst  ein  llaximum-stand  oder  Minimum-sUnd  wird. 


S.  305.    Man  integrire  eine  der  Bedingnngsgleichungen ,  z.  B.  F'(x,  y,  p»  q)  ■«  0, 
so  wird  man 

I)  y  =»  <3p(x.  c,  e) 

bekommen,    wo  c  und  e  zwei  noch  willkürliche   Constanten  sind.     Nun   fQhre    man 
9>(i,  c,  e),  ^(£±1l^^  dgqp(x^,j,  e)   ^^^^^  y^  p    ^  .^  ^,,^^   y,  p,  q)  =  0  überall 

ein,  und  sehe  zu,  ob  diese  Gleichung  identisch  wird.  Wird  sie  aber  identisch,  so  kann 
sich  dabei  dreierlei  ergeben. 

1)  Die  beiden  Constanlen  erhalten  dabei  eine  Bestimmung,  indem  sie 

o.    entweder  beide  solche  Werthe  annehmen,  die  von  x  unabhAngig  rnod,  so 
dass  man  ein  den  beiden  Gleichungen  F'  =  0  und  F''  ==  0  gemeinsames 
Integral  hat,  welches  ein  zu  F'»  0  gehöriges  zweifach  besonderes  Integral 
ist    Oder 
ß.    einer  der  Constanten  c  und  e  bekommt  einen  von  x  unabhängigen  Werth, 
der  andere  aber  wird  eine  Function  von  x.    Hier  hat  man  strenge  zu  un- 
tersuchen, ob  dabei  noch  der  Gleichung  F'  ^^  0  genQgt  wird,  und  in  die- 
sem Falle  hat  man  ein  zu  F'  «>  0  gehöriges  einfach  singulftres  Integral- 
Oder 
y,    die  beiden  Constanten  c  und  e  werden  Functionen  von  x.    Auch  hier  hat 
man  strenge  zu  untersuchen,  ob  dabei  noch  der  Gleichung  F'  =  0  genügt 
wird,  und  man  hat  dann  ein  zu  F'  =s  0  gehöriges  zweifach  siuguläres  Integral 
Da  aber  hier,  wo  c  und  e  eine  Bestimmung  erhalten,  das  y  eine  ganz  bestimmte 
Function  wird ,  die  nicht  einmal  einen  willkürlichen  Constanten  mehr  enthSIt ;  so  wird 
auch  U  ein  ganz  bestimmter  Ausdruck,  der  nicht  einmal  einen  willkürlichen  Conslanten 
mehr  enthSlt.    Und  sonach  kann  jetzt  von  einem  Maximum-Stande  oder  Minimom-stande 
durchaus  keine  Rede  sein. 

2)  Von  den  beiden  Constanten  c  und  e  erleidet  nur  einer  eine  Bestimmung.  Man 
nehme  an,  e  sei  dieser  Constante.  Bekommt  er  einen  von  x  unabhängigen  Werth,  so 
werden  jedenfalls  die  beiden  Gleichungen  F'  =  0  und  F''  =  0  zugleich  erfüllt ,  und 
man  hal  ein  zu  Gleichung  F'  *  0  gehöriges  einfach  besonderem  Integral;  wird  aber 
e  eine  Function  von  x,  so  hat  man  strenge  zu  untersuchen,  ob  dabei  noch  Gleichung 
F'  »  0  identisch  wird,  und  man  hat  dann  ein  zu  F'  :^  0  gehöriges  einfach  singullres 
Integral.    Die  jetzt  fdr  y  sich  ergebende  Function  mag  dargestellt  sein  durch 

II)  y  -  V'(x,  c) 

Die  einzige  Mutation,  welcher  diese  Gleichung  unterworfen  werden  kann,   besteht  jetzt 
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dariii,  dass  mao  dem  c  WerthäoderungeD  beilegt,  während,  wie  sein  muss,  das  x  uii- 
geändert  bleibt.    Dabei  gibt  sich  aus  II 

HI)     Sy^^sTl^^.Oc 

.  ,V)    ^y^i-^.^-.^^..e« 

etc.  etc. 
Für  U  gibt  sich  jetzt  auch   ein  aus  x  und  c  gebildeter  Ausdruck,   weicher  darg^ 
stellt  sein  mag  durch 

V)    U  =  i/;'(x,  c) 

Man  sehe  zu,  ob  ^^'  =  0  oder  \^'  —  -^  möglich  ist;  und  wenn  man  das 
PröfuDgsmitlel  an  m]  gewinnen  kann,  so  ist  jetzt  nar 

dV(x,  c) 

3)    Von  den  beiden  Gonstanten  c  und  e  erleidet  kein  einziger  eine  Bestimmung, 
d.  h.  die  Gleichung 

VII)    y  =  (/?(x,c,  e) 

macht  die  beiden  Gleichungen  F'  »  0  und  F'^  :r=  0  zugleich  identisch  bei  jedem  Werthe 
des  c  und  bei  jedem  Werthe  des  e.  Die  einzige  Matation,  weiche  nun  Gleiehnng  VlI 
erleiden  kann,  ist,  dass  man  dem  c  und  dem  e  Werthänderangen  beilegt;  und  man 
bekommt : 

etc.  etc. 
Für  U  bekommt  man  gleichfalls  einen  aus  z,  c  und  e  gebildeten  Ausdruck ,  welcher 
dargestellt  sein  mag  durch 

IX)    ü  =  v(x,c,e) 
Daraus  folgt 

X)    aü  =  ^5%.^^  .  ^e  +  ^!i!%i^  .  4h, 
^  de  de 

etc.  etc. 
und  wenn  man  das  PrQfnngsmittel  an  ^U  gewinnen  kann,  so  ist  nur 

XI)    d2U  -  -^  .  dc^  -f  2  :2£2^  .  ^c  .  ,ye  -h  -^  .  i?e2 
^  de*  dc.de  de* 

Zweite  A«fl9t«B9. 

$.  906.    Man  matire  die  Gleichungen  F'(x,  y»  p,  q)  »»  0  und  F'^(x ,  y ,  p,  q)  =  0, 
so  bekommt  man 


etc.  etc. 
und  wenn  man  auch  den  fQr  U  gegebenen  Ausdruck  mntirt,  so  bekommt  man 

^  dy       ^         dp        dx  dq        dx« 

etc.  etc. 
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Man  hat  nao  voo  den  drei  Ausdrücken  dy,  -j^  and-p—  zwei  als  abhängig  zu  be- 
bandeln und  za  eliminiren.    Eliminirt  man  &y  und  -p-  ,   so  gibt  sicli  für  dU  folgende 

Form: 

d^ay 


XV)    ^ü  =  (»'(x,  y,p,  qO 


dx« 


A)  Man  sehe  zu,  ob  9'(X|  y,  p,  q)  =0  radglich  ist,  und  verbinde  diese  Glei- 
chung mit  F'(x,  y,  p,  q)  =  0  und  mit  F''(x,  y«  p>  q)  »  0.  Dabei  unterscheide  man 
wieder  dreierlei: 

1.  Den  beiden  Bedingungsgleichungen  F'(x,  y,  p,  q)  =  0  und  F''(x,  y,  p.  q)  =  0 
genügt  nur  eine  ganz  bestimmte  Function  y  =  9>''(x),  welche  nicht  einmal 
einen  wiUkörlichen  Gonstanten  mehr  enthält;  und  dabei  muss,  eben  weil 
nur  eine  bestimmte  Function  die  beiden  BedingongsgleichuDgen    erlüllen 

kann,  identisch  stattfinden  dy  ==  0,  ^y  =  0  etc.,  so  dass  auch  -^  =0, 

^  er.  0,  ^  =  0,  ^^  =  0,  etc.  ist.    Dabei  ist  also  auch  dV  =  0. 
dx  dx2  dx* 

iflV  ^  0  etc.  Es  kann  daher  jetzt  von  keinem  Maximnm-stande  oder  Mi- 
nimum-stande  die  Rede  sein;  und  somit  ist  es  ganz  unnöthig,  zu  untersu- 
chen, ob  die  Gleichung  ^'(x,  y«  p»  q)  =  0  von  der  bestimmten  Fonctioo 
y  ««  ^''(x)  erfüllt  wird ,  oder  nicht 

2.  Den  beiden  fiedingungsgleichungen  F'(x,  y,  p,  q)  =:  0  und  F''(x,  y,  p,  q)  =  0 
genfigt  eine  Fonction 

XVI)    y  =  <p'(x,  c) 

welche  noch  einen  willkürlichen  Gonstanten  enthfilt.    Hierbei  ist 

XVII)     9y  =  ^^^!^J)  .  Sc 

xvui)  äjy  =  ii?%£l .  ^c 

■'     aj.  dx  •  de 

und  man  hat  noch  zu  untersuchen,  ob  durch  (p'(%y  <^)  <^i^  Gleichung 
ff'(x,  y,  p,  q)  =0  identisch  wird.  Wenn  man  das  Prüfungsmitlel  an  d^U 
gewinnen  kann,  so  bekommt  man  jetzt  folgende  Form: 

XX)    ^V  -  (%"(x.  y,  p,  q))  •  (^J 

Eliminirt  man  -j-j  mittelst  XiX,  so  bekoipmt  man  gradezu  wieder  Glei- 
chung VI. 

3.  Den  beiden  Bedingungsgleichungen  F'(x,  y,  p,  q)  =  0  und  F^'(x,  y,  p,  q)  =  0 
G[enügt  eine  Function 

XXI)    y  -  <p(x,  c,  e) 

welche  noch  zwei  willkürliche  Gonstanten  enthält.    Hierbei  ist 

XXII)  dy  =  ^'^^^:  ^'  '^  .  Sc  +  1.ML_^i_?)  .  ^e 
•^     ^  de  de 

XXIII)  ^  ^  d.d.y(x o-e)    ^^  ^  '''«'«yf».  c.  e)  ^  ^^ 
'dl  dx  •  de  dx  •  de 
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\iA  ^r-     ^     ^\  A*i 


d^dy         K^c<P(^^  c*   e)  (ljd,qp(x,  c,  e) 


^^'^)     di^--^TPTdJ '^-^ 


dx^  •  de 


(9e 


und  tnao  htt  noch  za  untersuchen,  ob  durch  q>(x,  c,  e)  die  Gleichung 
9'(x,  y,  p,  q)  =  0  identisch  wird.  Wenn  man  das  Piftfungsmitlel  an  sm 
gewinnen  kann,  so  bekommt  man  jetzt  folgende  Form 


XXV)    W  =  («"(X,  y,  p,  qO  .  föj 


d^dy 
Eliminirt  man  -j-^  mittelst  XXIV,  so  bekommt  man  gradezu  wieder  Glei- 
chung XL 
B)    Man  sehe  zu,  ob  Sf'(^)  y«  P«  <l)  =  77-  möglich  ist.    Und  so  fort. 

Man   hat  also  hier  för  y  eine  Function  von  x  zu  suchen,  welche  jedesmal  dreien 
Differentialgleichungen  genflgt.  Desshalb  wird  die  Aufgabe  ofl  eine  Qberbesfimmfe  sein. 


Untersuchung  33. 

dy     d^y 
Es  ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y »  -p ,  -r-^    gebildeter  Ausdruck;   und 

man  sucht  für  y  eine  solche  Function  von  x ,  dass  U  ein  Maximum-stand  oder  Minimum- 
stand  wird,   während  y  nur  aua  der  Zahl  derjenigen  Functionen  gewählt  werden  darf, 

bei  denen  eine  gegebene  Gleichung  F'lx,  y,  -^ ,  ^2  )  ^^  ^  identisch  wird,  und  ein 

Ausdruck  F'^/x,  yi  ^9  -t\\  entweder  immer  derselben  aber  nichtgegebehen  Function 
gleich  bleibt,  oder  immer  denselben  aber  nichtgegebenen  Werth  behält 

Bvste  A«flSe«Bg. 
%.  207.    Man  integrire  die  Gleichung  F^(x,  y>  p,  q)  »  0,  so  bekommt  man 

wo  c  und  e  zwei  noch  willkttrliche  Coostanten  sind.    Nun  führe  man   (p(x,  c,  e), 

d.v(x»  c,  e)    d^K»>  c»  ®)    ^  ..  .     »,.,  ^    .  u  I  •  j  ir 

- *^^  -j — 2—^,  -^ — j-j statt  y,  p,  q  m  F"(x,  y,  p,  q)  em;  so  bekommt  man  dafür 

einen  Ausdruck  von  folgender  Form 

n)    9ix,  c,  e) 

welcher  immer  derselben  aber  nichtgegebenen  Function  gleichbleiben,  oder  immer  den- 
selben aber  nicbtgegebenen  Werth  behalten  soll.  Einen  ähnlichen  Auadrock  bekommt 
man  Hat  U,  welcher  dargeatellt  sein  mag  durch 

Itl)    ü  =  ip(x,  c,  e) 
Aus  U  folgt 


und  aus  III  folgt 


d,g(..  c.  e)  ^^  _^  d.g(«.  c.  c)  ,  ^e  =  Q 
^  de  de 


^  de  .  de 


Nimmt  jman  ^e  als  at>hängig,   find  eliminirt  man  es,  so  nimmt  Gleichung  V  folgende 
Form  an: 
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VI)    W  =  (fj'rx,  c,  e)).i9c 

A)  Man  sehe  zu,  ob  die  Gleichang  9'(x,  r,  e)  =  0  möglich  ist;  uod  wenn  sich 
filr  c  und  e  Werthe  ergehen,  die  von  x  unabhängig  sind,  so  hat  man  ein  zu  F'(x,  y,  p,  q)  =0 
gehöriges  besonderes  Integral;  weno  sich  aber  entweder  für  c  oder  für  e  oder  fttr  c  und 
e  zugleich  Functionen  von  x  ergeben,  so  muss  man  untersuchen,  ob  auch  jetzt  die 
Gleichung  F'(x,  y,  p,  q)  =:  0  identisch  wird,  und  man  hat  ein  zu  dieser  Gleichung 
gehöriges  einlach  singuläres  oder  zweifach  singniäres  Integral»  Wenn  man  das  PrQ- 
fungsmittel  an  ^U  gewinnen  kann,  so  hat  man  jetzt 

VII)    (J«ü  =  (gf'^x,  c,  e))  .  i?c2 

B)  Man  sehe  zu ,  ob  aqch  ^'(x ,  c ,  e)  =  -^  möglich  ist. 
Und  so  fort. 

Zweite  Avisen^. 
S.  20a    Aus  F'fx,  y,  p,  <0  -"  0  folgt 

etc.  etc. 
Ans  der  flkr  den  Ausdruck  F''(x,  y>  p«  q)  vorgeschriebenen  Bedingung  folgt 

etc.  etc. 
Aus  der  flir  U  gegebenen  Gleichung  folgt 

^  dy       '         dp        dx  dq        di^ 

etc.  etc. 
Nimmt  man  nun  Öy  und  -^  als  abhängig,  und  eliminirt  man  beide;   so  nimmt  dU 
folgende  Form  an: 

A)  Man  sehe  zu,  ob  r(x,  y,  p,  q)  =:  0  gesetzt  werden  kann.  Hier  hat  man  ein 
den  beiden  Gleichungen 

^i^y  y»  Pi  q)  =  0  und  F'(x,  y,  p,  q)  -i  0 

gemeinsames  Integral  zu  soeben.  Wenn  man  das  PrQAmgsmittel  au  ^ü  gewinnen  kann , 
80  bekommt  man  folgende  Form: 

Xn)    W-(f"(x,  y.p,  q)).(^y 

Aus  I  folgt 

XIII)    dy  =.  ^°^<"^^"*   ^>  .  ^c  ^  ^'^^'j^"'  ^^  ■  ^e 

\IV)    ^  =  MM^^i  c»  e)    ^^  ^  dAy(x,  c,  e)    ^ 
^     dx  dx  •  de  dx  •  de 

v»r^      ^^y  4<*eV(*»    C,  c)  d^d.K«.    «,  e) 

XV)    -=-*■  =  j-^ — 5 »^c  H .  g     . •  ^e 

^     dx*  dx*  •  de  dx*  •  de 


2ti3 

Mittelst   GleichuAg  IV  und  XV  kaoo  man  nun  den  Au9drack  Xli  auf  die  Form  VII 
bringen. 

B)    Man  sehe  zu,  ob  r(x,  y,  p,  q)  =  -^  gesetzt  werden  kann. 

Und  so  fort. 

Man  hat  also  hier  eine  Function  von  x  zu  suchen ,  welche  jedesmal  zweien  DifTe- 
rentialgleichungen  zu  genügen  hat.  Desshalb  kann  die  Aufgabe  auch  oft  eine  ttberbe- 
stimmte  sein,  jedoch  nicht  so  oft,  wie  in  der  vorigen  Untersuchung,  wo  die  gesuchte 
Function  jedesmal  dreien  DifTerentialgleichungen  genügen  muss. 


Untersuchung  34. 


dy     d^y 
Es  ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  -~  ,  -j-j    gebildeter  Ausdruck;   und 

man  sucht  für  y  eine  solche  Function  von  x,  dass  U  ein  Maximnm-stand  oder  Minimum- 
stand  wird,  während  y  nur  aus  der  Zahl  derjenigen  Functionen  gewählt  werden  darf, 
bei  denen  nicht  nur 

1)  ein  Ausdruck  F'(x,  y,  p,  q)  immer  derselben  aber  nichlgegebenen  Function 
gleichbleibt  oder  immer  denselben  aber  nichtgegebeneu  Werth  behält,  sondern 

2)  auch  noch  ein  anderer  Ausdruck  F"(x,  y,  p,  q)  immer  einer  und  derselben 
aber  niehtgegebenen  Function  gleichbleibt  oder  immer  einen  und  denselben  aber  nicht- 
gegebenen  Werth  behält. 

$•  Ü09.  Wegen  der  filr  die  Ausdrücke  F'(x,  y,  p,  q)  und  F''(x,  y,  p,  q)  vorge- 
schriebenen Bedingungen  ist 


dy        ^         dp        dx  dq         dx' 

-^      dy        "^  dp         dx  dq         dx^ 

etc.  etc. 
und  aus  dem  für  U  gegebenen  Ausdrucke  folgt 

fit.    jifT       <^rü    .      ,    dpü     day    ^  d,U     d^y 

etc.  etc. 

Nimmt  man  ^y  und  -t^  als  abhängig,  und  eliminirt  man  sie;  so  nimmt  ^U  folgende 

Form  an 

IV)    ^U-(r(x,  y,p,q)).^ 

A)  Man  sehe  zu,  ob  r(x,  y,  p,  q)  =  0  möglich  ist,  und  integrire  diese  Gleichung, 
so  bekommt  man 

V)    y  =  qp(x,  c,  e) 

wo  c  ond  e  zwei  noch  willkürliche  Gonstanten  sind.  Weil  aber  keine  weitere  Glei» 
chong  mehr  gegeben  ist,  so  hat  man  auch  die  Function  V  keiner  weiteren  Prüfung  zu 
unterwerfen;  und  die  Constanten  c  und  e  werden  durch  Nebenbedingungen  bestimmt. 
Kann  man  das  Prüfungsmittel  an  ^U  gewinnen,  so  bekommt  man  die  Form 

VI)    ^U  =  (r(x,y,  p,  qO.(§y 

B)  Man  sehe  zu,  ob  die  Gleichung  f'(x,  y,  p,  q)  ^  jr  möglich  ist. 
Und  so  fort. 
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Da  roao  hier  jedesmal  nur  eine  eiouge  Gleichung  hat,  ans  welcher  die  für  y  g&- 
suchle  Function  bestimmt  werden  soll;  so  wird  jetzt  die  Aufgabe  niemals  eine  überbe- 
stimmte sein,  sondern  in  der  Regel  ein  brauchbares  Resultat  liefern. 


£s  ist  nun  nicht  mehr  nöthig,  diejenigen  Untersuchungen  vorzunehmen,  wo  sowohl 
der  Tür  U  gegebene  Ausdruck  als  auch  die  Bedingungegleichungen  mit  DifTerentialquo- 
tienten  versehen  sind ,  welche  die  zweite  Ordnung  übersteigen.  Das  bisherige  Verfahren 
lässt  sich  gradezu  auf  dergleichen  Untersuchungea  ausdehnen. 


Untersuchung  35. 
Es  ist  U  ein  mit  den  Elementen  x,  y,  y„  y«,  ^,   Mj  ,   (diL'  di^'  (d?)  ' 

— ^1    ,  etc.  gebildeter  reeller  Ausdruck;  und  mau  sucht  fQr  y  eine  solche  Function 
dl«/« 

von  X,  dass  dabei  U  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  wird. 

$.  210.    Mutirt  man,  so  bekommt  man  f&r  ^U  einen  Ausdruck  von  folgender  Form: 

TO  «  A  .  ^y  -f-  A' .  ^y,  -h  A''  •  dy^ 


Je  nachdem  nan  die  Aosdrflcke  iy,  dy.,  4y«,,  ■—,  {^^\  ,  |-^)    >  etc.  alle  will- 


/d*y\      /d8y\ 


körlichen  oder  bestimmten  Bedingungen  unterworfen  sind,  wird  die  Zerlegung  verschie- 
den ausfallen.  Dergleichen  Verschiedenheiten  hier  besonders  aufzufQhren,  ist  nun  nicht 
mehr  nöthig;  und  es  ist  genug,  die  Aufgaben  95,  96,  97,  96,  99,  100,  101,  102  zu 
citiren. 


Untersuchung  36. 

dy    dz    d^v     d^z     d^y 
Es  ist  ü  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y ,  z,  ~ ,  ^r- ,  ^4 »  t-ö i  -r4  »   «te.  etc. 

dx   ,dx    dx*     dx*    dx^ 

gebildeter  Ausdruck,  wo  die  Elemente  y  und  z  ganz  unabhfingig  untereinander  sind ; 

und  man  sucht  für  y  und  z  solche  reelle  Functionen  des  nichtmutablen  VerfinderUchen 

X,  daas  dabei  U  ein  Maximum-stand  oder  Minimum*>8tand  wird. 

$.211.    Mutirt  man,  so  bekommt  man  für^U  einen  Ausdruck  von  folgender  Fonn: 

aU  =  A.«y  +  A'.^y+A".^  +  A'".^+ 

^  dx  dx*  dx^ 

■ 

dx  dx^  di^ 
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Die  Ausdröcke  ^y  and  dz  sind  sowohl  dem  Werthe  nach  als  aach  der  Form  nach  ganz 
unabhängig  voneinander;  ein  Gleiches  gilt  zwischen  -p-  und  -p ;    ein    Gleiches    gilt 

zwischen  -^-^  und  -r-s-l  und  so  fort.    Wenn  aber  s^leich  mit  der  Form  der  willkürli- 
dx*  dx* 

chen  Function  öy  aach  die  Formen  aller  ihrer  Differentialquotienten  -3^,  -r-~,   -7-4-^ 

dx       dx*        ax^ 

etc.  mitgegeben  sind;  so  sind  doch  alle' diese  Ausdrucke  dem  Werthe  nach  völlig  an- 
abhängig voneinander.  Ein  Gleiches  gilt  zwischen  der  willkürlichen  Function  dt  und 
den  davon  abgeleiteten  Differentialquotienten  (Man  vergleiche  noch  §.  91  und  $.  94). 
HiDsich(lich  der  Zerlegung  von  <5U  braucht  nun  nichts  weiter  bemerkt  zu  werden;  es 
ist  genug,  aur  die  Aufgaben  103—  110,  119,  120,  123^125  zu  verweisen. 


Untersuchung  37. 

Es  ist  ü  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  z,  ^,  -=-,  ^4-,  ^-s-»  -rr»  -r-r»  etc. 

dx    dx    dx*     dx*     dx^     dx*» 

gebildeter  Ausdruck;  und  zugleich  ist  noch  eine  Urgleichung  F(x,  y,  z)  =s  0  gegeben. 

Man  sucht  Rkr  y  und  z  solche  zusammengehörige  Functionen  von  x,  dass  dabei  nicht 

nur  U  ein    Maximum-stand    oder   Minimum-stand .    sondern  dass    auch    der    Gleichung 

F(x,  y,  z)  SS  0  identisch  genügt  wird. 

$.  212.    Um  in  das  Verfahren  einzuleiten,  setze  man,  IJ  sei  ein  nq|r  mit  den  Ele- 

dy    tiz 
menten  x,  y,    z,  -p,  -r-  gebildeter   Ausdruck;   dann    sind   folgende   drei    Auflösungen 

möglich. 

Weil  y  und  z  solche  zusammengehörige  Functionen  sein  sollen,  dass  jedesmal  die 
Gleichung  F(x9  y,  z)  =  0  identisch  erfüllt  wird;  so  ist  von  den  zwei  Elementen  y  und 
z  das  eine  unmittelbar  mutabel,  und  das  andere  ist  mittelbar  mutabel.  Man  gelangt 
zu  ganz  gleichen  Resultaten,  man  mag  das  eine  oder  das  andere  als  unmittelbar  muta- 
bel nehmen.  Man  schaue  sich  also  jedesmal  genau  danach  um,  ob  es  bequemer  ist, 
y  oder  z  als  unmittelbar  mutabel  zu  nehmen.  Man  nehme  z  als  mittelbar,  und  ent- 
wickle es  aus  F(x,  y,  z)  =0,  so  dass  sich  dabei  z  «»  ^fx.  y)  ergibt.    Nun  differen- 

tiire    man    diese    Gleichung    nach    allem    x,    und    es    gibt    sich    -p   =  .  «<y^  *  ^^ 

d.f?Cx ,  y)      dy  dz 

^-        \  '         •  -p .    Diese  für  z  und  j-  hergestellten  Ausdrucke  führe  man  in  den 

(Qr  U  gegebenen  Ausdruck   ein.  so  ist  die   Untersuchnn«   auf  die  Sechsundzwanzigste 
gebracht. 

Zweite  A«flSf«Bg. 

Man  mutire  vorerst,  und  eliminire  die  mittelbaren  Mutationscoefßcienlen.  Aus  dem 
für  U  hergestellten  Ausdrucke  folgen  for  ^U  und  d^V  folgende  Formen 

I)    ^U  —  A  .  ^y  -i-  A' .  ^  H"  A'' .  ^z  -H  A"'  •  ^ 
^  ^  d\  dx 

in    anj  =  A  .  ^y  4-  A'  .  ^  4-  A"  .  a«z  -h  A"'  .  ^ 
"^  dx  dx 

H-  B  .  <Jy2  -h  2  .  B' .  ^y  .  ^  -h  2B''  •  ^y  •  dz  +  28'"  -Sy*^ 

^  "^     dx  ^  "^     dx 

34 
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Aas  ¥(x,  y,  z)  »  0  geben  sich  Malatioosgleichaiigen  von  folgenden  Formeu: 

III)    «  .  ^y  -h  «'  .  ^z  =  0 
IV)    «  -  d^y  4-  «' .  i52x  -H  » .  ay«  4-  MS'  •  ay  •  ^z  -h  »'  .  dt^  ^  0 
Und  wenn  man  beide  Gleichungen  nach  allem  x  differentlirl,  so  bekommt  man 

dl       "^  dx         dx  dx 

VI)    _.d^y4-«.-^-h^-a^4.«'.-^ 

^^.^y2  +  2».ay^4-2.^-^y.<5z  ^  2»' •  iJy  -  ^ 

-h  2»'.5!Ö.az  4-  ^^Sz^  +  2»"  .  az  .^  =  0 
dx  dx  dx 

Man  nehme  nnn  III  und  V,  und  eliminire  ^z  und  -j—  aus  1;  so  bekommt  man  Tür  dU 

dx 

folgende  Form 

VII)    au  =  6  .  ay  +  €'  •  ^ 

d^z    dd'z 
Man  nehme  III,  IV,  V,  VI,  und  eliminire  dz,  d^z,  -=— ,  — r—   aus   II;    so    bekommt 

dx      dx 

man  fiir  ^U  foisende  Form 

VIII)    3^U  =  «  .  a«y  -H  C  .  ^  -f  g  .  ay2  +  2  .  f  - .  ay  .  ^  H-  f ''  .  /^V 

Wie  man  mit  VII  und  VIII  zu  verfahren  hat,  bedarf  keiner  Auseinandersetzung  mehr. 

Dritte  AaflSavBg. 

Weil  F(x,  y,  z)  -=  0  eine  identische  Function  ist,  so  ist  auch  jede  nach  allem  x 
genommene  Differentialgleichung  eine  identische  Function.     Differentiirt  man  wirklich 

nach  allem  x,  und  setzt  man  dann  cur  Abkürzung  p  und  p  bezüglich  statt  -p  und  -p; 
so  bekommt  man 

_„.     d,F        d-F         .    d^F  „ 

Man  muüiplicire  nun  F(x ,  y ,  z)  «»  0  mit  einer  (vorerst  unbekannten ,  jedenfalls  aber) 
nichtmutablen  Function  S  von  x;  so  ist  auch  das  Product  2  •  F(x,  y ,  z)  «»  0  noch  eine 
identische  Gleichung.  Man  multiplicire  auch  Gleichung  IX  mit  einer  (vorerst  unbe- 
kannten, jedenfalls  aber)  oichtmulablen  Function  SR  von  x;  so  ist  auch  dieses  Prodoct 
noch  eine  identische  Gleichung.    Somit  ist  noch  vollkommen  genau 

X)    u  =  U+2.F(x,  y,  z)+SR./^  +  ^.p  +  ^.p^ 

Und  so  fort. 

Statt  aller  weiteren  Auseinandersetzungen  genügt  es,  auf  die  Aulj^aben  tll,  112, 
113.  114  zu  verweis!^. 
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Ist  aber  der  Gang  des  iu  dieser  Unter8ac)iaDg  vorgenomineDeD  einfachen  Falles ,  wo 
nemlicli  U  ein  nur  mit  den  Elementen  *»  y»  2,  g^,  ^  gebildeter  Ausdrucli  ist,  ein- 
mal recht  aufgefassl;  so  kann  man  das  Verfahren  ohneweiters  auch  aof  zusammenge- 
setztere Fälle,  wo  nemlioh  der  ITir  U  gegebene  Ansdruck  noch  Differentialquotienten. 

die  höher  als  ~-  and  j-  sind,  enthält,  ausdehnen. 


Untersuchung  38. 


dv    dz 
Es  ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  z,  -r^,  -r-  gebildeter  Ausdruck;   und 

« 

man  sucht  fQr  y  und  z  solche  Functionen  von  x ,  dass  dabei  U  ein  Maxiraum-stand  oder 
Mlnimum-stand  wird,  während  eben  diese  fikr  y  und  z  gesuchten  Functionen  solche  zu- 
sammengehörige sein  müssen ,  dass  irgend  ein  anderer  Ausdruck  F(z ,  y »  z)  entweder 
immer  der  nemlichen  aber  nichtgegebenen  Function  von  x  gleichbleibt  oder  immer  den 
nemlichen  aber  nichtgegebenen  constanten  Werth  behält. 

$.  213.  Wegen  der  für  F(x,  y,  z)  gemachten  Bedingung  müssen  die  von  diesem 
Ausdrucke  herkommenden  Motationsgleichungen  jeder  Ordnung  für  sich  identisch  zti 
Null  werden,  d.  h.  es  muss  sein 

I)    iE.^y +  4i?.^2  =  0 
^     dy      "^         dz 

II)    ^.^y  4-?J?.^z  4-Ä.ay«-h  2.i^.^y.()z-f  ^.dz2  «0 
^     dy        "^  dz  dy«      ^  dy.dz      ''  dz« 

etc.  etc- 
Man  erkennt  also,   dass,   wenn  man  z  für  das  mittelbar  mutable  Element  nimmt, 
und  man  wie  bei  der  zweiten  Auflösung  der  vorigen  Untersuchung  verfahrt,  sich  Tür  dV 
und  ^U  folgende  Formen  ergeben: 

IU)    dU  =  (f-(x,  y,  z,  p,  p))  .  ^y  +  (f-fx,  y.  z,  p,  p))  •  ^ 
IV)    ^U  -  (f(x,  y,  z,  p,  p))  .  a2y  +  (p'(x,  y ,  z,  p,  p))  •  ^ 

-h»..y^4.3.y..y.^yH-r-(^7 

Erstens.    Sollen  die  gesuchten  Functionen  aus  allen  möglichen  einander  nächst 
anliegenden  herausgewählt  werden,  so  muss  eines  von  folgenden  vier  Systemen  zweier 
Gleichungen  stattfinden : 

f(x,  y,  z,  p,  p)  =  0  und  f"(x,  y,  z,  p,  p)  =  0 

f(x.  y.  z,  p,  p)  =  0  und  f''(x,  y,  z,  p,  p)  «  — 

ar 
f'(»,  y,  «»  P'  <>)  =  0"  ""^  ^"^*'  ^'  *'  P'  ^)  ■*  ^ 

f'(x,  y,  z,  p,  p)  =  -.  und  f"(x.  y,  z,  p,  p)  =  -g^ 

Man  hat  also  jedesmal  zwei  Gleichungen,  aus  denen  sich  durch  Integration  dir  y  und 
z  bestimmte  Functionen  mit  zwei  willkürlichen  Constanten  ergeben. 
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Zweiten«!.  Da  z  als  das  mitlelbar  mutable  Elemeot  geooinmea  worden  ist,  so 
siud  die  MutatioDen  des  z  von  denen  des  y  abhängig  Man  kann  also  aach  nur  die 
Mutationen  des  y  willkürlichen  Bedingungen  onterwerfen;  die  Zustände  des  dz,  d^z  etc. 
ergeben  sieh  dann  jedesmal  aus  den  Gleichungen  i,  II  etc.  Macht  man  also  die  Ein- 
schränkung, dass  man  y  nur  aus  der  Zahl  derjenigen  bei  jedem  Werthe  des  x  einander 
nächstanliegenden  Functionen  herauswählen  dürfe ,  deren  erste  Differenlialquotienlen  t>ei 

dv 
dem  grade  für  x  gedachten  Werthe  alle  mit  -p  einerlei  Werth  annehmen;  so  ist  jetzt 

--I  =  0,  --—  «B  0  etc.,  und  die  Gleichungen  III  und  IV  reduciren  sich  auf 

V)    dU=  (f'd.y,  z.  P,p)-dy 
VI)    d2ü  =  (f-(x,  y,  z,  p,  p))  .  ^y  ■+-  » •  dy^ 
Hier  muss  also  eine  von  folgenden  zwei  Gleichungen 

entweder  f'(x,  y,  z,  p,  p)  =.  0  oder  f'(x,  y,  z,  p,  p)  =  ^ 

stattfinden;  und  man  erkennt,  dass,  weil  nur  eine  einzige  Gleichung  existirt,  während 
sowohl  fUr  y  als  auch  für  z  eine  Function  von  x  gesucht  werden  soll,  die  Aufgabe  jetzt 
eine  diophantische  ist,  welche  ihre  Lösung  dadurch  Gndet,  dass  man  für  das  mittelbar 
mutable  Element  z  eine  ganz  beliebige  Function  von  x  annimmt 

Drittens.  Soll  man  y  nur  aus  der  Zahl  derjenigen  bei  jedem  Werthe  des  x 
einander  nächstanliegenden  Functionen  herauswählen,  welche  bei  dem  grade  für  x  ge- 
dachten Werthe  alle  mit  y  einerlei  Werth  bekommen,  während  ihre  ersten  Differential- 
quolienten  allerlei  verschiedene  Werthe  bekommen  können;  so  ist  jetzt  dy  «»  0, 
a^y  =  0  etc.;  und  die  Gleichungen  III  und  IV  reduciren  sich  auf 

VIO    dü-(f'(x,y,  z,p,  p)).^ 

VIII)    a^U  =  (f-(x,  y,  z,  p,  P))  •  ^  H-  »-  •  (^y 
Dieser  dritte  Fall  liefert  also  ein  ähnliches  Resultat,  wie  der  vorhergehende  zweite. 


Ist  aber  der  Gang  des  in  dieser  Untersuchung  vorgenommenen  einfachen  Falles  recht 

aufgefasst;   so  kann  man  das  Verfahren  auf  den  zusammengesetzten  Fall,   wo  nemlich 

dv  dz 

der  Air  U  gegebene  Ausdruck  noch  DifTerentialqaotienten,  die  höher  als  t^  und  -r-sind, 

enthält,  ohneweiters  ausdehnen. 


Untersuchung  39. 

Es  ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  >  >  y»  ^  i  3^  i  j-   gebildeter  Ausdruck ;   und 
zugleich  ist  noch  eine  Differentialgleichung 


i"  '•  ■■  t  i)  - » 


gegeben.  Man  sucht  Rkr  y  und  z  solche  zusammengehörige  Functionen  von  x ,  dass  dabei 
nicht  nur  U  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand ,  sondern  auch  der  Bedingungs- 
gleichung identisch  genügt  wird. 
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g.  3H.  Man  iotegrire  die  Bedingongsgieichaag  F  =  0,  so  ist  diese  Untorsochung 
aaf  die  37''  xarückgedacht,  und  hat  keine  EigenthömliclikeiteD  mehr.  Statt  aller  Weit- 
läafigkeiten  ist  es  besser,  aaf  die  Aufgaben  115,  121  und  132  zu  verweisen. 


Untersuchung;  40. 


Es  Ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  z,  -p  ,  -p  gebildeter  Ausdruck;   und 

man  sucht  für  y  und  z  solche  Functionen  von  x,  dass  dabei  U  ein  Maximum-stand  oder 
Ifinimum-sland  wird,   während  eben  diese  für  y  und  z  gesuchten  Functionen  solche  "^ 
lasammengihörige  sein  sollen,  dass  irgend  ein  anderer  Ausdruck 

F/x,  y,  E, 


(^'  y»  *'  #  di) 


entweder  immer  der  nemlichen  aber  nichtgegebenen  Function  von  x  gleich  bleibt,  oder 
immer  den  nemlichen  aber  nichtgegebenen  constanten  Werth  behält. 

%.  215.    Weil  diesmal  F[x,  y,  z,  -r^,  -pj  keine  Gleichung  ist ,  so  kann  man  diesen 

Ausdruck  anch  nicht  integriren;  aber  wegen  der  für  ihn  gemachten  Bedingung  mflssen 
die  Motationsgleichungen  jeder  einzelnen  Ordnung  zu  Null  werden.    Setzt  man  nur  zur 

AbkQrzung  noch  p  statt  -p,  und  p  statt  -p;  so  bekommt  man 


'^     dy       ^         dp        dx  dz  dp        dx 

etc.  etc. 
Aus  dem  für  U  gegebenen  Ausdrucke  bekommt  man 

in    Art       ^rü     .    ^  dpü      dSy  ^  d^U     .     ^  d„  ü      d^z 
-^  dy       "^         dp        dx  dz  dp        dx 

etc.  etc. 

Man  kann  also  hier  von  den  vier  Elementen  ^y,  ^z^  -r^,  -?—  nur  eines  als  abhän- 

^  dx  '  dx 

Kig  nehmen.    Nimmt  man  z.  B.  -r-  als  abhängig,  so  geht  II  über  in 

III)    ^U  =  (gf(x,  y ,  z,  p,  p))  .  ^y  -H  (f '(x,  y.  z,  p,  p))  •  ^ 

^  (8''<«»  yi  z»  p»  pO-^'- 

Tnd  so  fort. 


Untersuchung  41. 


Es  ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  x ,  y,  z ,  -p ,  -p    gebildeler  Ausdruck ;   und 


zugleich  sind  noch  zwei  Differentialgleichungen 
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gegeben.  Man  sucht  für  y  und  z  solche  zusammengehörige  Functionen  von  x ,  dass  dabei 
nicht  nur  U  ein  Maiimum-stand  oder  Minimum-stand ,  sondern  auch  den  beiden  Bedio- 
gungsgleichungen  F'  »  0  und  F''  •-  0  identisch  genügt  wird. 

$.  216.  Man  fntegrire  die  beiden  Bedingungsgleichungen ,  so  belLommt  man  sowohl 
für  y  als  auch  fiir  z  eine  ganz  bestimmte  Function  von  x  mit  der  gehörigen  Zahl  will- 
kOrlicher  Constanter.  Man  kann  aber  auch  zuerst  mutiren ,  hierauf  die  mittelbaren  Mo- 
tationscoefficienten  eliminiren,  und  dann  erst  die  gesuchten  Functionen  bestimmen.  (Man 
sehe  die  Aufgaben  116,  117  und  118.) 


Untersuchung  42. 

dy    dz 
Es  ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  ^>  y»  ^9  J^9  n^  gebildeter  Ausdruck;   aod 

man  sucht  für  y  und  z  solche  Functionen  von  x,  dass  dabei  U  ein  Maximum-slaud  oder 
Minimum-Stand  wird ,  während  eben  diese  für  y  und  z  gesuchten  Functionen  solche  zu- 
sammengehörige sein  sollen,  dass  dabei 

1)  der  Gleichung  F'ix,  y,  z,  -p ,  -pj  =  0  identisch  genttgt  wird,  und  dass  zugleicli 

2)  der  Ausdruck  F'^ix,  y,  z,  -p  ,  -p|  entweder  immer  derselben  aber  nichtgege- 
benen Function  von  x  gleichbleibt,  oder  immer  denselben  aber  nichtgegebenen  conslao- 
(en  Werth  behält 

§.  217.    Aus  der  Gleichung  F'  =  0  folgt 

^     dy       '^         dp        dx  dz  dp        dx 

etc.  etc. 
Wegen  der  für  den  Ausdruck  F''  gemachten  Bedingung  mössen  alle  davon  abgelei- 
teten Mutationsgleichungen  identisch  zu  Null  werden,  d.  h.  es  muss  sein 

•l^    d,F''    ^      .    dpF"      ddy        d,F"     .    ^  d>F''      d^z        ^ 
'^      dy        ^  dp         dx  dz  dp         dx 

etc.  etc. 
Jetzt  sind  also  von  den  vier  Elementen  dy,  -p-,  dz,  -p  zwei   abhängig.     Man 

nehme  dz  und  -r—  als  abhängig,  so  ergibt  sich  für  d\]  ein  Ausdruck  von  folgender  Form: 

III)    d\]  .  (g'(x,  y,  z,  p,  p))  .  dy  -h  (^'(x,  y,  z,  p,  p))  •  -^^ 

Hat  man  nun  mittelst  der  aus  ff'(x,  y,  z,  p,  p)  und  9"(^t  y«  z,  p,  p)  sich  ergebenden 
zwei  Gleichungen  für  y  und  z  zwei  bestimmte  Functionen  hergestellt,  so  muss  man 
noch  sorgfaltig  untersuchen,  ob  dadurch  auch  die  Gleichung  F'(x,  yi  z,  p,  p)  =0 
identisch  wird. 


Untersuchung  43. 

dv     dz 

Es  ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  z,  -p ,  -p  gebildeter  Ausdruck,  und 

man  sucht  für  y  und  z  solche  Functionen  von  x ,  dass  dabei  U  ein  Maximuni-«tand  oder 
Minimum-Stand  wird ,  während  die  Tür  y  und  z  gesuchten  Functionen  solche  zusammen- 
gehörige sein  sollen,  bei  denen  nicht  nur 
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1)  ein  Ausdruck  F'(x,  y,  z,  p,  p)  imnier  derseibeu  aber  niclilgegebenen  Function 
gleichbleibt  oder  immer  denselben  aber  nichtgegebenen  Werlh  behält;  sondern  bei  denen 
aacli  noch 

2)  ein  anderer  Ausdruck  F"(x,  y,  z*  p,  p)  immer  derselben  aber  n  ich  (gegebenen 
Fouction  gleichbleibt  oder  immer  denselben  aber  nichtgegebenen  Werth  behält. 

§.  218.  Wegen  der  für  die  beiden  Ausdrücke  F'  und  F''  gemachten  Bedingungen 
müssen  die  davon  abgeleiteten  Mutationsgleichungen  alle  identisch  zu  Null  werden ;  und 

wenn  man  Sz  und  --=—  als  abhängig  nimmt,  so  bekommt  man  für  ^U  einen  Ausdruck  von 
folgender  Form 

SU  =  (g^j,  y,  z,  p,  p))  .  dy  -H  (g* '(x,  y,  z,  p.  p))  •  —^ 

Aas  den  Ausdrucken  g'(x,  y»  z,  p,  p)  und  g"(x,  y«  z,  p,  p)  ergeben  sich  jedesmal 
zwei  Gleichungen,  die  zur  Herstellung  bestimmter  Functionen  für  y  und  z  dienen.  Und 
weil  man  nicht  zu  untersuchen  hat,  ob  durch,  diese  Functionen  noch  eine  dritte  Gleichung 
identisch  wird;  so  wird  jetzt  die  Aufgabe  niemals  eine  überbestimmte  sein. 


Untersuchung  44. 

Es  Ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  y,,  y^^,  x,  z«,  z^,  p,  p«,  p„,  p,  p„ 

dy  dz  d^v 

Pay  q»  qa»  q«^  q»  q.»  qa»  «Ic.  gebildeter  Ausdruck,  wop—  ^,p  =  — ,q  =  g^. 

d^z 
a  =s  T-s,   etc.  ist;   und  man  sucht  für  y  und  z  solche  Functionen  von  x,  dass  dabei  U 
^       dx* 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 

$.  S!19«    Mutirt  man,  so  bekommt  man  für  ^U  einen  Ausdruck  von  folgender  Form 

dV  =  X'dy  ^  A*'  ay,  -h  A"  •  ^y«  -h  « •  ^z  -H  «'  •  ^z,  4-  «''  -  ^z^ 


d2<}z 


-f- 


dx2 


«••(^).-«-(^). 


Je  nachdem  nun  die  Mutationen  alle  willkürlich  oder  bestimmten  Bedingungen  un- 
terworfen sind,  wird  die  Zerlegung  verschieden  ausfallen.  Dergleichen  Verschiedenhei- 
ten aber  besonders  aufzuzählen,  ist  hier  nicht  mehr  nöthig.  (Man  sehe  die  Aufgaben 
126  bis  132.) 


Untersuchung  45. 

d  y    d  y    ^xY    d  d  y    ^wV 
Es  ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  »»  ^»  y»  "^7 »  "^  '  J? '  dx:5w '  dw^     ®^^' 

gebildeler  Ausdruck;  und  man  sucht  für  y  eine  solche  Function  der  beiden  nichtmutab- 
len Veränderlichen  x  und  w,  dass  dabei  U  ein  Maximum-sland  oder  Minimum-stand  wird. 


272 

§.  22(>.  Da  U  ein  Matimom-sland  oder  Minimum-Stand  werden  soll,  so  sind  die 
nichtmotablen  Elemente  x  ond  w  noch  ganz  allgemein,  d.  h.  man  kann  jedem  was  im- 
mer für  einen  beliebigen  besondern  reellen  Werlh  beilegen.  Wenn  man  nnn  irgend  eine 

durch  qp(x,  w)  dargestellte  reelle  Function  an  die  Stelle  des  y,  folglich  auch    '^S  '  --  * 

d^a^fx,  w)     ^1<P(^*   ^)      ,..-..,.,.  d-y    d^y    <*xy       .     .     j.  ^    ,.  ^ 

ti^yv*^  w^^     X        ^  ^j^    bezüglich  statt -^,   d     »^'  *"  orsprilngliche 

Gleichung  einsetzt;  so  bekommt  man  auch  für  U  eine  Function  von  x  and  w,  welche 
mit  t/;(x,  w)  bezeichnet  sein  mag.  Die  dem  <3p(x,  w)  bei  jedem  Werlhe  des  x  and  bei 
jedem  Werthe  des  w  nächstvorgehenden  uod  nächstnachfolgenden  Nachbarfonelionefi 
werden  (nach  §.  60)  im  Allgemeinen  dargestellt  durch 

I)    g>(x,  w)  -h  X  .  <5y  -h  ^  .  ««y   -h  ^  -  d^  -h 

wo  jeder  der  Ausdrücke  ^ ,  ^y  ^  d^  %  etc.  eine  fcir  sich  beliebige  reelle  Fanclion  von 
x  und  w  vorstellt,  and  x  bald  als  positiv  bald  als  negativ  im  Momente  des  Verschwia- 
dens  befindlich  gedacht  wird.  Die  aus  diesen  Functionen  sich  ergebenden  Differential- 
qaotienten  sind  dann 

II) 
111) 


d,v(i,  w)        ^    d,ay    1     x2 
dx              "     dx           1.2 

d.a2y             x3         d,iJ3y 
dx              1-2.3           dl 

d^<3p(x .  w)    j    ^    d^ay    j     x2 
dw                     dw           1.2 

d^3*y          x3        d^d^y 
dw          1.2.3        dw 

etc.  etc. 

Man  erkennt  aber,  dass  alle  Unlersachongen ,  wo  eine  Function  zweier  Veränder- 
licher verlangt  wird,  denjenigen  Untersach ungen  analog  sind,  welche  eine  Function 
eines  einzigen  Veränderlichen  verlangen,  und  bereits  (in  $§.  180-219)  abgehandelt  sind. 
Desshalb  genügt  es,  auf  die  Aufgaben  133  bis  153  zu  verweisen. 


Untersochang  46. 

dy 
Es  ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  ^  gebildeter  Aasdrack;    ond    man 

sacht  für  y  eine  solche  reelle  Function  von  x  und  zogleich  für  z  einen  solchen  beson- 
deren reellen  Werth,  dass  der  dabei  sich  ergebende  bestimmte  reelle  Wertli  des  U 
grösser  oder  kleiner  wird,  als  alle  diesem  bestimmten  Werthe  des  U  nächstanliegenden 
Nachbarzastände ,  d.  h.  der  gesuchte  Werth  des  U  soll  ein  Maximamwerth  eines  Ma- 
ximum-Standes oder  ein  Minimumwerth  eines  Minimom-standes  werden. 

§.  221.    Die  irgend  einem  Werthe  des  x  nächstvorangehenden  and  nllchstnachfol- 
genden  Nachbarwerthe  werden  im  Allgemeinen  dargestellt  durch 

X«  _  x3 


^  1.2  1.2.3 


Alle  irgend  einem  Werthe  einer  für  y  beliebig  gewählten  Function  nächstvorangebenden 
und  nächstnachfolgenden,  sowohl  aus  dieser  für  y  gewählten  Function  als  auch  aas  allen 
nächstanliegenden  Nachbarfunctionen  hervorgehenden  Nachbarwerthe  werden  im  Allge- 
meinen dargestellt  durch 

II)    y  -+-  X  .  Ay  -H  -^  •  j<5,«y  4-  yt:^  .  A^  H- 
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und  die  daron  abgeleiteteD  Differeotialqiiolienleii  sind 

"*■'      dX  ^  dl      ^     t.2  dX  1.«.3  d» 

wo,  wie  (aus  g.  TT)  bekannt, 

(*y  —  ^y  +  ^  •  *>» 

d^  _  d«y       dfy 
dx    ~  dx   ^  dx« 

,a^y  =:  ^  +  2  .  ^  .  *H-  g  .  *x«  +  g  .  *«x 

<^==^^2.5?..x-HS.*x^+a.^x 
dx  d\  ax^  dx^  dx^ 

etc.  etc. 
ist.    Molirt  man  U,  so  bekommt  man 

IV)    ,iJ,ü  =  aü  4-  ^  .  t9x 

V)  ,d,;^ü  =  a«ü  +  2 .  ^ .  ^1  -H  ^  •  »?x2  -4-  i^  .  &^x 

etc.  etc. 
Hier  ist  aber  bekanntlich 

^,        d,U    ^  d,.lJ      da^y    .    d?U  •  d.dpü     .      ddy 

dy        ^         dp        dx  dy*       -^  dy.dp      ^     dx 


Also  ist 


Ferner  ist 


■^  dp»       \dx/ 

ddV         \dy/    ,         d,U    d<»y    .      IdpJ    diy       <JpU      d% 
dx  dx        ^  ^   dy      dx   ^      di         dx         dp        dx« 

dll  _  d^        dJJ      dy        dpü      d«y 
3x  ~   dx    "^   dy    '  dl  ■*■  dp    "  dx« 


dfU        cliU 

dx«  *"  dx« 


ix«  ^        dx.dy      dx  ^       dx.dp      dx«  ^    dy«      \dx/ 

Mgü  .  dy      cPy    .    ^     /d«yy       dJJ      fy    .    dpü 
dy.dp      dx  '  dx«        dp«   *  \dx«/  dy    '  dx«   "^   dp 


dPy 
,        dx3 

etc.  etc. 
Wie  man  alle  diese  AosdrOcke  weiter  za  behandeln  hat,    bedarf  keiner  Auseinan- 
dersetzang. 


UntersQchiing  47. 
Es  ist  U  ein  reeller  mit  den  Elementen  x ,  a,  a ,  y ,  y« .  y^^ ,  ^p  ( -p  |  ,  ( -p )  gebilde- 
ter Aasdrack;  ond  man  sacht  für  y  eine  solche  reelle  Fanction  yon  x,  and  zagleich 

35 
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auch  (lir  i  eioen  solchen  besonderen  reellen  WerÜi,  dass  der  dabei  sich  fOr  U  ergebende 
bestimmte  reelle  Werlh  grösser  oder  kleiner  wird,  als  alle  diesem  bestimmten  Werthe 
des  U  nüchstanliegenden  Nacbbarzostände,  d.  h.  der  gesuchte  Werlh  des  U  soll  ein 
Ifazimumwerth  eines  Maximum-Standes  oder  ein  Minimamwerth  eines  Minimam-standes 
werden. 

$.  222.    Die  irgend  einem  Werthe  des  x  nächstrorgehenden  und  nftchstnachfolgen- 
den  Nachbarwerthe  werden  im  Allgemeinen  dargestellt  durch 

Alle  irgend  einem  Werthe  einer  fiir  y  beliebig  gewählten  Function  nftchstTorgehendeD 
und  nächstnachfolgenden ,  sowohl  ans  dieser  für  y  gewählten  Function  als  auch  aas  allen 
nächslanliegenden  Nachbarfunctionen  hervorgehenden  Nachbar  werthe  werden  im  Allge- 
meinen dargestellt  durch 

II)  y  +  '^  •  Ay  4-  ^ .  (3^  +  j~j .  (^  -H 

und  die  davon  abgeleiteten  Differentialquotienten  sind 

„0  ^  +  ,.^  +  j^.^  +  jL.^  + 

^    dx  dx  i.s        dx  1.2.3        dx 

Weil  aber  a  und  a  feste  Werthe  sind,  so  erleiden  die  Elemente  y«,  y^,,  l-p  j  ,  /  ~j 
nur  reine  Mutationen ,  d.  h.  die  ihnen  nächstanliegenden  Nachbarznstände  sind  bezüglich 

IV)  y,  -H  X  .  dy.  H-  -^  .  a«y,  +  j^  .  d3y.    h- 

V)  y„  +  X  .  ay„  +  ^  .  ^y„  -h  -j-j^  .  a^y^  -h 

">  (ij). — (^').  -  5  •  (^).  -  Tfe  •  (^).  - 


Die  weitere  Ausführung  dieser  Untersuchung  kann  in  Folge  alles  Vorhergehenden 
unterlassen  werden. 


Es  ist  ersichtlich,   dass  die  in  diese  zweite  Abtheilung  gehörigen  Untersnchnngen 
sich  noch  ungeheuer  vervielfältigen  lassen. 

Auch  wären  namentlich  noch  solche  Untersuchungen  aufzustellen,  wo 

Zusammengesetze  Mutationen 

angewendet  werden.    Dieses  ist  aber  nicht  mehr  ndthig,  da  in  Folge  alles  Vorherge- 
henden dergleichen  Untersuchungen  ohne  Anstand  ansgefohrt  werden  können. 


C.    Ansdrileke,  wo  Integrale  vorkommen. 

Untersnchung  48. 

Es  ist  V  ein  reeller,  mit  den  Elementen  x  und  y  gebildeter  Ausdruck,  nnd  man 
sucht  für  y  eine  solche  reelle  Function  des  nichtmutablen  Veränderlichen  x ,  dass  dabei 
das  zwischen  den  Gränzen  von  x  =  a  bis  x  =s  a  erstreckte  Integral 
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•»"-r 


V    dx 
a 

ein  Maxtmoai-sland  oder  Minimum-Stand  wird. 

§.  223.  Weil  die  Werlhe  von  a  und  a  nicht  gesucht  zu  werden  brauchen,  sondern 
beliebig  sein  können,  und  nicht  mit  ihren  nächstanh'egenden  Nachbarwerdien  verglichen 
werden  müssen;  desshalb  kann  hier  nur  im  Allgemeinen  von  einem  Maximum-stande 
oder  Minimum-Stande,  und  nicht  von  einem  Maximumwerthe  oder  Minimum werthe  die 
Rede  sein  (vergleiche  $.  112).  Man  berücksichtige  jedoch  stets,  dass  a  >  a,  d.  h. 
dass  die  Differenz  (a  —  a)  positiv  ist. 

Wenn  man  nun  irgend  eine  durch  qf(\)  dargestellte  reelle  Function  an  die  Stelle  des 
y  in  Gleichung  1  einsetzt;  so  bekommt  man  für  U  einen  aus  a  und  a  gebildeten  Aus- 
druck, welcher  dargestellt  sein  mag  durch  ^ 

Nun  werden  (nach  $.  60)  alle  die  der  Fonctlon  9>(x)  nächstanliegenden  Nachbarfunctionen 
dargestellt  durch 

III)     qp(X)  -h  X  .  ^y  H .  ^2y  4-  — --  .  (J3y  4-  .    .    .    .    .    . 

1.8  1,2.3 


wo  Jeder  der  Ausdrücke  ^y,  ^,  ^y,  etc.  eine  für  sich  beliebige  reelle  Function  vor- 
stellt, und  X  bald  als  positiv  bald  als  negativ  im  Momente  des  Verschwindens  befindlich 
gedacht  wird.  Führt  man  diese  Reihe  III  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichung  I  ein,'  so 
bekommt  man  die  dem  U'  nächstauliegenden  Nachbarzustände,  welche  dargestellt  wer- 
den mögen  durch  (%fKa)  —  V'(a)  -f-  JU)  oder  durch  (ü'  -f-  Jt). 

Soll  nun  bei  dem  Im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  x  die  Differenz 
(U'  H-  i/U)  —  U'  unter  allen  Umständen  ihr  Zeichen  nicht  wechsehi  können;  so  darf 
sich,  wenn  man  für^  die  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe  entwickelt,  keines- 
wegs die  (in  §.  62  aufgestellte)  aUgemeine  Reihenform 


//ü  «  X  .  W  -h  -^  .  OTJ  -f-  —  .  S^V  -f- 

1.2  1.2.3 


ergeben,  wo 


J*<*d  V 
^  •  ^y  •  dx 
a  dy 

etc.  etc. 
ist;  denn  hierbei  würde  J\]  zugleich  mit  x  das  Zeichen  ändern.    Die  für  Jl]  herzustel- 

rd  V 
-^  •  ^y  •  dx  anfangen,  während  ^y  jede  beliebige 

r^d  V 
reelle  Function  von  x  vorstellt-    Die  Reihe  fängt  aber  nicht  mit  x  •  I     -^  •  ^y  •  dx  an, 

Ja  ^y 

wenn  eine  von  folgenden  Gleichungen 

IV)    ^  =  0,  oder  V)    ^  :-  -^ 

stattfindet.  Beide  Gleichungen  müssen  für  jeden  beliebigen  reellen  Werth  des  x  gelten, 
und  können  rückwärts  eben  noch  dazu  benutzt  werden,  zu  bestimmen,  was  «yxx)  Itir 
eine  Function  Ist,  bei  welcher  U  möglicherweise  ein  Maximum-stand  oder  Minimum- 
stand wird.    Das  Praktische  des  Verfahrens  ist  nun: 
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d  V 

A)  Man  sehe  zu,  ob  die  Gleichang  -^  »  0  möglich  ist,  und  bestimme  daraus 

y  als  FuuctioD  von  x. 

d  V        9£. 

B)  Hierauf  sehe  man  zu ,  ob  die  Gleichang   -j~  =^  ^  möglich  ist ,  und  bestimme 

abermals  y  als  Function  von  x. 

Man  erkennt  aber  gradezu,  dass  die  Gränzen  a  und  a,  welche  sie 
auch  immer  sein  mögen,  hier  in  beiden  Fällen  durchaus  keinen  Ein- 
riuss  auT  die  gesuchte  Function  y  von  x  haben;  und  dieses  ist  eia  sehr 
bemerkenswerther  Umstand. 

Das  Prüfungsmittel  gewinnt  man,  indem  man  die  Reihe  III  an  die  Stelle  des  y  in 
Gleichung  I  einsetzt.  Es  ist  aber  bequem,  vorerst  nur  (g>(x)  +  x  •  f})  statt  der  Reihe 
III  zu  nehmen,  und  erst,  wenn  man  die  für  JV  sich  ergebende  Reihe  nach  steigenden 
Potenzen  des  x  geordnet  hat,  wieder 

^y  -+-  —  •  ^y  -f-  -^  •  d^y  -t-  — ?^  •  d*y  4- an  die  Stelle  des  * 

1.2  1.2.3  1.3.3.4  "  ^ 

zuruckzurühren.  Das  erste  Glied  der  für  Jl]  herzustellenden  und  nach  Potenzen  des  x 
aufsteigenden  Reihe  muss,  weil  es  sein  Zeichen  nicht  ändern  darf,  den  Factor  x  in  der 
Weise  enthalten,  dass  sein  Exponent  entweder  eine  ganze  grade  Zahl  oder  ein  in  sei- 
nen kleinsten  Zahlen  ausgedruckter  Bruch  mit  gradem  Zähler  und  ungradem  Nenner  ist. 
Die  für  JV  herzustellende  Reihe  sei 

•^  ./ü  =  x"»  .  P  M  .  dx  +  x""  +  "  .  P  N  .  dx  -h 

Ja  Ja 

wo  der  Eiponent  m  die  eben  besagte  Eigenschaft  hat ;  so  ist  das  erste  Glied  (oaoh  §.  9) 
bestftndiir  positiv  oder  negativ,  wenn  der  Ausdruck  M  bei  jedem  von  a  bis  a  möglichen 
Werlhe  des  x  beständig  positiv  oder  negativ  bleibt 

Sollte  einmal  der  Quotient  -~    die  unbestimmte  Form  ^  annehmen;  so  wird  die 

directe  Reihenentwicklung  nicht  nur  die  dem  U'  =  t^a)  —  i/;ca)  nächstanliegenden  Nacb- 
barzustände  herstellen ,  sondern  sie  wird  auch  die  wahre  BedautUDg  dieser  Form  angeben. 

$.  224.  Hier  mag  noch  einmal  erinnert  werden,  wie  nöthig  es  ist,  sich  bei  Her- 
stellung des  Prüfungsmittels  zu  der  Ueberzeugung  hinzuarbeiten,  dass  kein  einziges  wenn 
auch  noch  so  späles  Glied  der  für  JJ]  herzustellenden  Reihe  ans  irgend  einem  Grunde, 
z.  B.  wenn  x  vom  Positiven  ins  Negative  oder  umgekehrt  tibergeht,  imaginär  werden 
kann.  Hat  man  sich  aber  zu  dieser  Ueberzeugung  hingearbeitet,  so  ist  es 'schon  genug: 
wenn  man  nur  das  erste  Glied  vollständig  hergestellt  hat,  da  alle  folgenden  Glieder 
nichts  mehr  zum  Zeichenstande  des  verschwindend  kleinen  JU  beitragen. 

In  Beziehung  auf  die  Herstellung  dieses  ersten  Gliedes  bemerke  man  nun  Folgendes: 

H  V         Ä 

1)  Ist  -p-  =  -TT-  gesetzt  worden,  so  muss  man  dieses  erste  Glied  durch  die  be- 
reits besagte  directe  Reihenentwicklung  herstellen;  ist  aber 

d  V 

2)  --p  =  0  gesetzt  worden,  so  ist  es  nicht  immer  nöthig,  directe  Reihenentwick- 

lung  zu  Hilfe  zu  nehmen ,  sondern  man  kann  auch  auf  folgende  Weise  verfahren : 

d  V 
A)    Wegen  -^  <»  0  bleibt  im  Allgemeinen  nur 


Bekommt  nun  bei  den  jetzigen  Specialitäten  kein  Glied  der  Reihe  Null  in  den  Nenner. 

dJV 
und  ist  der  Quotient  -~  bei  jedem  von  a  bis  a  möglichen  Werthe  des  x  positiv   oder 
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uegativ ,  so  ist  (nach  $.  9)  aach  der  AuBdrock  1     -^  .  ay2 .  dx  positiv  oder  negativ. 

Ja  ^y^ 

d^v     a) 

Wird  aber  bei  den  jetiigen  Specialitäten  -p^  »  -^,  so  moss  man  directe  Reihenenl- 

wicklong  vornehmen.    Wird  aber  bei  den  jetzigen  Specialitäten  -^  =  0,  so  bleibt 
B)    im  Allgemeinen  nur 

x3      f«d^V 


Ja  dy^ 

und  es  kann  jetst  nnr  dann  ein  Maiimum-stand  oder  Minimam-stand  stattfinden,  wenn 

dV  <JtV         6  4V 

bei  den  aas   -^  =:  0  folgenden  Specialitäten  entweder    -^3-  »  -jr  oder  -^    =  0 

wird.   Wird  --pj  =  ---,  so  wird  das  Prlkfungsmiltel  dnrcb  directe  Reihenentwicklung 

d^V 
hergestellt;  wird  aber  --py  =  0,  so  bleibt 

C)    im  Allgemeinen  nur 

X*        C^  dtV 

^-TliJli.ipr'y''^^^ 

und  so  fort 


Untersuchung  49. 

Es  sind  V  und  W  zwei  reelle  mit  den  Elementen  x  und  y  gebildete  Ausdrücke, 

and  man  sucht  fijr  y  eine  solche  reelle  Function  des  nichtmutablen  Veränderlichen  x, 

dass  dabei  das  Product  der  zwichen  den  Gränzen  von  x  «»  a  bis  x  =  a  erstreckten  Inle- 

/^  /»a 

grale    1      V  •  dx  und  1     W  •  dx,  d.  h.  der  Ausdruck 
Ja  Ja 


I)    ü  «  I      V  .  dx  X  I      W  .  dx 
Ja  Ja 


a  «/a 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 

§.  225.  In  wieferne  hier  von  einem  Maximum -stände  oder  Minimum -stände  die 
Rede  ist,  ist  schon  (im  Anfange  des  g.  223)  auseinandergesetzt.  Wenn  man  nun  irgend 
eine  durch  ^(x)  dargestellte  reelle  Function  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichung  I  einsetzt; 
80  bekommt  man  für  U  einen  aus  a  und  a  gebildeten  Ausdruck,  welcher  dargestellt  sein 
mag  durch 

U)    ü'  «  V(a,  a) 

Nun  werden  (nach  §.  60)  alle  die  der  Function  qnx)  nächstanliegenden  Nachbarfunctio- 
nen  dargestellt  durch 

9                     3 
III)    <yHX)  +  X  •  ^y  -H  —  •  d^y   H —  •  <53y  -h 

1 »2  1 .2«  3 


Führt  man  diese  Reihe  111  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichung  i  ein,  so  bekommt  man 
die  dem  U'  näcbstanliegenden  Nachbarzostnnde,  welche  dargestellt  werden  mögen  durch 
(V^a»  a)  -h  J\J)  oder  durch  (U'  4-  /AT) 
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SoO  DUO  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindeas  gedachten  x  die  DUÜEreoz 
Qj*  +  ^/IJ)  -.  u«  unter  alieD  rmstanden  ihr  Zeichen  nicht  wechseln  iiönnen;  so  darf 
sich,  wenn  man  für  JV  die  nach  Potenzen  des  x  ansteigende  Reihe  enlwickell ,  keines- 
w^;s  die  (in  $.  62  aufgestellte)  allgemeine  Reihenform 


1.2  1.1.3 


ergeben,  wo 


-I-  PiX  .  3)2  .  dx  k  P  w .  dx 
Ja  <>y*  Ja 

etc.  etc. 
ist.    Wenn  man  non  die  lltar  y  gewählte  Function  in  1     V  •  dx  und  in  I     W  •  dx  sab- 

slilnirt,  so  ergeben  sich  f&r  beide  Integrale  Ansdrficfce,  die  Yon  x  unabhängig  sind; 
ihr  Quotient  ist  also  auch  von  x  unabhängig.  Man  bezeichne  diesen  Quotient  nril  A, 
so  bekommt  man  die  Gleichung 

IV)    1      V  .  dx  =  A  -  I      W  .  dx 
Der  Inr  JU  bereits  hergestellte  Ausdruck  gehl  also  fiber  in 

Aber  eben  weil  A  von  x  unabhängig  ist,  so  kann  man  auch  setzen 

A)  Setzt  man  den  zu  Sy  gehörigen  Factor  =  0,  so  bekoomit  man  die  identische 
Gleichung 

VI)   a.^-h!^  =  o 

-^  dy  dy 

Daraus  ergibt  sich  Cur  y  eine  Fonction  von  x  mit  dem  noch  unbestimmten  Conslanlen 
A,  welcher  durch  Gleichung  IV  bestimmt  wird.  Dabei  hat  man  aber  zu  beachten,  ob 
nicbl  Gleichung  IV  einen  Widerspruch  in  sich  selbst  enthält,  in  welchem  Falle  die  AoP 
gäbe  unmöglich  ist  (man  sehe  z«  B.  die  Aufgaben  229,  232,  eCc);  und  weil  der 
Constante  A  durch  Gleichung  IV  bestimmt  wird,  so  erkennt  man»  dass 
die  hier  sich  ergebende  Fonction  y  von  x  in  einer  gewissen  Abhängig- 
keit von  den  Gränzen  a  und  a  steht. 

Andere  Schriflsteller  haben  es  öbersehea  •  dass  man  beachten  misse ,  ob  Gleichnng  IV 
einen  Widersprach  in  sich  selbst  enthalte ;  ond  dadurch  sind  sie  In  grobe  Irrthiimer  Yerfalleo. 

B)  Man  kehre  wieder  zu  Gleichung  V  zurück,  und  sehe  zu,  oh  man  dem  daselbst 
bei  dy  befindlichen  Factor  die  Form  -jr  geben,  und  so  abermals  eine  Gleichung  gewin- 
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nen  kano,  aus  welcher  sich  y  als  Function  von  x  bestimmen  lässl.  Weil  aber  in  Glei- 
chang  y  der  Gonstanle  A  nur  im  Zähler  vorkommt,  so  enthält  die  jetzige  Function  y 
von  X  den  Conslanten  A  nicht.  Somit  braucht  auch  jetzt  Gleichung  IV  nicht  weiter  he- 
rficksichstigt  zu  werden  (s.  Aufgabe  229),  und  die  jetzt  für  y  sich  ergebende  Function 
ist  von  den  Gränzen  a  und  or  ganz  unabhängig. 

$.  226.  Das  PrQfungsmittel  gewinnt  man,  indem  man  die  Reihe  III  an  die  Stelle 
des  y  In  Gleichung  I  einsetzt,  und  für  JV  eine  nach  steigenden  Potenzen  des  x  fort* 
laufende  Reihe  entwickelt.  Für  den  Fall  aber,  dass  man  das  Prikfnngsmittel  an  dem 
Mhtationscoefficienten  ^U  entnehmen  kann,  bedenke  man,  dass  ans  Gleichung  VI  folgt 

-^  e.  —  4  .  .1 —  ;  and  somit  geht  unter  fernerer  Beachtung  der  Gleichung  IV  der  für 

d^U  bereits  hergestellte  Ausdruck  über  in 


-"•(r^-"-)' 


Hier  führe  man  die  fEkr  y  gefundene  und  bereits  vollständig  bestimmte  Function  ein, 
and  untersuche  dann  den  Zeichenstand  des  WJ  nach  g.  9.  Bleibt  ^U  unter  allen  Um- 
standen negativ,  so  findet  ein  Maximum-stand  statt;  bleibt  ^U  unter  allen  Umständen 
positiv,  so  findet  ein  Minimum-stand  statt;  kann  aber  das  ^U  nicht  unter  allen  Um- 
ständen denselben  Zeichenstand  behalten,  so  findet  weder,  ein  Maximnm-stand  noch 
Minimum-Stand  statt   (man  sehe  noch  Aufgabe  229). 


Untersuchung  50. 


Es  sind  V,  W,  Z  drei  reelle  mit  den  Elementen  x  und  y  gebildete  Ausdrücke;  und 
man  sucht  für  y  eine  solche  reelle  Function  des  nichtmntablen  Veränderliehen  x,  dass 
dabei  das  Product  der  zwisclien  den  Gränzen  von  x  »a  a  bis  x  =  a  erstreckten  Integrale 

/•tt  ca  iHt 

I)    U  =  1      V  .  dx  X  I      W  .  dx  X  I      Z  .  dx 
Ja  Ja  Ja 

ein  Maximum-Stand  oder  MInimnm-stand  wird. 

$.  227.  In  wiefeme  hier  von  einem  Maximum-stande  oder  Minimum -stände  die 
Rede  ist,  ist  schon  (im  Anfange  des  %.  223)  auseinandergesetzt  Wenn  man  nun  irgend 
eine  durch  (p{i)  dargestellte  reelle  Function  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichung  I  einsetzt ; 
so  bekommt  man  ftir  U  einen  aus  a  und  a  gebildeten  Ausdruck,  welcher  dargestellt 
sein  mag  durch  U'  =  ^(a,  a),  etc.  etc.  (Statt  aller  Wiederholungen  soll  auf  den  An- 
fang von  $.  225.  verwiesen  werden.)    Aus  Gleichung  I  folgt  zunächst 

II)    iJU  —  f"^  .  ^y  .  dx  X  p  W  .  dx  X  f"  Z  .  dx 


r*  V  .  dx  X  I     i^  •  dy  .  dx  X  I      Z  .  dx 

f"  V .  dx  X  P  w  .  dx  X  P^  •  ^y  •  ^« 


+  A 
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V  •  dx ,  10  I     W  •  dx,  and 
-  .,  J  di 

in   I      Z  •  dx  einsetzt,  so  ergeben  sich  für  diese  drei  Integrale  AasdrQcke,  welche  von 

V  .  dx             I      V  .  dl 
X  anaonangig  sina ;  es  sina  aiso  aacn  aie  vf aouenien   — und   -? von  x 

I     W  .  dx  I      Z  .  dx 

unabhängig;  und  wenn  man 

V  .  dx  »  A  •  I      W  .  dx 

a  Ja 

und 

J»a  /«ff 

V  .  dx  =  B  .  I      Z  .  dx 
a  Ja 

setzt,  so  geht  Gleichung  II  über  in 

au  =  l"  i^  •  dy  .  dx  X  I      W  .  dx  X  I      Z  .  dx 

f"^ .  <Jy  .  dx  X  I      W  .  dx  X  f "  Z  .  dx 

-h  B  .  P^  .  ^y  .  dx  X  P  W  .  dx  X  P  Z  •  dx 

Aber  eben  weil  A  und  B  von  x  ganz  unabhängig  sind,  so  kann  man  diese  Gleichung     , 
auch  omformen  in 

A)  Lässt  man  den  bei  ^y  befindlichen  Factor  zn  Null  werden,  so  bekommt  man 
die  identische  Gleichung 

-^     dy  dy  dy 

Daraus  ergibt  sich  f&r  y  eine  Fanction  von  x  mit  den  zwei  noch  anbestimmten  Gonslan- 
ten  A  und  B,  welche  aber  durch  die  Gleichnngen  HI  und  IV  bestimmt  werden.  Dabei 
hat  man  zu  beachten,  ob  keine  der  Gleichungen  III  und  IV  einen  Widersprach  in  sich 
enthält,  in  welchem  Falle  die  Aufgabe  unmöglich  ist;  und  weil  die  Constanten 
A  und  B  durch  die  Gleichungen  III  and  IV  bestimmt  werden,  so  erkennt 
man,  dass  die  hier  sich  ergebende  Function  y  von  x  in  einer  gewissen 
Abhängigkeit  von  den  Gränzen  a  und  a  steht. 

B)  Man  kehre  wieder  zu  Gleichung  V  zurück ,  und  schaue,  ob  man  dem  daselbst 

V 
bei  dy. befindlichen  Factor  die  Form  -^  geben,  und  so  abermals  eine  Gleichung  gewin- 
nen kann,  aus  welcher  sich  y  als  Function  von  x  bestimmen  lässt  Weil  aber  in  Glei- 
chung y  die  Constanten  A  und  B  nur  im  Zähler  vorkommen;  so  enthält  die  jetzige 
Function  y  von  x  die  Gonstanten  A  und  B  nicht.  Somit  brauchen  auch  jetzt  die 
Gleichungen  lU  und  IV  nicht  weiter  berücksichtigt  zu  werden,  und  die  jetzt  für  y  sich 
ergebende  Function  ist  von  den  Grauten  a  und  a  ganz  unabhängig. 
Und  so  fort. 
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E»  ist  annSthig,  diese  Uolersuchuag  auf  Prodocte  von 'vier  und  noch  ntehr  Integra- 
len aosziidehnen. 


Untersachong  51. 

Es  sind  .V  und  W  zwei  reelle  mit  den  Elementen  x  und  y  gebildete  Ansdräcke; 
and  man  sucht  fiir  y  eine  solche  reelle  Function  des  nichtmutablen  Veränderlichen  x , 
dass  dabei  der  Quotient 

P  V  .  dx 
I)    ü-*'« 


i 


a 

W-dx 
a 


ein  Maximum-sland  oder  Minimum-stand  wird« 

g.  228.  In  wieferne  hier  von  einem  Maximum-stande  oder  Minimum-stande  die 
Rede  ist,  ist  schon  (im  Anfange  des  §.  223)  auseinandergesetzt.  Wenn  man  nun  irgend 
eine  durch  9>(x)  dargestellte  reelle  Function  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichung  I  einsetzt ; 
so  bekommt  man  für  U  einen  aus  a  und  a  gebildeten  Ausdruck,  welcher  dargestellt 
sein  mag  durch  U^  »  t^(a,  a),  etc.  etc.  (Statt  aller  Wiederholungen  soll  auf  den  An* 
fiing  des  $•  ^^  verwiesen  werden).    Aus  Gleichung  I  folgt  zunächst 


I      V  .  dx  und  in  I      W  .  dx 


Wenn  man  nun  die  für  y  gewählte  Function  in  I      V  •  dx  und  In  I      W  •  dx   snbsti- 

tuirt,  so  ergeben  sich  fQr  beide  Integrale  Ausdrücke,  die  von  x  unabhängig  sind;  ihr 
Quotient  ist  also  auch  von  x  unabhängig,  llfan  bezeichne  diesen  Quotienten  mit  A,  so 
bekommt  man  die  Gleichung 

III)    I     V.dx  «  A.  P  W.dx 
Ja  Ja 

Gleichung  II  reducirt  sich  also  jetzt  auf 

r^.,,..,_A.r4w.^... 


IV)    ^U  = 


r 


W.dx 
a 


Aber  eben  weil  A  von  x  unabhängig  ist,  so  kann  man  auch  setzen 

I     W  •  dx 
Ja 

A)    Lässt  man  den  bei  ^y  befindlichen  Factor  zu  Null  werden,  so  bekommt  man 
die  identische  Gleichung 

VI)    iY-A.i^  =  0 
dy  dy 

36 
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Daraas  ergibt  sich  fQr  y  eine  Function  von  x  mit  dem  nocli  willkQrljchen  Gonstanten 
A,  welcher  durch  (ileichung  III  bestimmt  wird.  Dabei  hat  man  aber  zu  beachten,  ob 
nicht  Gleichung  III  einen  Widerspruch  in  sich  selbst  enthält,  in  welchem  Falle  die  Aaf- 
gäbe  unmöglich  ist;  und  weil  der  Gonstante  A  durch  die  Gleichung  Ifl  be- 
stimmt wird,  so  erkennt  man,  dass  die  hier  sich  ergebende  Fonction  y 
von  X  in  einer  gewissen  Abhängigkeit  von  ded  Gränzen  a  und  a  steht 
(man  sehe  Aufgabe  232  und  260). 

B)    Man  kehre  wieder  zu  Gleichung  V  zurück,  und  schaue,  ob  man  dem  daselbst 

bei  ^y  befindlichen  Factor  die  Form  -r-  geben,  und  so  abermals  eine  Gleichung  gewin- 
nen kann,  aus  welcher  sich  y  als  Function  von  x  bestimmen  lässt.  Weil  aber  in  Glei- 
chung V  der  Gonstante  A  nur  im  Zähler  vorkommt,  so  enthält  die  jetzige  Function  y 
von  1  den  Gonstanten  A  nicht;  somit  braucht  auch  jetzt  Gleichung  III  nicht  weiter  be- 
rücksichtigt zu  werden,  und  die  jetzt  Dir  y  sich  ergebende  Function  ist  von  den  Grän- 
zen a  und  a  unabhängig. 

lieber  die  Herstellung  des  Priifungsmittels  ist  nichts  weiter  mehr  beizuf&gen;  und 
wenn  man  es  an  dem  zweiten  Mutaliooscoefßcienten  ^U  gewinnen  kann,  so  muss  man 
die  Gleichung  II  noch  einmal  mutiren,  und  dann  alle  möglichen  Substitutionen  und  Re- 
duclionen  ausführen. 


Untersuchung  52. 


dv 
Es  sei  V  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,   y  und  -p    gebildeler    Ausdruck,    und 

man  sucht  für  y  eine  solche  reelle  Function  des  nichtmutablen  Veränderlichen  x,  dass 
dabei  das  zwischen  den  Gränzen  von  x  «=  a  bis  x  =r  a  erstreckte  Integral 


■> " =r 


V    dx 

a 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  ^ird. 

§,  229.    In   wicfernc  hier  von  einem  Maximum-Stande  loder  Minimum-Stande  die 
Rede  ist,  ist  schon  (im  Anfange  des  $.223)  auseinandergesetzt.    Wenn  man  nun  irgend 

eine  durch  cpix)  dargestellte  reelle  Function  an  die  Stelle  des  y .  also    *v     an  die  Stelle 

dx 

dy 
des  ^ ,  in  Gleichung  1  einsetzt ;  so  bekommt  man  ftir  U  einen  aus  a  und  a  gebildeten 

Ausdruck,  welcher  dargestellt  sein  mag  durch 

II)    U'  —  ^pla)  —  1/xa) 

Die  dem  <p{%)  bei  jedem  Werthe  des  x  nächstvorhergehenden  und  nächstnachfolgenden 
Nachbarfnnctionen  werden  im  Allgemeinen  (nach  g.  60)  dargestellt  durch 

III)     (p<x)  -h  X  .  ^y  H .  ^«y   -h   .  ^3y  -h 

X.2  i.2»3 


Der  aus  diesen  Functionen  sich  ergebende  Differentialquotient  erster  Ordnung  ist  dabei 
im  Allgemeinen  (man  sehe  §.  87) 

....     dg)(x)  ^        diJy  ^    x2       d^y  ^     x3        d(Py    , 


dx  dx  1.2        dx  1.2.3        dx 


wo  jeder  der  Ausdrücke  ^y,  ^y,  d^y,  etc.  eine  Vir  sich  beliebige  reelle  Function  vou  x 
vorstellt,  und  x  bald  als  positiv  bald  als  negativ  im  Momente  des  Verschwiodens  be- 
findlich gedacht  wird. 
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dy 
Führt  man  die  Reihen  III  und  IV  bezüglich  an  die  Stelle  des  y  und  des  -p  ein,  so 

bekommt  man  die  dem  U'  nächslanliegenden  Nachbarzustande;  welche  dargestellt  wer- 
den mögen  durch  (^(a)  —  V;(a)  -H  JV}  oder  durch  (ü'  -H  i^U). 

Soll  nun  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  befindlichen  x  die  Differenz 
({]'  +  ^U)  —  U'  unter  allen  Umständen  ihr  Zeichen  nicht  wechseln  können;  so  darf 
sich,  wenn  man  für  ^H  die  nach  Potenzen  des  x  aufeiteigende  Reihe  entwickelt,  keines- 
wegs die  (in  $.  63  aufgestellte)  allgemeine  Reihenform 

au  —  X .^u  -f  —  •  <5«ü  -h  —  •  <p.u  -1- 

1.2  1.2.3 


dv 
ergeben,  wo,  wenn  man  zur  Abkürzung  noch  p  anstatt  —  setzl 


v,»=j;(ö.a,.t'.g,.. 


«v 


/ddy 

•  I  ■  j  ■■ 


)')  • " 


dp«       vdx 

etc.  etc. 
isi;  denn  hierbei  würde  J{]  zugleich  mit  x  sein  Zeichen  ändern.    Nun  ist 


dpV      ddy         1 


dp        dz 
und 


h-it''^)-^^'TAt) 


dp        dx         dx      \dp        7  '     dx    ™dp/ 

FBhrt  man  diese  Aasdrflcke  in  V  and  VI  ein,  ond  integrirt  man  dann  die  vollsUlndigeD 
Differentiale ;  so  gehen  V  and  VI  bezüglich  aber  in 


|2ir  j    .    „  ..  a2 


Man  hat  jetzt  dafür  zu  sorgen,  dass  die  für  Jl]  herzustellende  Reihe  kein  solches 
erstes  Glied  hat,  welches  die  erste  Potenz  x  als  gemeinschaftlichen  Factor  enthält.  Man 
ist  aber,  eben  weil  man  dem  dV  zwei  verschiedene  Formen  geben  kann,  gezwungen, 
auch  beide  Formen  besonders  zu  untersuchen. 

Bnte  Abthellwig. 

g.  930.  Untersuchung  der  ersten  (in  V  aufgestellten)  Form  des^U.  An  dieser 
Form  erkennt  man,  dass  die  für  /W  herzustellende  Reihe  jedenfalls  dann  kein  solches 
erstes  Glied  hat,  welches  die  erste  Potenz  x  als  gemeinschaftlichen  Factor  enthält,  wenn 
eines  von  folgenden  vier  Systemen  zweier  Gleichungen 

IX)    ^  =  0  und  i^  =  0 

^     dy  dp 

X)    -^  =  0  und  -J—  =  "a 
^     dy  dp         0 
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XI)  -f-  =  -TT  and  -f-  ="  0 
-^     dy         0  dp 

XII)  -f-  =  -TT  and  -f-  «  TT 
"^     dy         0  dp         0 

«UiUlindet.  Alle  diese  Gleichangen  mOssen  bei  jedem  Werthe  des  x  gelten,  sind  also 
identische  Gleichangen;  and  sie  können  rückwärts  noch  eben  daza  beniktst  werden,  za 
bestimmen,  was  y  «  9>(x)  für  eine  Fnnction  ist,  bei  welcher  U  möglicherweise  ein  Ma- 
ximum-Stand oder  Minimum-Stand  wird.  Wie  aber  eine  Function  aufgefunden  wird, 
welche  zweien  Gleichangen,  die  auch  noch  Differentialgleichangen  sein  können,  zugleich 
gentkgt,  ist  schon  früher  (in  $.  184)  auseinandergesetzt. 

Weil  aber  die  gesuchte  Function  y  =  gKx)  aus  einem  der  vier  Sy- 
steme IX,  X,  XI,  XII  entnommen  wird,  so  erkennt  man  gradezu,  dass 
die  Grenzen  a  und  a,  welche  sie  auch  immer  sein  mögen,  auf  die  hier 
gesuchte  Function  y  =  <p{x)  durchaus  keinen  Einfluss  haben;  und  dieses 
Ist  ein  sehr  bemerkenswerther  Umstand. 

Das  PrQfungsmittel  gewinnt  man,  indem  man  die  Reihen  III  nnd  IV  bezQglich  an  die 

dy 
Stelle  des  y  und-r^  einsetzt    Es  ist  aber  bequem,   vorerst  nur  (9KI)  -H  x  •  9)  und 

(--j —  -H  X  •  -p  j  bezQglich  an  die  Stelle  von  y  und  -p  einzusetzen,  und  dann  eine  nach 

Potenzen  des  x  fortschreitende  Reihe  zu  entwickeln,  etc.  etc. 

Hat  man  aber  namentlich  die  gesuchte  Function  y  =  g>{T)  ans  dem  ersten  der  obigen 
vier  Systeme  zweier  Gleichungen,  d.  h.  aus  den  beiden  gleichzeitig  bestehenden  Glei- 
chungen 

-f-  =  0  und  -f-  =  0 
dy  dp 

entnommen ;  so  ist ,  well  -^  =  0  identisch  Isi,  auch  -p  •  d|  •^\  ^  0  eine  identische 

Gleichung,  und  es  werden  nicht  nur  zwischen  den  Grinzen  i  =s  a  bis  x  =  a,  sondern 
auch  zwischen  allen  andern  beliebigen  Grunzen  die  beiden  (in  V  und  VII  au%e«teUten) 
Formen  des  ^U  zu  Null ,  und  die  beiden  (in  VI  und  VIII  aufgestellten)  Formen  des 
äf'li  reduciren  sich  auf 

Man  hat  also  noch  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  dieser  Ausdruck  be- 
ständig  positiv   oder  negativ   bleibt.     Man  bezeichne  zur  Abkürzung  das,    was  aus 

dJV    ddv     d?V  dy 

--p^  >  ;i  rf~  >  "^  hervorgeht,  wenn  man  für  y  und  -p  die  gefundene  Function  setzt,  be- 
zQglich mit  M,  N,  P;  und,  um  soviel  als  möglich  zu  integriren,  setze  fdr  das  unbe- 
stimmte bei  z  n  a  anfimgende  Integral  folgende  Gleichung 

.j;;(c.a^-H».,,.g -HA. ©')... 

Wenn  man  auf  beiden  Seiten  differentiirt ,  so  bekommt  man 


M.<Jy2  +  2.N.^y.g:  +  p.(^y«g-dy«H-2,.öy 
-hC.eJy2-f.2B.ay.g  +  A./W 


dx 
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und  wenn  man  ordnet,  so  ist 
XV)    (M-g-  C)  ..Jy*  +  2  .(N  -  ,  -  B)  .,Jy  .f^  +  (P  -  A)  •  (^^  -  0 

Diese  Gleichang  gilt  für  jede  beliebige  Function  ^y  von  x,  sie  zerfallt  also  (nach  §.  91) 
io  folgende  einzelne  identische  Gleichungen: 

M-^-C=0,  N-17  —  B=0,  P-A  =  0 

dx  '  '  * 


XVI)    K^V^^, 


and  daraas  folgt 

dp^ 
XVU)    B  =  N  —  17 

XVIII)    C  =  M  —  ^ 

Man  erkennt  also,  dass  nur  A  vollkommen  bestimmt  ist,  dagegen  zur  Bestlmmnng  von 
B  and  G  noch  nöthig  wäre,  dass  vorher  auch  rj  bestimmt  ist.  Da  nun  durchaus  keine 
Bedingung  existirt,  welcher  17  genQgen  muss;  so  ist  rf  eine  ganz  willkürliche  Function 
von  X.  Man  kann  also  durch  geeignete  Annahme  der  willkürlichen  Function  17  die  Aas- 
drucke  fi  and  G  so  einrichten,  dass  Gleichang  XIV  Qbergeht  in 

XIX)  j^(M.ay«  +  2.N.ay.^  +  p.(^^f).dx 

=  ^x  •  ^x  -  7.  •  ^yj  4- J  -^  •  (» •  ^y  +  ^)  •  ^* 

Dazu  ist  aber  (nach  §.  II)  nöthig,  dass  AC  =  B^,  d.  h.  dass 


XX)    p  .  ^M  -  g\  =  (N  -  7)« 


Aus  die^r  IHfflerentialgleiohnng  der  ersten.  Ordnung  lisst  sich  nun  tj  als  Function  von 
X  mit  einem  noch  willkürlichen  Gonstanfen  bestimmen.  Dieser  willkürliche  Gonslante 
ist  aber  sowohl  in  der  Function  tj  als  auch  In  der  Function  g  enthalten.  Die  Gleichung 
XIX,  welche,  indem  sie  von  x  =  a  bis  zu  jedem  beliebigen  andern  Werihe  des  x  er- 
streckt wird,  giltig  ist,  ist  auch  giltig,  wenn  sie  von  x  «=  a  bis  x  =  a  erstreckt  wird; 
und  man  hat  daher  auch  (in  Folge  der  Gleichung  XIII) 

Hieran  erkennt  man: 

1)  Daas  die  Veränderlichkeit  des  d^U  ganz  unabhängig  ist  von  ^er  Veränderlich- 
keit des  in  7  und  g  enthaltenen  willkürlichen  Gonstanten,  d.  h.  man  bekommt  jedesmal 
den  irgend  einem  ^y  entsprechenden  wahren  Werth  des  d^U,  man  mag  dem  in  7  und 
g  enthaltenen  willkürlichen  Gonstanten  was  immer  für  einen  beliebigen  Werth  beilegen. 
Da  femer  unter  Jy  nar  eine  reelle  Function  von  x  gedacht  werden  darf,  so  ist 

2)  Der  quadratische  Ausdruck  Ig  •  ^y  +  -p- 1  positiv,  wenn  g  reell  ist.  Also  ist 
(nach  §.  9)  bei  reellem  g  das  Integral  |    -^  •  Ig  •  ^  -*-  -p )  •  dx  positiv  oder  nc- 
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galiv,  weno  der  Quotient  -^  bei  jedem  von  a  bis  a  mögliclien  Werthe  des  x  positiv 

oder  negativ  bleibt,  wobei  freilich  für  einzelne  von  a  bis  a  möglichen  Werthe  des  i 
dieser  Qootient  auch  zu  Null  werden  darf. 

Da  nun,  wie  schon  bemerkt,  sich  immer  der  irgend  einem  dy  entsprechende  wahre 
Werlh  des  ^U  ergibt,  man  mag  dem  in  7  und  g  enthaltenen  willkürlichen  Constanten 
was  immer  für  einen  beliebigen  Werth  beilegen;  so  kann  man  auf  zwei  verschiedenen 
Wegen  den  Zeichenstand  des  ^U  kennen  lernen: 

1)  Maa  richte  den  in  17  und  g  enthaltenen  willkürlichen  Gonstanten  so  ein,  dass 
die  Gleichung 

XXII)   7«  •  ^y^  -  7.  •  ^yj  =  0 

stattfindet  Je  nachdem  man  sich  nemlich  unter  dy  eine  immer  andere  und  andere 
Function  denkt,  muss  man  dem  in  17  enthaltenen  willkörlichen  Constanten  einen  immer 
andern  und  andern  Werth  beilegen;  und  so  kann  Gleichung  XXII  stattfinden  bei  jeder 
beliebigen  Function  ^y  von  x.    Dabei  reducirt  sich  Gleichung  XXI  auf 

XXIII)  ^ü=J7$(«-^y-^'^ydx 

und  man  erkennt,  dass  jetzt  der  Zeichensland  des  ißV  von  dem  Quotienten  -r-b  abhän- 

ap* 

gig  ist 

2)  Wenn  aber  die  Gleichung  XXII  einen  Widerspruch  in  sich  selbst  enthält,  so 
richte  man  den  in  17  und  g  enthaltenen  willkfirlichen  Constanten  so  ein,  dass  die  Dif- 
ferenz 


XXIV)     „.iyl-,j,.  dyl 


„  Wenn  der  Quotient  -^  bei  allen  von  a  bis  a  möglichen  Werthen  des  x  positiv 


et 

dasselbe  Vorzeichen  bekommt,  welches  der  Quotient  -^  bei  allen  von  a  bis  a  mögli- 
chen Werthen  des  x  behält. 

AoB  allem  Vorhergehenden  folgt  fdr  das  PrQfungsmittel  folgende  einfache  Regel: 

d|V 

dps 

„oder  negativ  bleibt,  so  ist  auch  ^U  positiv  oder  negativ,   und  es  findet  bezüglich  ein 
„Minimum-Stand  oder  Maximnm-stand  statt. ** 

Dabei  beachte  man ,  dass ,  wenn  dieser  Quotient  bei  einigen  von  a  bis  a  möglichen 
Werthen  des  x  zu  Null  wird,  die  vorstehende  Regel  ihre  Giltigkeit  behält;  wenn  aber 
dieser  Quotient  nicht  bei  allen  von  a  bis  a  möglichen  Werthen  des  x  einerlei  Zeichen 
behält,  so  ist  dieses  (man  sehe  $.  9)  noch  keine  Anzeige,  dass  weder  ein  Maximam- 
stand  noch  Blinimum-stand  stattfinde,  sondern  dieses  müsste  noch  besonders  nachge- 
wiesen werden.  Dagegen  verliert  vorstehende  Regel  ihre  Giltigkeit,  sobald  dieser  Quo- 
tient bei  irgend  einem  von  a  bis  a  möglichen  Werthe  des  x  Null  in  den  Nenner 
bekommt. 

In  den  Aufgaben  158,  159,  162,  163  mag  man  sich  noch  specieller  nmsehen,  wie 
es  zugeht,  dass  der  Werth  des  ^U  von  dem  Werthe  des  in  t;  und  g  eingehenden  will- 
kürlichen Constanten  ganz  unabhängig  ist. 

d^V 
Ist  aber  bei  jedem  von  a  bis  a  möglichen  Werthe  des  x  sowohl  -^  =  0  als  auch 

d  d,,V  4V 

".^  ^    =  0;  dann  ist  ^U  positiv  oder  negativ,  wenn  der  Quotient  -py   bei   allen   von 

a  bis  a  möglichen  Werthen  des  x  positiv  oder  negativ  bleibt.    (Dieses  erkennt  man 
ohneweiters,  wenn  man  auf  Gleichung  XIII  zuruckschaul.) 
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Dass  aber  diese  über  deu  /eichensland  des  S^\]  bis  jetzt  geflihrle  UnlersachuDg 

d'Jv     d  »d  V      djv 
Dur  so  lange  ihre  Giltigkeil  behält,   als  keiner  der  Quotienten   -=^,    .^*  ^   ,   -py   bei 

irgend  einem  von  a  bis  a  möglichen  Werthe  des  x  Null  in  den  Nenner  bekommt;  braucht 
hier  wohl  nicht  mehr  erinnert  zu  werden. 

Da  die  Gränzen  a  und  a  durchaus  keinen  Einfluss  haben  aufdie  bis 
jetzt  gesuchte  Function  y  =»  qpfx),  so  macht  sie  nicht  allein  das  zwi- 
schen den  Granzen  a  bis  a  erstreckte  Integral  U,  sondern  auch  das 
zwischen  vielen  andern  Gränzen,  ja  oft  auch  das  zwischen  allen  (»elie- 
bigen  Gränzen  erstreckte  U  zu  einem  Maximum-Stande  oder  Minimum- 
slande. Allein  eben  diese  Function  y  =>  (pix)  muss  jedesmal  zwei  Gleichungen  zu- 
gleich identisch  machen,  eine  Bedingung,  die  bekanntlich  nicht  immer  erlüllt  werden 
kann  (man  vergleiche  noch  g.  183  am  Ende). 

Zweite  AbtheltaB«. 

$.231.  Untersuchung  der  zweiten  (in  VII  aufgestellten)  Form  des  JU.  An  die*- 
ser  Form  erkennt  man ,  dass  es  auch  eine  von  den  Gränzen  a  und  a  abhängige  Function 
y  =  9)(x)gibl,  welche  nur  eine  einzige  Gleichung  identisch  machen  muss,  dagegen  aber 
auch  nur  das  zwischen  den  Gränzen  a  bis  a  erstreckte  Integral  U  zu  einem  Maximum- 
slande oder  Minimum-Stande  machen  kann,  während  dabei  das  zwischen  irgend  zwei 
andern  Gränzen  erstreckte  U  weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum-stand  ist.  Die 
Aufgabe ,  wo  eine  von  den  Gränzen  a  und  a  abhängige  Function  y  =  q){x)  gesucht  wird, 
ist  aber  diejenige,  welche  in  der .  Anwendung  am  häuGgsten  vorkommt,  und  jedesmal 
möglich  ist. 

A)    Man  zerlege  nun  Gleichung  VII  zunächst  in  folgende  zwei : 


und 


Die  erste  dieser  Gleichungen  wird  Hauptgleichung,  und  die  zweite  wird  Gränzenglei- 
chung  genannt.  Die  Hauptgleichung  ist  eine  identische  Gleichung,  wird  in  der  Regel 
eine  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  sein,  und  gibt  die  gesuchte  Function 
y  =  <y)(x).  Ist  aber  die  Hauptgleichung  wirklich  von  der  zweiten  Ordnung,  so  gehen 
durch  deren  Integration  noch  zwei  willkOrliche  Gonstanten  ein,  die  nicht  schon  in  der 
vorgelegten  Hauptgleichung  selbst  enthalten  waren.  Die  Gränzengleichung  ist  keine 
identische,  und  gilt  nur  für  die  Werthe  x  »»  a  und  \  =  a.  Diese  Gränzengleichung 
muss  bei  Bestimmung  der  in  y  =  q>{\)  eingegangenen  Constanten  milbenölzl  werden; 
und  sie  wird  sehr  oft  nicht  erfüllt  werden  können,  wenn  die  Hauptgleichung  nicht  von 
der  zweiten  Ordnung  ist  (man  vergleiche  die  Aufgabe  230  erster  Fall). 
Gleichung  Till  reducirt  sich«  jedenfalls  auf 

XXVIl)  «  =  (^.  •  »■..  -  (^)_  ■  <h. 

Dieser  Gleichung  kann  mau  aber  (nach  vorigem  §.)  noch  folgende  Form  geben 
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Die  Function  7  wird  aus  Gleichong  XX  bestimmt.  Die  GränieogieiGhoDg  soll  biid  un- 
ter der  Voraussetzang ,  dass  die '  Haaptgleicbang  eine  Differentialgieicbong  der  zweiten 
Ordnung  sei,  noch  näher  untersachl,  nnd  dabei  l&nf  besondere  Fälle  anterschieden  wer- 
den. Wie  man  in  solchen  Fällen,  wo  die  Hanptgleichung  nicht  von  der  zweiten  Ord- 
nung ist,  verfahren  muss;  dazu  ist  hinreichende  Anleitung  geboten  in  den  Aufgaben 
230,231. 

Erster  Fall.  Wenn  zwischen  y«  und  y^^,  also  auch  zwischen  den  dazugehörigen 
Mutationscoefficienten,  gar  keine  Abhängigkeit  stattfindet ;  so  sind  ^y^i  und  dy^,  weno 
sie  gleich  einerlei  Form  haben,  dennoch  dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig  voneinan- 
der (der  Beweis  steht  in  §.  92).  Die  Gränzeugleichung  muss  also  in  zwei  einzelne 
zerfallen: 

mittelst  welcher  man  die  zwei  in  y  ==  9KX)  eingegangenen  willk&rlichen  Constanten  be- 
stimmen kann.  Aber  eben  wegen  dieser  zwei  letzten  Gleichungen  und  wegen  XXV 
reducirl  sich  XXVIII  auf 

3.U  -  n^-ir"^  -  ...ayj  +  j^0  .  (g.*y  +  ^y)'.dx 

und  hinsichtlich  des  Zeichenstandes  von  9^  gelten  die  nemlichen  Bemerkungen,  wie 
im  vorigen  $.    (Man  sehe  Aufgabe  164  B  zweiler  Fall.) 

Zweiter  Fall.  Wenn  zwischen  y.  und  y^  eine  Gleichung  x(ya»  Ja)  *  ^  9^8®- 
ben  ist,  dann  kann  man  aus  der  Gränzeugleichung  entweder  ^y.  oder  ^y^  eliminiren. 
Eliminirt  man  z.  B.  ^a,  so  reducirt  sich  die  Gränzengleichnng  auf  folgende  Fonri: 

H  .  dy^  =  0 

so  dass  H  «  0  ist;  und  diese  Gleichung,  verbunden  mit  x(ya9  y«)  =  0,  reicht  hin 
zur  Bestimmung  der  beiden  in  y  =  9KX)  eingehenden  willkQrlichen  Constanten.  Nun 
hat  man  aus  XXVIII  noch  ^y,  und  dy«  zu  eliminiren;  und  dabei  bekommt  man,  eben 
wegen  H  =  0,  einen  Ausdruck  von  folgender  Form: 

i2 


a«ü  =  [K -+- (7)^  -HL.(i?)J.iJy2;+J    j^  •  (K•<^y-^■^)  •<*» 

Weil  nun  der  Werth  des  S^  von  dem  Werthe  des  in  7  und  g  eingehenden  willkürli- 
chen Constanlen  unabhängig  ist,  so  sehe  man  zu,  ob  man  diesen  Constanten  so  ein- 
richten kann,  dass  die  Gleichung 

K  -h  ifi)^  H-  L  .  (7),  «»  0 

stattfindet.  Wenn  aber  diese  Glelehung  einen  Widerspruch  in  sich  selbst  enlhilt,  so 
richte  man  den  in  17  enthaltenen  Constanlen  so  ein,  dass  das  Product 

[K  -h  (17)«  -H  L  .  (i7y  •  ^y* 

dasselbe  Vorzeichen  bekommt,  welches  der  Quotient  -^k-  bei  allen  von  a  bis  o  mögli- 
chen Werthen  des  x  behälL  Der  Zeichenstand  des  Wj  hangt  also  auch  jetzt  von  dem 
djv 

dp^ 

Dritter  Fall,  ist  vorgeschrieben,  dass  die  gesuchte  Function  y  =  gp(z)  nur  aus 
der  Anzahl  derer  heraosgewählt  werden  darf,  welche  alle  bei  z  =  a  den  nemlichen 
(gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  ß  bekommen;  so  findet  bei  z  =  a  zwischen 
der  gesuchten  und  allen  hier  zu  betrachtenden  Functionen  folgende  Gleichung 


Quotienten  -^  ab. 


269 


X*  ^  X^ 


Ya  =  ya  -+-  X  •  ^y«  •+"  t;  •  ^y«  "^'  7XJ  *  ^^y*»  "^ 


sUU.    Bme  GleiefajiDg  ioU  bei  dem  im  M^meüite  des  Venchwioclfii«  befijidtieheD  x  gel- 
ten, ist  also  (nach  g.  87)  aar  mögliefa,  wenn  einzelo  staüfiodet  ^y^  :=  0,  ^y^  «»  0, 

etc.    Die  tirIlixeDgleichaQff  XXYI  reducirt  sich  also  jebtt  auf  —  l-^)   -  «'y«  «».Q» 
d.  h.  es  ist  ^   ^  /» 


m.  -  •> 


Aos  dieser  Gleichang  lässt  sich  eioer  der  beideo  io  y  =  tpii)  eingegangenen  Gonstanten 
bestimmen;  ond  wenn  bei  x  =  a  die  gesachte  Function  den  bestimmt  gegebenen  Werth 
ß  haben  soll,  so  bat  man  noch  eine  zweite  Gleichang  ß  ■»  cpca),  so  dass  man  jetst 
beide  in  9>(x)  enthaltenen  Gonstanten  bestimmen  kann.  Wenn  aber  der  Werth  ß,  den 
die  Function  gt{x)  bei  x  =  a  annehmen  soll,  kein  gegebener  ist;  so  bleibt  einer  der 
beiden  in  gjix)  enthallenen  Gonstanten  onbeetimmt,  wenn  man  ihn  sieht  durt%  irgend 
eine  andere  Bedingung  bestimmen  will.    Gleichang  XXVIII  reducirt  sieb  debei  anf 

Man  sehe  npin  zu ,  ob  man  dem  in  7  enthaltenen  Gonstanten  eine  solche  Bedeutung  ge- 
ben kann,  dass  (7),  «>  0  wird:  und  wenn  dieses  nicht  möglich  ist,  so  gebe  man  ihm 
eine  solche  Bedeutung,  dass  — •  (r^)^  dasselbe  Vorzeichen  bekommt,  welches  .der  Quo- 

<ev 

tient  -^  bei  allen  von  a  bis  a  m^liebeA  Werthen  des  %  behält.    Der  Zeichenstand 

d»V 
des  imj  hangt  also  auch  jetzt  von  ---—  ab. 

Vierter  Fall.  Ist  vorgeschrieben,  dass  die  gesuchte  Function  y  :=  ^x)  nur  aos 
der  Zahl  derer  herausgewählt  werde ,  welche  alle  bei  x  =^  a  den  nemlicfaen  (gegebenen 
oder  nichtgtgehenen)  Werth  b  bekommen;  so  ist  jetzt  (nach  §.87)  dy.  =0,  ^y.  =  0, 
etc.,  dagegen  iy^^  ^Ya^  elc  Werden  niobt  z«  Null.  Die  UBtersnehong  wird  also-  gank 
nach  dem  Vorgange  des  vorigen  Falles  geföhrt 

Ffinfter  Fall.  Wenn  zwischen  y,  und  y^  zwei  Gleichungen  gegeberi  sfbd,  oder, 
was  das  nemüche  ist,  wenn  die  Werthe  von  y«  und  y^t  bestimmt  vorgeschrieben  sind; 
dann  ist  (nach  $.  87)  ^y,  —  0,  ^y^^  —  0,  a^y,  =  0,  ^y«  =  0,  etc.  Die  Grllnzenglei- 
chung  Tällt  jetzt  von  selbst  hinweg,  sowie  sich  Gleichung  XXVIII  zuröckzieht  auf 


=r$  ■  (' 


d^Y 


SO  dass  anch  jetzt  der  Zeichenstand  des  d^  von  -^  abbaogt 

Zam  Ueberflusse  soll  noch  einmal  strenge  darauf  aufmerksam  ge- 
macht werden,  dass  die  hier  gesuchte  und  von  den  Grftnzen  a  und  a 
abhängige  Function  y  ^  ^(x)  nur  4^3  von  x  «•  a  bis  x  »  a  erstreckte  U 
zu  einem  Maximum-Stande  oder  Minimum-stande  macht,  eben  weil  nur 
das  zwischen  den  nemliohen  Gräi>»eta  e^retreekte  ^U  zu  Null  wird.  ■ 

B)  Hat  map  die  bis  jetzt  (in  diesem  $.)  gegebene  Untersuchung  ausgeffthrt,  so 
kehre  man  tberaoals  &u  Gleichung  VII  zurück,  «ad  achane,  ob  man  nicht  deaa  zu  6y 
gehörigen  Factor 

.  dy        dx      \dp.  / 
die  Form  ^  beilegen  kann;  elc.  etc.  (Man  vergleiche  noch  die  Aufgaben  163—165). 
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UolersochuDg  53. 

dv 
Es  910(1  V  und  W  zwei  reelle  mit  den  Elemenlen  x,  y  und   •—     gebildete     Aas- 
drücke; und  man  sacht  für  y  eine  solche  reelle  Function  des  nichlmutableo   Veränder- 
lichen X,  dass  dabei  das  Product  der  zwischen  den  Gränzen  von  i  «s  a  bis  x  =  a  er- 

sireckten  Integrale  I      V  •  dz  und  I      W  •  dx,  d.  h.  dass  der  Ausdruck 

Ja  Ja 


I)    ü  =  f"  V  .  dx  X  f*  W  .  dz 

Ja  Ja 


ein  MaxImanMlMid  oder  Uinimum^atand  wird. 

4 

{.  S38.    laiwiefern  hier  von  einen  Maximum-atande  oder  Minimom-staiide  die  Rede 
ist,  ist  schon  (im  Anfange  des  g.  223)  auaeinandergesetzt    Wenn  man  nmi  irgend  eine 

durch  q)(xi  dargestellte  reelle  Function  an  die  Stelle  des  y,  also  -^ — an  die  Stelle  des 

dY 

-p  ,  in  Gleichung  I  einsetzt ;  so  bekommt  man  für  U  einen  aus  a  und  a  gebildeten  Aus- 
druck, welcher  durch  U'  ««  t/;(a,  a)  dargestellt  sein  mag,  etc.  etc.  (Statt  aller  Wie- 
derholungen soll  auf  den  Anfang  von  $.  229  verwiesen  werden.)  Aus  Gleichung  I  folgt 
zunächst 


V  •  dx  iwd  iA  I    W.dx  anb- 
a  Ja 

stituirt,  so  ergeben  sich  fQr  beide  Integrale  Ausdrücke,  die  von  x  ganz  uoabbtngig  sind; 

ihr  Quotient  ist  also  auch  von  x  unabhängig.  Man  bezeichne  diesen  Quotienten  mit  A, 

so  bekommt  man  die  Gleichung 

UV)     p  V  .  dx  =  A  .  p  W  .  dx 

Der  für  dV  bereits  hergestellte  Ausdruck  geht  also  über  in 

.v,,.-j;w..><j7[(^...i?^.^ 

Diesem  Ausdrucke  kann  man  auch  nocih  folgende  Form  geben 

Man  hat  nun  zuerst  die  in  Gleichung  IV ,  und  hierauf  noch  die  in  Gleichung  V  für  dH 
aufgestellte  Form  zu  untersuchen ,  wie  dieses  schon  (in  den  beiden  vorigen  $§.)  gesche- 
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hea  »L  Wenn  man  ab^  ^  GleidioDg  111  bei  BastiiumuQg  der  GanaUnteD  noch  mit 
beoQtzt ,  80  mii88  man  sorgftUIg  beachten  y  oi>  sie  nichl  einen  Widerspruch  in  sich  selbst 
enthält,  in  welchem  Falle  die  Autj^abe  anrndglicb  ist.  (Man  sehe  Aufgabe  938  und  210.) 
Kann  man  das  Prftfungsmittel  an  dem  MatationscoelBcienten  ^U  gewinnen,  so 
moss  man  Gleichung  II  noch  einmal  routirea»  und  dann  alle  möglichen  Substitutionen 
und  Redaetioaen  yomehmen. 


Untersuchung  54. 

Es  sind  V  und  W  twei  reellcf  mit  den  Elemebten  x ,  y  und  -p  gebildete  AusdrQcke, 

und  man  sacht  (lir  y  eine  selche  reelle  Function  4e8  aicbtmutablen  Veränderlichen,  x« 
dass  dabei  der  Qnotient 


f 


v.dx 

a 


r 


W.d% 
a 


ein  llaijmom-stand  oder  Minimum-stand  wird. 

g.  333.    inwiefern  hier  von  einem  Maximum-slande  oder  Mlnimum-stan'de  die  Rede 
ist,  ist  schon  (im  Aofiange  des  £•  233)  aoselnandergeselzt«  Wenn  man  nun  irgend  eine  durch 

<p(i)  dargestellte  reelle  Function  an  die  Stelle  des  y,  also  -^ —  an  die  Stelle  des  -r^ 

In  Gleichung  I  einsetzt;  so  bekommt  man  für  U  einen  aus  a  und  a  gebildeten  Ausdruck, 
welcher  durch  U'  ■■  t^(a ,  a)  dargestellt  sein  mag ,  etc.  etc.  (Statt  aller  Wiederholun- 
gen soll  auf  den  Anfeng  von  g.  229  verwiesen  werden.)  Aus  Gleichung  1  folgt  zunächsl 

V  •  dz  und  in  I    W.dx  snb- 
a  Ja 


/ 


stitutrt,  so  ergeben  sich  fSr  beide  Integrale  Ausdrücke,  die  von  x  unabhängig  sind;  ihr 
Quotient  Ist  also  auch  von  x  unabhängig.  Man  bezdchne  diesen  Quotienten  mit  A,  so 
bekommt  man  die  Gleichung 

in)  P  V .  dx  =  A .  r*  w .  dl 

Ja  Ja 

Gleichung  11  geht  also  jetzt  ftber  in 

Ja 


-  /d..V        ^  _  dj,W> 


Ip  dp  /      dl  J 

Diesem 'Ausdrucke  kann  man  auch  noch  folgende  Form  geben 
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'^  '«=j^[{¥--^."«-r^-*-^."-j 


W-dx 


1 


r 


W.dx 


£m-^'-^-i^it-^m"-'' 


Mao  hat  nan  zuerst  die  in  Gleichung  IV,  und  hierauf  noch  die  in  Gleichung  V  für  ^U 
aufgestellte  Form  zu  untersuchen,  wie  dieses  schon  (in  $.  230  und  23t)  geschehen  ist. 
Wenn  man  aber  die  Gleichung  III  bei  Bestimmung  der  CenslaiitMi  noch  mit  benötzt, 
muss  man  sorgfältig  beachten,  ob  sie  nicht  einen  Widerspruch  in  sich  selbst  enthält, 
in  welchem  Falte  die  Aufgabe  unmöglich  ist    {Mnn  ^elie  Aufgäbe  93$  und  S42L) 

Kann  man  das  Prüfungsroittel  an  dem  MutationscoefGcienten  ^0  entnehmen,  so 
muss  man  Gleichung  II  noch  einmal  mutiven,  und  dann  alle  möglichen  Substitutionen 
und  Reductionen  vornehmen. 


Untersuchung  55. 

Es  sei  V  ein  reeller  mit 4en Elementen  ^9  Yi  ^«  -^  gebildeter  Ausdruck;   und 

mati  sucht  für  y  eine  solche  reelle  f miction  des  niehtmulablen  Verlhiderllchen  x ,  dass 
dabei  das. zwischen  den  Grinzen  von  x  «»  a  bis  x  =:  a  erstreckte  Iniegral 


V.dx 

a 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 

■ 

$•  334b  Inwiefern  hier  von  einem  Maximum-sUinde  oder  Minimom-stande  die  Rede 
ist,  ist  schon  (im  Anfange  des  $.  223)  auseinandergesetzt.  Wenn  ma^  llun  irgend  eine 
durch  4]p(x)  dargestellte  reelle  Function  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichung  I  einsetzt;  so 
bekommt  man  fiir  U  einen  aus  a  und  a  gebildeten  Ausdruck,  welcher  dargestellt  sein 
mag  durch 

II)    ü'  =  t/^(a)  —  V;(a) 

Die  dem  9>(x)  bei  jedem  Werlbe  des  x  nttchstvorbergehenden  und  näohatnaclifolgeaden 
Nachbarfunctionen  werden  im  Allgemeinen  (nach  §.  60)  dargestellt  durch 

III)    4jp(x)  4-  X  •  dy  -*-  —  .  d»y  H •  d^y  -h 


Die  aus  diesen  Functionen  sich  ergebenden  DifTerentialquotienten  der  ersten  und  zwei- 
ten Ordnung  sind  dabei  im  Allgemeinen  (man  sehe  §•  87) 


^      dx  dx         1.8        dx  1.8,3       dx 


und 


^     dx2    ^  *     dx«   ^  1.2       dx»   ^  i.2.a     :  dx2    ^ 


wo  jeder  der  Ausdrücke  <)y,  ^y,  d^,  etc.  eine  ffir  sich  beliebige  reelle  Function  von 
X  vorstellt,  und  x  bald  als  positiv  bald  als  negativ  im  Momente  des  Verschwindens  be- 
findlich gedacht  wird. 

Führt  man  die  Reihen  III ,  IV  und  V  bezQglich  an  die  Stelle  <)^  y  >  ^  *  ^  ein. 


80  bekommt  mao  die  dem  U'  nftekstaaliegeiideo  Nachbarzustftode,   ««(olie  dargeslettt 
werden  m5geo  durch  (if;(a)  —  i/;fai  4-  ^ü)  oder  dardh  (V'  *+-  Jt]). 

SoU  OQD  bei  dem  im  Momente  des  Verschwiodens  beflndrichen  x  die  Piflereni 
(U^  +  ^U)  —  U^  anter  allen  Umständen  ihr  Zeichen  nicht  wechseln  kennen;  so  darf 
sich ,  wenn  m^  t&r  Jl3  die  nach  Potenzen  des  x  aofstei)^ende  heihd  entwickelt ,  keines- 
wegs die  (in  $.  62  anfgestelile)  allgemeine  Reihenform 

2  y3 

z/u  a»  k*dij  4- —  .  OTJ -f -— -»anj -+- 

1.2  1.2.3 

dv  'd'v 

ergeben,  wo,  wenn  man  zur  Abkürzung  noch  p  anstatt  -r^,  und  q  anstatt  -r-y  setzt, 

t/n    >fT        rr^T^    ;»^  ^  <^pV      d^y'       d»V      d«ay"l     . 


VII)  a^u  =J    [^-  ^y-^  #  '  -Sr  ^  ^  •  -d^ 


I    ■■ 


a 


^l^-<^y"-^2.5^.ay.^4.2.gL^.ay.-^ 

^   dp»       V  dx  /    ^  ^    dp.dll       dx        dx2   ^  idq2      \  dx«  /  .1 

elc.  etc. 
isl;  denn  hierbei  würde  JV  zugleich  .mit  x  sein  Ceicheö  ändern,.    Nun  ist 

dp       Sx        dx    ^dp     ^/         '    dJ    ™dp/ 

dq        dx»         3i    "\dq       dxjf        dx       dx    '^dq/ 

Verfibrt  man  ebenso  mit  — j^  •  --r-^  and  mit  -^  •     vi  >    vnd  führt  man  die  sich  er- 

dp       dx  d(f        dx'  ' 

gebenden  Ausdrücke  in  VI  und  YII  ein;   so  geheo  beide  Gieiel^ui)geB,,   i\r^nn  ^man  die 

vollständigen  Diflerentiale  noch  integrirt*  über  in  .... 

_  rdpV        1     Jd„\\\  , : , ,         /daV\       /day\    i. 


+ 


und 


2M 


Ja  Ldy5^    "X    "^  »    <,y  ,jp    'J     dx   ^        dy.dq    "'     d<» 

I 

^  d?      \dx/    ^*    dp.dq       dx        dx«   ^  Sq«      \  dx«  /  J 

Mao  hat  jetzt  dafür  zu  sorgen,  dass  die  für  Jü  herzastelleode  Reihe  kein  solches  erstes 
Glied  hat,  welches  die  erste  Potenz  x  als  gemeinschafUichen  Factor  enthalt  Man  ist 
aber,  eben  weil  man  dem  ^U  zwei  verschiedene  Formen  gegeben  hat,  gezwungen ,  auch 
beide  Formen  besonders  zu  untersuchen. 

Brate  Abtkdl«*«. 

$.235.  Untersttchong  der  ersten  (in  VI  aofgestolllen)  Form  des  dU.  An  dieser 
Form  erkennt  man,  dass  die  für  JV  henustellende  Reihe  jedenfalls  dann  kein  solches 
erstes  Glied  hat,  wetebes  die  ecste  Potenz  x  als  gteohMchafUichen  Factor  enthält, 
wenn  eines  von  folgenden  acht  Systemen  dreier  Gleichungen 

™^  d7  -  "•  1?      ¥ ' -ihf  -  ^ 

xm  iX-0  4i!-«*  lal-i 

^*^^     dy   ^"'    dp        ¥'   dq   ^  0 

YV\     drV  «       CLV  dgV  6 

^^^     d7  ""   0"'   dp  "     '    dq  ""T 

\vi\  ^T^««  iil-»  ^--0 


YVin    ^tV  _  «    dpV       B    d-v  _  6 
^^"^     d7"""0'"^"'5"'dq"-'0 

stattAhdet.  Alle  dfese  Gleichungen  müssen  bei  jedem  Werthe  des  x  gelten,  sind  also 
identische  Gleiehnngen;  und  sie  können  rfickwArts  noch  eben  dazu  benQlzt  werden,  zu 
bestimmen,  was  y  «  ^»(x)  f&r  eine  Function  ist,  bei  welcher  D  möglicherweise  ein  Ma- 
ximnm-stand  oder  Miuimum-etand  wird.  Wie  aber  eine  Function  aofgeftanden  wird, 
welche  dreien  Gleichungen,  die  auch  noch  Differentialgleichungen  sein  können,  zugleich 
genfigt,  ist  schon  fHlber  (In  S-  '^^  auseinandergesetzt. 

Weil  aber  die  gesuchte  Function  y  rr^  ^x>  ans  einem  der  hier  aufge- 
stellten acht  Systeme  entnommen  wird,  so  erkennt  man  gradeza,  dass 
die  Gränzen  a  und  a,  welche  sie  auch  immer  sein  mögen,  auf  die  sich 
ergebende  Function  durchaus  keinen  Einfluss  haben;  und  dieses  ist 
ein  sehr  bemerkenswerther  Umstand. 

Das  Prilfungsmittel  gewinnt  man ,  luden»  man  die  Reihen  III ,  IV;,  V  bezftgüch  ao 

die  Stelle  des  y,  ^  und  -j^  einsetzt.  Es  ist  aber  bequem,  vorerst  nur  (gÄx)  -H  x  •  $) 

(^'  ^^t)  -"(^  +  -S)  •-'«««<"'  «  ^S.e...  vn  y,S  -Od  ^ 

einzusetzen,  und  dann  eine  nach  aufsteigenden  Potenzen  des  x  fortschreitende  Reihe 
zu  entwickeln,  etc.  etc. 

Hat  man  aber  namentlicli  die  gesuchte  Function  y  ■«  cp{%)  .aus  dem  ersten  der  obi- 


WS 

gen  «eilt  dystene 'dreier  GlekhvBgen,  <L  h.  ans  den  drei  fieicliieitig.tbtttehewleft  G1«h 
ehUBgeii 

dy  'dp  dq 

enlnommeD,  so  sind ,  weil  H^-  "^  ^  uod --^  «  0  identische  Gleichangen  sind,   aoch 

dp  dq 

^  •  dl --^l«"  Oond  «n  •  dn-;f^}  =^  ^  identische  Gleichangen;    und  es  werden  nicht 

nur  zwischen  den  Grflnzen  x  «-  a  bis  x  =  a,  sondern  anch  zwischen  allen  andern  be- 
liebigen Gränzen  die  beiden  (in  VI  und  VIII  aufgestellten)  Formen  des  dl]  zu  Null, 
und  die  beiden  (in  VII  und  IX  aufgestellten)  Formen  des  ^U  rednciren  sich  auf 

xv.„)  «;.j;[|!.y....j^.,,.-y.,.^;.-^.^^ 


\lx  /    ^  *    dp^q       dx        dx«   ^  dq2       \  dx«  /  J    " 


dp> 

« 

Man  hat  also  noch  zu  nntennchen,  unter  welcher  Bedingung  dieser  Ausdrack  beatiadig 
positiv  oder  negativ  bleibt.    Man  bezeichne  zur  Abkürzung  das,   was  aus  den  sechs 

Qooüenten  ^.  3^.  ^,  jL^,  ^.  ^  hervorgeht,  wenn  man  itlr  y,    jj? 

d^V 
und   j~  die  gefundene  Function  y  =b  <3p(x)  setzt,  bezf^licb  mit  M,  N,  P,  Q,  R,  S; 

und,  uro  soviel  als  möglich  zu  integriren,  setze  fär  das  allgemeine  bei  x  =;  a  anfangende 
Integral  folgende  Glekhung 

XIX)    f"[l|. «,•+». «,.g  +  ».(^)'  +  «.Q.«,.^- 

=(,.v-Hi....,,.g...(f]r)_ 

Nun  differentiire  man  auf  beiden  Seiten,  bringe  alles  auf  eine  Seite  des  Gleichheitszei- 
chens, and  zerlege  die  dabei  sich  ergebende  Gleichung  in  ihre  einzelnen  identischen 
Gleichungen ;  so  ergibt  sich 

dx'  '       dx  dx 


"a 


D-Q-A,    B-H-M«    A:=.S  =  ^j^ 


dqs 

Man  erkaBiit  alao,  data  Mir  A  vollkoaunen  bestimmt  ist,  dagegen  zur  Beatkamong  von 
B,  G,  Dp  Ef  F  noch  ndthig  wire,  dass  auch  7,  A,  /n  bestimmt  sind*  Da  fifan  dorchans 
keine  Bedingung  exislirt,  welcher  die  Ausdrucke  17,  X  und  .u  genügen  sollen,    so^  sind 


2f6 

»le  ga»  villfcftrMht  PiiaeliolieD  Yon  x.  Mao  kaoo  alM  ttarob  yalguete  AimliiiM  dit* 
ser  wülkörlichen  FunctiooeD  die  AosdrQcke  B,  C,  D,  E  Qnd  F  so  einrichten ,  daae  6M* 
chong  XIX  übergeht  in 

f 

Daza  ist  aber  (nach  $.  12)  nöthig,  dass  AC  =  B«.  AF  =  !>>  and  AE  »  RD  ist,  d.  h. 
das^  die  Gfeichnngen  stattftnden 

XXI)    /p  -  2i  -.  ^\  .  S  i^  (B  ^  »2 

XXIU)    ^N  -  17  -  ^\  .  S  =  (Q  -  A)  .  (R^  ^) 

Aas  diesen  drei  DitTerendalgleichangeii  der  ersten  Onioang  lassen  sich  17 ,  X  «nd  fi  als 
Functionen  mit  drei  wiülLürlichen  Gonstanten  bestimmen.  Diese  willlLftrlichen  Constanten 
sind  aber  sowohl  in  den  Functionen  17,  A,  /u,  all  auch  in  den  Functionen  g,  h  enthal- 
ten. Die  Gleichung  XX,  welche,  indem  üe  von  z  =:  a  bis  cu  jedem  beliebigen  Werthe 
des  X  erstreckt  wird,  giltig  Ist,  ist  auch  gUtig,  wenn  sie  von  x  «»  a  bis n  =s a  erstreckt 
wird;  und  man  hat  daher  auch  (in  Folge  der  Gleichung  XYIII) 

m 

Hieran  erkennt  man: 

I)  dass  die  Yerinderlichkeit  des  ä^  ganz  unabhängig  ist  von  der  Veränderlichkeit 
der  in  97,  A,  /«,  g,  h  enthaltenen  drei  wilfkOrliahen  Gonstanten j  d.  h.  man  bekommt 
jedesmal  den  irgend  einem  ^y  entsprechenden  wahren  Werth  des  ^U ,  man  mag  den  in 
n%^%  /*%  §*^  enUmltonen  drei  wiHkillrliehen  CoaaUnlen  waa.MiiMC.iar  hMitiüge  Werthe 
kmUegen»  .  Ra  ferner  unAex:  iy  nor  eine  reelJe.  Fnoelion/  von  x  gedneht  werden  darf, 
l».isl  1 
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2)    der  quadratische  Aosdrack  1  g  •  ^y  -h  h  •  -^  -h  ^-y \  positiv,    wenn  g  und  h 

ddy        d^M*  <^aV 

H-  h  •  -r^  -h  -jY/  *  ^*  positiv  oder  negativ,   wenn  der  Quotient  -r—    bei  jedem  von 

a  bis  a  möglichen  Werthe  des  x  positiv  oder  negativ  bleibt,  wobei  freilich  für  einzelne; 
von  a  bis  a  möglichen  Werthe  des  x  dieser  Quotient  auch  zu  Null  werden  darf. 

Da  nun,  wie  schon  bemerkt,  sich  immer  der  irgend  einem  ^y  entsprechende  wahre 
Werth  des  d^U  ergibt,  man  mag  den  in  97,  A,  ^,  g,  h  enthaltenen  drei  willkürlicheo 
Gonstanten  was  immer  f&r  einen  beliebigen  Werth  beilegen;  so  kann  man  anf  zwei  ver- 
schiedenen Wegen  den  Zeichenstand  des  ^^U  kennen  lernen: 

1)  Man  richte  die  in  77,  X,  ^,  g,  h  enthaltenen  drei  willkürlichen  Gonstanten  so 
ein,  dass  die  Gleichung 

XXV)    (,.,y.  +  «.,y.^ +  ,.©■)_ 

Stattfindet.  Je  nachdem  .man  sich  nemlich  unter  öy  eine  immer  andere  und  andere 
Function  denkt,  muss  man  den  in  17,  X,  /«  enthaltenen  drei  willkürlichen  Gonstanten 
einen  immer  andern  und  andern  Werth  beilegen;  und  so  kyin  Gleichung  XXV  statt- 
finden bei  jeder  beliebigen  Function  ^y  von  x.  Dabei  reducirt  neb  Gleichung  XXIV  auf 

xxv„«=j;|.(,.a,...g.^;.. 

und  man  erkennt,  dass  jetzt  der  Zeichenstand  des  S^  von  dem  Quotienten  -7^  abhän- 
gig ist. 

2")  Wenn  aber  die  Gleichung  XXV  einen  Widerspruch  in  sich  selbst  enthält,  so 
richte  man  die  drei  in  17,  X  und  f*  enthaltenen  willkürlichen  Gonstanten  so  ein,  dass 
die  Differenz 

XXVII)    (,.dy«4-2.i.*y.^y+M.(g:)')^ 

djv 

dasselbe  Vorzeichen  bekommt,  welches  der  Quotient  -pj  bei  allen  von  a  bis  a  mögli- 
eben Werthen  des  x  behält. 

Aas  allem  Vorhergebenden  folgt  (Qr  das  Prtifangsmiltel  folgende  einfache  Regel : 

d^V 

dq 

„oder  negativ  bleibt,  so  ist  auch  ^^U  positiv  oder  negativ;  und  es  findet  bezüglich  ein 
^yMinimnm^tand  oder  Maximum-stand  statt." 

Dabei  beachte  man,  dass,  wenn  dieser  Quotient  bei  einigen  von  a  bis  a  möglichen 
Werthen  des  x  zu  Null  wird,  die  vorstehende  Regel  ihre  Giltigkeit  behält;  wenn  aber 
dieser  Quotient  nicht  bei  allen  von  a  bis  a  möglichen  Werthen  des  x  einerlei  Zeichen 
behält,  so  ist  dieses  (man  sehe  $.  9)  noch  keine  Anzeige,  dass  weder  ein  Maximum- 
stand noch  Minimum-stand  stattfinde,  sondern  dieses  müssle  noch  besonders  nachgewie- 
aen  werden.  Dagegen  vertiert  vorstehende  Regel  ihre  Giltigkeit,  sobald  dieser  Quotient 
bei  ii^end  einem  von  a  bis  a  möglichen  Werthe  des  x  Null  in  den  Nenner  bekommt* 

38 


„  Wenn  der  Quotient  -^pj  bei  allen  von   a  bis  a  möglichen  Werthen  des  x  positiv 
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Wenn  aber  bei  allen  von  a  bis  a  möglichem   Werlhen  das  x  gleichzeitig 

^^^  ^i^  IQ  Nall  werden,  dann  zieht  sieh  Gleichang  XYin  znrQck  attf 
dp.dq    dy.dq 

Ja  Ldy2      ^  dy.dp      ^     dx         dp«      \  dx  /  _| 


V 
dq?' 


dem  Quotienten  -^  zu  entnehmen  ist 


und  man  erkennt«  dass  das  Merkmal  eines  Maximum-«landes  oder  Minirnnm-slandes  ao 

dps 
Wenn  aber  bei  allen  von  a  bis  a  möglichen  Werthen  des  x  auch  noch  gleichzeitig 

•^-3  and  /  \    zn  Null  werden ;  so  ist  das  Merkmal  des  Maxiraam-standes  oder  Mini- 
dp2  dy.dp 

d^V 
mom-standes  an  dem  Qootienten  -pj  za  entnehmen- 

Dass  aber  diese  über  den  Zeichenstand  des  d'U  bis  jetzt  geführte  Untersochong  nor 

so  lange  ihre  Giltigkeit  behält,  als  keiner  der  sechs  Qootienten  -p^  «    ~a~^  '    d    H   * 

d^V    dd«V    djv 

-^ ,   7  \   ,  -r-ö  bei  irgend  einem  von  a  bis  a  möglichen  Werlhe  des  x  Noil  in  den 

dp*  '  dy.dp     dy*  ° 

Nenner  bekommt,  braucht  hier  nicht  mehr  erinnert  sn  werden. 

Da  die  Gränzen  a  and  a  darchaas  keinen  Einfloss  haben  auf  die 
bis  jetzt  gesuchte  Function  y  ■»  9>(x),  so  macht  sie  nicht  allein  das  zwi- 
schen den  Gränzen  a  bis  a  erstreckte  Integral  U,  sondern  auch  das 
zwischen  vielen  andern  Gränzen,  ja  oft  aach  das  zwischen  allen  belie- 
bigen Gränzen  erstreckte  U  za  einem  Maximnm-stande  oder  Minimum- 
Stande.  Allein  eben  diese  Function  y  =  ^(x)  muss  auch  jedesmal  drei  Gleichungen 
zugleich  identisch  machen,  eine  Bedingung,  die  bekanntlich  nicht  immer  erfüllt  werden 
kann.    (Man  vergleiche  noch  g.  191  am  Ende.) 

Zweite  AbtteUwiv. 

$.236.  Untersuchung  der  zweiten  (in  VIII  aufgestellten)  Form  des  dU.  An 
dieser  Form  erkennt  man ,  dass  es  auch  eine  von  den  Gränzen  a  und  a  abhängige  Function 
y  =  <y>(x)  gibt,  welche  nar  eine  einzige  Gleichung  identisch  machen  muss ,  dagegen  al>er 
auch  nor  das  zwischen  den  Gränzen  a  bis  a  erstreckte  Integral  U  zu  einem  Maximum- 
stande oder  Minimum-Stande  machen  kann,  während  dabei  das  zwischen  irgend  zwei 
andern  Gränzen  erstreckte  U  weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum-stand  ist.  Die 
Aufgabe,  wo  eine  von  den  Gränzen  a  und  a  abhängige  Function  y  =  9Xx)  gesucht  wird, 
ist  aber  diejenige,  welche  in  der  Anwendung  am  häufigsten  vorkommt,  und  jedesmal 
möglich  ist. 

A)    Man  zerlege  nun  Gleichang  YIII  zunächst  in  folgende  zwei: 

«™o  ^  -  i . -(^V  ^ ..«(«)_ , 

und 

Die  erste  dieser  Gleichungen  wird  Hauptgleichung  and  die  zweite  wird  Gränzen^teidioog 
genanal.    Die  Haapl^eiehaog  ist  eine  identische  Gleichong,    wird  io  der  Regel  eine 
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DiffereDtialgldcbuog  der  viertoo  Ordnaog  seio,  und  gibt  die  gesuchte  Function  y  :=  9>(x). 
Ist  aber  die  Hauptgleichaog  wirklich  von  der  vierten  Ordnung,  so  gehen  ()urch  deren 
Integration  noch  vier  willkQrliche  Gonslanten  ein,  die  nicht  schon  in  der  vorgelegten 
Hanptgleichung  selbst  enthalten  waren-  Die  Grfinzengleichnng  ist  keine  identische  •  and 
gilt  nur  für  die  Werlhe  x  =  a  und  x  =  a.  Diese  Granzengleichung  muss  bei  Bestim- 
ninng  der  in  y  =  9(1)  eingegangenen  willkürlichen  Constanten  mitbenutzt  werden;  und 
sie  wird  sehr  oft  nicht  erfQllt  werden  können,  wenn  die  Hanptgleichung  nicht  von  der 
vierten  Ordnung  ist. 

Gleichong  IX  redncirt  sich  jetst  auf 


^  dp«      Vdi/    ^       dp.dq      dl        d««   ^  dq»      \dx«/J 


Man  setze  zur  AbkOrzong  noch  Y  =:  -^ j>  •  ^i^— )>  und  Y'  ^  ^—  ,    und   gebe 

der  Gleichung  XXX  (nach  dem  vorigen  fi.)  folgende  Form: 

XXXI)    ««ü  =  /y  .  *»y  -+-  Y' .  ^  +  17  •  ay2  +  21 .  iy  .  ^  -+-  M  •  {^f) 

Die  Functionen  17,  A,  /n  werden  aus  den  Gleichungen  XXI,  XXII  und  XXIII  entnom- 
men. Nun  ist  die  Granzengleichung  noch  zu  erftillen.  Es  genCkgt  aber,  wenn  man  nur 
die  unten  stehenden  drei  Fälle,  wobei  die  Hauptgleichung  als  eine  DiflTerentialgleichung 
der  vierten  Ordnung  vorausgesetzt  wird,  besonders  unterscheidet,  weil  andere  Fälle 
sich  aaf  ähnliche  Weise  behandeln  lassen*  Wie  man  dann,  wann  die  Haaptgieichung 
nicht  von  der  vierten  Ordnung  ist,  verfahren  muss,  ergibt  sich  nach  Analogie  der  Auf* 
gaben  230,  23f. 

Erster  Fall.    Wenn  zwischen  y,»  y^,  (h  )  Mfr)    '    ^^^   ^^^^    zwischen    den 

dazu  gehörigen  Mutationscoeflficienten  durchaus  keine  Abhängigkeit  stattfindet;  so  zer- 
fällt die  Granzengleichung  (nach  g.  92)  in  folgende  vier  tinzelne:  I 


(a -«•-©.=» 


und  diese  vier  Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung  der  vier  in  y  s:  (fiitt  eingegangenen 
wilttLiirliehen  Constanten.    Gleichung  XXXI  redncirt  sich  jetzt  auf 
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£ 


a 

and  hinsichtlich  des  Zeicbenstandes  des  ^U  gelten  die  schon  im  vorigen  $.  gemachten 
Bemerkungen. 

Zweiter  Fall.  Es  sei  yorgeschrieben ,  dass  die  gesuchte  Fonelion  y  =  q>\X)  our 
aas  der  Zahl  derjenigen  heransgewählt  werde ,  welche  alle  folgenden  vier  fiedingoogeo 
genügen : 

1)  Bei  X  »  a  sollen  alle  in  Betracht  za  ziehenden  Fancliosen  den  gegebenen 
Werlh  b  bekommen. 

2)  Bei  X  «  a  sollen  alle  in  Betracht  zo  ziehenden  Fonctionen  den  gegebenen 
Werth  ß  bekommen. 

3)  Bei  X  =  a  soll  der  erste  Differentialquotient  aller  in  Betracht  zn  ziehenden 
Fonctionen  den  gegebenen  Werth  c  bekommen,  and 

4)  Bei  X  =  a  soll  der  erste  Differentialqootient  aller  in  Betracht  zo  ziehenden 
Fonctionen  den  gegebenen  Werth  y  bekommen. 

Hierist  dy.  =  0,  <Jy«  =  0,  (^\   «  0,  (^\     =  0,    d^y.  =  0,   d»y„  =  0, 

|---^\   =r  0,  (--T^]    =  0  etc.    Die  Gränzengleichong  fallt  also  Jetzt  von  selbst  weg, 

und  die  vier  in  y  ^s  «y^cx/  eingegangenen  willklürlichen  Constanten  bestimmen  sich  dorch 
die  hier  gestellten  vier  Bedingongen.    Gleichong  XXXI  redocirt  sich  jetzt  aof 

d^V 
und  der  Zeichenstand  des  d^U  hangt  von  --|^  ab. 

Dritter  Fall.  Es  seien  zwischen  y. ,  y^y,  (^\  ,  l^j  drei  Gleichongen  gege- 
ben. Man  eliminire  dya,  (--p-)  ondl-pj  ,  so  redocirt  sich  die  Gränzengleichong 
XXIX  auf  folgende  Form : 

SO  dass  H  =  0  ist,  und  diese  Gleichung,  verbunden  mit  den  drei  gegebenen,  reichen 
hin,  um  die  vier  in  y  =  q>ix)  eingegangenen  willkürlichen  Conatanten  zu  bestimmen. 
Gleichung  XXXI  nimmt  folgende  Focm  an: 

^ü  =>  [K  4-  (v)a  -^   L  .  a)a  -4-  V  •  (fi)a  ■+■  L''  •  (17),  -H  L^''  •  iX),  +  V"  -  f//),]  •  dy^ 

Weil  nun  der  Werth  des  ^U  von  den  Werthen  der  drei  in  97,  X,  /«,  g,  h  eingegangenen 
willkürlichen  Constanten  ganz  unabhängig  ist,  so  sehe  man  zu,  ob  man  diese  drei  Con- 
stanten so  einrichten  kann,  dass  die  Gleichung 

8tatt6ndet.  Wenn  aber  diese  Gleichung  einen  Widersprach  in  sich  selbst  enthalt,  so 
richte  man  die  drei  in  17,  X,  ^,  g,  h  enthaltenen  willkürlichen  Gonstanten  so  ein»  dass 
der  Ausdruck 

d^V 
dasselbe  Vorzeichen  bekommt,  welches  der  Quotient  _i.  i^ej  allen  von  a  bis  a  mdgli- 

6q^ 
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theo  Wertben  des  x  behSlL    Der  Zeiebenstend  des  ^U  hangt  also  auch  jetzt   von 

Und  so  fort  bei  andern  Fällen,  die  sich  auf  die  Gränzen  beziehen. 

Zum  Ueberflasse  soll  auch  hier  noch  einmal  strenge  darauf  auf- 
merksam gemacht  werden,  dass  die  hier  gesuchte  und  von  den  Gr'auzeti 
a  und  a  abhangige  Function  y  «»  qp(i)  nur  das  zwischen  den  Gränzen 
X  =  a  bis  X  SS  a  erstreckte  U  zu  einem  Maximum-stande  oder  Mini- 
mam-stande  macht,  eben  weil  auch  nur  das  zwischen  den  uemlichen 
Gränzen  erstreckte  dU  zu  Null  wird. 

B)  Hat  man  die  bis  jetzt  (in  diesem  SO  gegebene  Untersuchung  ausgeflilirt,  so 
kehre  man  abermals  zu  Gleichung  VIII  zurück,  und  schaue,  ob  man  nicht  dem  zu  dy 
gehdrigen  Factor 

d, 


dy         dx      \dp;  ^  W        \dq/ 


9C 
die  Form   -^  beilegen  kann;  etc.  etc.    (Man  vergleiche  noch  die  Aufgabe  173.) 


Untersuchung  56- 

dy    d^y     d^ 
£s  ist  V  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  -r^  ,  j~,  -^  gebildeter  Ausdruck, 

und  man  sucht  fQr  y  eine  solche  reelle  Function  des  nichtmutabien  Veränderlichen  x, 
dass  dabei  das  zwischen  den  Gränzen  von  x  =  a  bis  x  =  a  erstreckte  integral 


«"-r 


V  -dx 


ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 


$.  237.    Inwiefern  hier  von  einem  Maximum-stande  oder  Minimuoi-stande  die  Rede 

ist,  ist  schon  (im  Anfange  des  $.  223)  auseinandergesetzt.    Wenn  man  nun  irgend  eine 

durch  9>(x)  dargestellte  reelle  Function  an  die  Stelle  des  y  einsetzt,  etc.  etc.    (Statt 

aller  Wiederholungen  soll  auf  den  Anfang  des  $.  229  und  des  $.  234  hingewiesen  werden). 

dy  d^y  d^y 

Wenn  man  zur  Abkürzung  noch  p  statt  ■— ,    q  statt  ^-^ ,  und  r  statt  -^  setzt;  so  folgt 

aus  Gleichung  I 

tI^     ^iT        C^  i^y^    >      .    dpV      d^y        dqV      d2<5v     .    d,V      d^^y  v     ^ 

und  wenn  man  hier  die  gewöhnliche  Umformung  vornimmt,  so  gibt  sich 
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BMle  AMbeUhiBf 


Untersuchang  der  ersten  (in  Gleichung  U  aufgestellten)  Form  des  dU.  An  die- 
ser Form  erkennt  man ,  dass  die  fQr  J^  berzostellende  Reibe  jedenfalls  dann  kein  solches 
erstes  Glied  hat,  welches  die  erste  Potenz  x  als  gemeinschaftlichen  Factor  enthält, 
w«nn  eines  von  den  sechszehn  Systemen  der  vier  Gleichungen  staltfindet,   welche  sich 

d  V    d«V    d  V     d  V 
combiniren  lassen ,  «indem  man  die  Quotienten  -j- ,  -^,  -S—»  -r-  entweder  za  Null 

dy  '    dp  '   dq  '    dr 

werden  lässt,  oder  ihnen  die  Form -g^  beilegt.    Man  erkennt  aber  gradeza»   dass 

auf  die  dabei  sich  ergebende  Function  y  =  <p{x)  die  Gränzen  a  und  a, 
welche  sie  auch  immer  sein  mSgen,  keinen  Einfluss  haben;  und  dieses 
ist  ein  sehr  bemerkenswerther  Umstand., 

Hat  man  namentlich  die  gesuchte  Function  y  =  qxv  ans  dem  ersten  dieser  aeeh*- 
zehn  Systeme,  d.  h.  aus  den  vier  gleichzeitig  bestehenden  Gleichungen 

dy         "'dp         "'   dq         "'    dr         " 

entnommen,  so  wird  grade  so,  wie  im  vorigen  $.  bewiesen,  dass  jetzt  der  Zeichenstand 

d,^V 
des  ^U  von  dem  Quotienten  -^  abhängig  ist,   d.  h.  ^U  ändert  sein   Zeichen  nicht, 

d?V 
wenn  der  Quotient  -j-,   bei  allen  von  a  bis  a  möglichen  Wertben  des  x  sein  Zeichen 

nicht  ändert.  Aendert  er  aber  sein  Zeichen,  so  muss  noch  besonders  nachgewiesen 
werden,  dass  weder  em  Maximuro-stand  noch  Ifiniraunihstand  staHfindet. 

Wenn  die  Quotienten  -^7  ,    f^\  i    ^  V  ,    7  *,    gleichzeitig  zu  Null  werden  bei  je- 

dr2  '   dq.dr     dp.dr     dy.dr  »  » 

dem  von  a  bis  a  möglichen  Werthe  des  x;  so  geht  man  zu  dem  Quotienten  -^j  Aber. 

dzV    (j  d  V    d  d  V 
Wenn  aber  die  Quotienten  -r-^ ,  -^-^r-  %  J  \    gleichzeitig  zu  Null  werden  bei  je- 

d^  '   dp.dq    dy.dq  o  « 

djv 

dem  von  a  bis  a  möglichen  Werthe  des  x;  so  geht  man  zu  dem  Quotienten-^  4ber. 

Wenn  aber  auch  noch  gleichzeitig  die  Quotienten  -n  und    '  ^    zu  Null  werden  bei 

d?V 
jedem  von  a  bis  a  möglichen  Werthe  des  x;  so  geht  man  zu  -^  über. 

Da  die  Gränzen  a  und  a  durchaus  keinen  Einfluss  haben  auf  die  bis 
jetzt  gesuchte  Function  y  bbc^cx),  so  macht  sie  nicht  allein  das  zwischen 
den  Gränzen  a  bis  a  erstreckte  Integral  U,  sondern  auch  das  zwischen 
vielen  andern  Gränzen,  ja  oft  auch  das  zwischen  allen  beliebigen 
Gränzen  erstreckteU  zu  einem  Maximum-stande  oder  Miniroum-stande. 
Allein  eben  diese  Function  y  «»  qpfi)  muss  auch  jedesmal  vier  Gleichungen  zugleich 
identisch  machen,   eine  Bedingung,    die  bekanntlich  nicht  immer  erfüllt  werden  kano. 

Zweite  Abthellmip. 

Untersuchung  der  zweiten  (in  Gleichung  III  aufgestellten)  Form  des  dU.  Ad 
dieser  Form  des  dU  erkennt  man,  dass  es  auch  eine  von  den  Gränzen  a  und  a  abhängige 
Function  y  =  q>(v  gibt,  welche  nur  eine  einzige  Gleichung  identisch  machen  muss, 
dagegen  aber  auch  nur  das  zwischen  den  Gränzen  a  bis  a  erstreckte  Integral  U  zu  ei- 
nem Maximum-Stande  oder  Minimum-stande  machen  kann,  während  dabei  das  zwischen 
irgend  zwei  andern  Gränxen  erstreckte  U  weder  ein  Maximum-stand  noch  Ifinimum- 
sUnd  ist  Die  Aufgabe,  wo  eine  von  den  Gränzen  a  und  a  abhängige  Function  y  =  <pir 
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gesaeht  wird,  ist  aber  diejenige,  welehe  in  der  Anwendang  am  litiitgtten  vorkemmt, 
and  aach  jedesmet  möglich  ist. 

A)  Die  (in  III  aufgestellte)  zweite  Fem  des  dV  gibt  zanSchst  die  Haoptgleidimig 

Sie  ist  eine  identische  Gleichung »  wird  in  der  Regel  eine  Ditfsrentialgleichosg  der 
sechsten  Ordnung  sein,  und  liefert  die  gesuchte  Function  y  =  q>(x).  Die  (in  Gleichung 
111)  ausserhalb  des  Integralzeichens  befindlichen  sechs  Theilsätze  geben  zusammen  die 
Grftnzengleichung ,  welche  bei  Bestimmung  der  Gonstanten  noch  mit  benutzt  werden 
muss.  Ist  die  Hauptgleichung  wirklich  von  der  sechsten  Ordnung,  so  gehen  durch  deren 
Integration  noch  sechs  willkBrliche  Gonstanten  ein,  die  nicht  schon  in  der  vorgelegten 
Hauptgleichung  selbst  enthalten  waren.  Die  Gränzengleichung  ist  keine  ilentisohe,  and 
gilt  nur  rar  die  Werthe  i  *»  a  und  x  «■  a;  sie  wird  aber  sehr  oft  nicht  erfüllt  werden 
können,  wenn  die  Hauptgleichung  nicht  von  der  sechsten  Ordnung  ist 

Hinsichtlich  des  Zeichenstandes  von  ^U  gelten  die  bereits  (in  diesem  §.)  gemachten 
Bemerkongen.  Ferner  soll  noch  einmal  strenge  darauf  aufmerksam  ge- 
macht werden,  dass  die  hier  gesuchte  und  von  den  Gränzen  a  und  a 
abhängige  Function  y  =  g>(\)  nur  das  zwischen  den  Gränzen  x  ■■  a  bis 
I  >*  a  erstreckte  Integral  Uzu  einem  Maximum-Stande  oder  Minimum- 
stande macht,  eben  weil  aueh  nur  das  zwischen  den  nemlichen  Grfln- 
zen  erstreckte  ^U  zu  Null  wird. 

B)  Nun  kehre  man  wieder  zu  Gleichung  III  zorQck.  und  schaue,  ob  man  nicht 
dem  zu  3y  gehörigen  Factor 

9t 
die  Form  -rr-  beilegen  kann,  etc.  etc. 


Aus  allem  Vorhergehenden  ist  nun  klar,   wie  man  zu  verfahren  hat,   wenn  V  ein 

dy    d^     d^y  d'^v 

reeller  ans  den  Elementen  x,  y,  j^,  ■—-,  -^-3- g-a    gebildeter  Ausdruck 

ist,  und  man  für  y  eine  solche  reelle  Function  von  x  sucht,   dass  das  zwischen  den 
Grinzen  von  x  =  a  bis  z  ■«  a  erstreckte  Integral 


-j: 


a 
V'dx 

a 


ein  Maxiraam-stand  oder  Minimum-stand  wird. 


Untersuchung  57. 

dv      d'v  d'v  dz 

Es  ist  V  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  ;t3,   -r-rt »   5-»»  «1   1-% 

d»      di^  dx"  dx 

-r-^ , ,  j-^  gebildeter  Ausdruck ,    wo  die  Elemente  y  und  z  ganz  unabhängig 

untereinander  sind;   und  man  sucht  für  y  und  z  solche  reelle  Functionen  des  nichtmo- 

tablen  Veränderlichen  x,  dass  dabei  das  zwischen  den  Gränzen  von  x  =  a  bis  x  =  a 

erstreckte  Integral 

^« 

V.dx 

a 


""=■£ 


ein  Maiimam*Btand  oder  Minifnnm-stand  wird. 
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§.  838.  In  wietoine  hier  von  eiDem  Maximam-staDde  oder  HiDimain-staDde  die 
Rede  ist,  ist  schon  (im  Anfange  des  §  2*23)  aoseinandergesetzt.  Wenn  man  nan  irgend 
svei  durch  ip\i)  und  9>''(x)  dargestellte  reelle  Fanctionen  bez&glich  an  die  Stelle  des  y 
and  des  z  in  Gleichung  I  einsetzt ;  so  bekommt  man  für  U  einen  ans  a  nnd  a  gebildeten 
Ansdrock,  welcher  mit  U'  =  t^a)  —  f/;(a)  bezeichnet  sein  mag,  etc.  etc.  (Statt  aller 
Wiederholungen  mag  auf  den  Anfang  der  §§.  223,  225,  229,  234  verwiesen  werden.) 

Man  nehme  vorerst  den  bestimmten  Fall  vor,  wo  V  ein  nur  aas  den  Elementen  x, 

y^  rZ,  ^L^  2,  j    gebildeter  Ausdruck  ist,  und  setze  zur  Bequemlichkeit  p  statt  ^, 

g  g(3(t  44- ,  P  statt  -^ ;  dann  bekommt  man  zunächst 
dx^  ox 

r**/d,V     .  d«V      d^y    .    d„V      ^dy    .    d^V    ,     .    d«,V      d^z\      . 

und  wenn  man  die  gehörigen  Umformungen  vornimmt,  so  gibt  sich 

g.  239.  Untersuchung  der  ersten  (in  Gleichung  II  aufgestellten)  Form  des 
dM.  An  dieser  Form  erkennt  man,-  dass  die  fUr  J\]  herzustellende  Reihe  jedenfalls 
dann  kein  solches  erstes  Glied  hat,  welches  die  erste  Potenz  x  als  gemeinschaftlichen 
Factor  enthält ,  wann  eines  von  den    zweiunddreisslg  Systemen  der  ftinf  Gleichungen 

stattfindet,  welche  sich  combiniren  lassen,  indem  man  die  Quotienten   -^f— ,  -^,  --^, 

dy      dp      d^ 

-7—,    ^— entweder  zu  Null  werden  lässt,  oder  ihnen  die  Form    -^  beilegt    -Man   er- 
dz  '     d|)  0  ** 

kennt  aber  gradezu,   dass  auf  die  dabei  sich  ergebenden  Fanctionen 

y  =  q)*i\)  und  z  =r  <p"(x)  die  Gränzen  a  und  a,   welche  sie  auch  immer 

sein  mögen,  keinen  Einflass  haben;   and  dieses  ist  ein  sehr  bemer- 

kenswerther  Umstand. 

Hat  man  namentlich  die  gesuchten  Functionen  y  =  qp'(x)  und  z  =  <y>''(x)  aus  dem 

ersten  dieser  zweianddreissig  Systeme,  d.  h.  aus  den  fünf  gleichzeitig  bestehenden  Glei- 

chaugen 

dy  dp  dq  dz  dp 

entnommen,  und  kann  man  das  Prfifungsmittel  an  dem  für  ^U  sich  ergebenden  Aus- 
drucke gewinnen;  so  bleibt  jetzt  nur 

IV)  ^«ü = rr^ .  (^' + 2.^2^1 .  ^ .  ^  ^.  ^ .  i^^i' 

^  Ja  Ldq»       Vdx2/    ^  "^    dq.dp       dx«        dx   ^  dp»      .' dx  / 


2 


2 


ddi 


dq.dy       dx^         ^  ^  ^    dp.dy       dx     ^  ^  dy«     •'y    ^  ^    dq.dp     dx«      dx 


^        dp.dp     dx      dx    ^  *    dy.dp      •      dx   ^   dp2     Idx/    ^        dq.dz      di» 


dt 
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2, 


dp.dz     dx  dy.di      ^  dp.dz     dx  dz*  J 

QDd  man  hat  noch  die  Bedingungen  aofzosochen,  unter  denen  dieser  Ausdruck  sein 
Zeichen  nicht  wechselt.  Man  bezeichne  zur  Abkärzunff  das,  was  aus  obigen  Differen- 
tialquotienten hervorgeht,  wenn  man  fdr  y  und  z  die  gefundenen  Functionen  setzt,  der 
Reihe  nach  mit  den  deutschen  Buchstaben 

a,  »,  a.  !D,  <s,  5,  (B,  «,  3,  Ä,  ?,  a«,  «,  $,  o 

und  um  soviel  als  möglich  zu  integriren,  setze  man  fUr  das  unbestimmte  bei  x  :s  a 
anfangende  Integral  folgende  Gleichung: 


„. ^. ^+, .„.+«,. 5. ^+s.«.ffl.f^ö.^ 


daz 

dx 


+  Ä  .  {^f  +  28  .  ^  .  az  H-  2fW  .  g  .  dz  -h  291  .  ay  .  c5z 


^ 


^  .  dz  H-  D  .  <5zn  .  dx  =  (^  .  «y2  -h  2^ .  dy  .  g:  +  ;i  .  (^)' 


-I-  2^  .  ay  .  tJz  H-  2| .  ^  .  (Jz  -h  a>  •  ^2»^    -  ^17  •  ay2  -h  2^  •  ay  .  ^  H-  i  .  (^)^ 

-H  2N  .  av  •  (Jz  H-  2P  .  ^  .  az  -h  0  •  az^l  .  dx 

Nun  differentiire  man  auf  beiden  Seiten,  und  bringe  Alles  auf  eine  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens ;  so  ergeben  sich  folgende  Gleichungen : 

<J2v  di 

Man  erkennt  also,  dass  die  drei  Ansdr'dcke  A,  G,  R  vollkommen  bestimmt  sind,  da- 
gegen zur  Bestimmung  der  übrigen  zwölf  Ausdrücke  B,  C,D,E»F,H,J,  L,M,N, 
P,  Q  noch  nöthig  wäre,  dass  auch  die  sechs  Functionen  »7,  ?,  A,  //,  |,  «  bestimmt 
seien.  Da  nun  durchaus  keine  Bedingung  existirt,  welchen  die  Functionen  f^,  ^,  X,  /i, 
{,  ft>  genügen  sollen;  so  sind  sie  ganz  willkürliche  Functionen  von  x.    Man  kann  also 

39 
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durch  geeignete  Annahme  dieser  willkQrtichen  Functionen  die  Ausdrücke  B,  C,  D,  E, 
F,  [l,J»L,MyN,P,Q8o  einrichten,  dass  Gleichung  V  Gbergeht  in 


^o  £[••©■+» 


My    d^y    , 

"T" 


,  .  dx«      d. 


-f-S9-~-tfi  +  0.  dt^\  '  dx  ts 

-  (7  •  »y*  +  2?  •  ay  .  ^  +  i  .  (^)'  4-  9li« .  *y  .  «z  -»-  2j  .  ^  .  Ä  -h  o.  •  «i»\ 


j:[-( 


d%    .         d^z    .  d^y    L  j.      .  ji  \' 


"^  ^* '  (^  "*■**•  ^  "^  •"*  '  ay  H-  h2  •  az^n  .  dt 

Dazu  ist  aher  (nach  Analogie  des  S-  ^3)  nöthig,  dass  folgende  sechs  Gleichungen 

VIO    (AC  —  B2)  .  (AK  -  GO  =  (AH  -  BOy 

Vni)    (AF  -  DO  •  (AK  —  GO  -  (AJ  —  DG)« 

IX)    (AQ  —  L«)  .  (AK  ^  GO  =  (AP  -  LG)« 

X)    (AE  -  BD)  .  (AK  —  G«)  =  (AH  —  BG)  •  (AJ  -  DG) 

XI)    (AM  —  BL)  •  (AK  —  G«)  =  (AH  -  BG)  •  (AP  —  GL) 

XH)    (AN  —  DL)  .  (AK  —  G»)  =  (AJ  —  DG)  •  (AP  —  GL) 

stattfinden.  Wenn  man  hierin  die  kurz  vorher  fi!krA,B,G,  D,E,F,  G.  H,  J,K, 
L,  Bf,  N,  P,  Q  hingestellten  AusdrÖcke  substituirt;  so  bekommt  man  sechs  Differential- 
gleichungen der  ersten  Ordnung,  durch  deren  Integration  sich  7,  $,  A,  /«,^,  «»als 
Functionen  von  x  mit  sechs  willkOrlichen  Gonstanten  bestimmen  lassen.  Die  Gleichung 
VI,  welche,  indem  sie  von  x  a>  a  bis  zu  jedem  beliebigen  Werthe  des  x  erstreckt 
wird,  giltig  ist,  ist  auch  giltig,  wenn  sie  von  x  =:  a  bis  x  =  a  erstreckt  wird;  und 
man  hat  daher  aneh 

XIIO    ^^  = 

^17 .  ay«  +  2f  .  ay  .  ^  -I-  X  .  (^f  4-  ^  .  ^  .  ^2  4-  25  .  ^  .  ai  -»-  «  •  dzA 

-  L  .  dy^  -H  2^  ,  ^y  .  ?^^  H-  A  .  (^)^  +  2//  .  ^y  •  dz  4-  2| .  ~3! .  rfi  -H  «  •  dzA 

+  A,.(^  +  h.g  +  hl  .dy  ^  h2.  ä)']  .d« 

Vergleicht  man  Gleichung  XUI  mit  IV,  so  erkennt  man,  dass  die  Veränderlichkeit  des 
fiV  ganz  unabhängig  ist  von  der  Veränderlichkeit  der  in  97,  ^,  X,  /u,  |,  cd«  g,  g| ,  g2,  g3  « 
h ,  h| ,  h2  enthaltenen  sechs  willkürlichen  Constanten.  Man  kann  also  auf  zweierlei 
Weise  den  Zeichenstand  des  ^U  kennen  lernen. 

1)    Man  richte  diese  sechs  willkörlichen  Gonstanten  so  ein,  dass  die  Gleichung 

XIV)    /j7.ay2-h2^.ay  .^-|-X.(^)^+^.ay  .c5zH-2S.^.az  +  »-«zA    ^ 
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sUlUiodel.    Debei  oimml  Gleichung  XIII  folgende  ¥otm  an: 

XV)    ..ü=j;;'[A.(^  +  g.«i-Hg..g.-g,..y  +  g3...)' 

-f-  Ai  •  /-j^  -H  h  •  -j^  +  hl  •  ^y  +  ha  '  ^2 )    I  •  dx 

Wenn  nun  bei  allen  yon  a  bis  a,  mögliehen  Werthen  des  x  die  beiden  AosdrQcke  A 
and  Ai  gleichzeitig  positiv  oder  negativ  bleiben,  so  ist  auch  d^U  bezQglich  positiv  oder 

negativ;  and  da  Ai  =  -j-  •  (AK  -  G^,  so  hat  man 

/d»v\      Ld«l«  ^  dp«        ^.dp/J 

woran   nan  «ikesDl,  dau  4>U  negativ  oder  podtiv  ist,  «mn  bei  allen  von  a  bis  a 

d«V  d«V 

möglichen  Werthen  des  i  die  beiden  Qootienten  -^y^  and  -—  gleicIiMilig  negativ 

oder  positiv  bleiben,  and  bei  allen  diesen  Werthen  des  x  dtt  Ausdrack 

dq«  ^   d^        \dq.dp/ 
positiv  bleibt. 

2)  Wenn  aber  die  Glefchang  XIV  einen  Widerspruch  in  sich  selbst  enthält,  so 
lichte  man  die  in  37,  J;,  X,  /n,  ^,  c»,  g,  g|,  g2'  fi>3'  ^»^11^2  ^Q^^dl^^n^i^  sechs  will- 
IQrlichen  Gonstanten  so  ein,  dass  die  Differenz 

XVI)    /^.^«H-2^^.dy.^+X.(^)V  2/z'dy.dz  -\-  2|.^.az  -f  a>  -  dz^\ 

d^V  dJV 

dasselbe  Vorzeichen  bekommt,   welches  die  beiden  Qaotienten  -p^  and  -^  bei  allen 

von  a  bis  a  möglichen  Werthen  des  x  behalten,  während  bei  allen  diesen  Werthen  des 
1  der  Aasdruck 

1^1 


5!  X  :^  -  f^iklV 

dq«  ^  dJj«         \dq.dp/ 


positiv  bleiben  mass.    Wenn  aber  nicht  bei  allen  von  a  bis  a  möglichen  Werthen  des 

d^V         djv 

X  die  beiden  Qaotienten  -i^  und  -^  einerlei  Zeichen  behalten ,  oder  bei  allen  diesen 

dq*  dp* 

Werthen  des  x  der  Ausdruck 

dq2         d?>2        Xdq.dp/ 

nicht  immer  poeitiv  bleibt;  dann  bedarf  es  oeeb  eines  besonderen  Nachweises,  dass  we- 
der ein  Mnlmviii-stoAd  noch  M inimwni-stand  stattfindet. 
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Werden  aber  bei  jedem  von  a  bis  a  mSglichen  Werthe  des  x  die  fünf  Qnotieolen 

-T-ö ,  -T-^r- ,   X\   ,    ^  \   ,  -?— j-  gleichzeilig  zu  Null ,  dann  findet  ein  MazimiuD-slaud 
dq2'  dq.dp     dq.dy'   dp.dp'    dq.dz  »  »  » 


oder  Minimam-stand  slatt,  wenn  bei  allen  diesen  Werlhen  des  x  die  Quotienten 

und  -~r-  bezüglich  beständig  negativ  oder  positiv,  dagegen  der  Ausdruck 
dp* 

dp' 

immer  positiv  bleibt. 
Und  so  fort 


dp2 


^  dp2        \dp.*)/ 


d?V 


a'v     d_(jL,  V 
Dass  keiner  von  allen  den  Quotienten  -^j »  ^^  ,  etc.  etc.  bei  irgend  einem  der 

von  a  bis  a  möglichen  Werthe  des  i  die  Form  -^  annehmen  darf,  wenn  diese  über  den 

Zeichenstand  des  ^U  vorgenommene  Untersuehaug  ihre  Giltigkeit  behallen  soll,  bravcht 
nicht  mehr  erinnert  zu  werden. 

Da  die  Gr'änzen  a  und  a  durchaus  keinen  Einflass  haben  auf  die  bis 
jetzt  gesuchten  Functionen  y  »  tp'(\)  und  z  «  g>''{i);  so  wird  dabei  nicht 
alleindas  zwischen  den  Gränzen  a  bis  a  erstreckte  Integral  U,  sondern 
auch  das  zwischen  vielen  andern  Gränzen,  ja  oft  auch  das  zwischen  al- 
len beliebigen  Gränzen  erstreckte  U  zu  einem  Ifaximom-stande  oder 
Minimum-Stande.  Allein  eben  diese  Functionen  y  »  9>'(x)  und  z  =5  q>"ix)  müssen 
auch  jedesmal  fünf  Gleichungen  zugleich  identisch  machen,  eine  Bedingung,  die  be- 
kanntlich nicht  immer  erfüllt  werden  kann. 

§.  240.  Untersuchung  der  zweiten  (in  III  aufgestellten)  Form  des  8\].  Au 
dieser  Form  erkennt  man,  dass  es  auch  zwei  von  den  Gränzen  a  und  a  abhängige 
Functionen  y  =:  (p'oo  und  z  =  (p'^ix)  gibt,  welche  nur  zwei  Gleichungen  identisch  ma- 
chen müssen,  dagegen  aber  auch  nur  das  zwischen  den  Gränzen  a  bis  a  erstreckte 
Integral  U  zu  einem  Maximum-stande  oder  Minimum-stande  machen  können«  wäh- 
rend dabei  das  zwischen  irgend  zwei  andern  Gränzen  erstreckte  U  weder  ein  Maxi- 
mum-stand  noch  Minimuro-stand  ist  Die  Aufgabe,  wo  zwei  von  den  Gränzen  a  und 
a  abhängige  Functionen  y  =  <p'{%)  und  z  =  q)'Ux)  gesucht  werden,  ist  aber  diejenige, 
welche  in  der  Anwendung  am  häufigsten  vorkommt,  und  jedesmal  möglich  ist. 

A)    Man  zerlege  die  Gleichung  III  zunächst  in  folgende  drei: 


(^-t'iU"-{'^).m.-m 


dz^  =  0 


Die  beiden  ersten  Gleichungen  werden  Haupiglelchuugen  und  die  dritte  wird  Gränzen- 
gleichung  genannt.  Die  Hauptgleichungen  sind  identische  Gleichungen,  und  geben  durch 
Integration  die  gesuchten  Functionen  y  «  (p*[x)  und  z  =  cp^'d).  Die  Gränzengleichung 
ist  keine  identische  Gleichung ,  und  gilt  nur  bei  den  Werthen  x  :=3  a  und  x  •»  o.  Diese 
Gränzengleichung  muss  bei  Bestimmung  der  in  den  gesuchten  Functionen  eingegangenen 


30» 

Cooalaoten  mitbeoüUt  werden.  Die  ZerflUlung  der  Gränzengleichang  wird  aber  ver- 
schieden ausfallen,  je  nachdem  die  Elemente  ^y^,  ^y«,  (h  )  >  (  h  )  *  ^^»*  ^'«  ^^  "^ 
abhängig  voneinander  sind,  oder  eine  gewisse  Abhängigkeit  zwischen  ihnen  stattfindet* 
Man  setze  noch  zur  Abkürzung  Y  =  ^  -  JL  -  d(^) ,  Y'  -  ^.  Z  -  ^  ;  so 
Itann  man  den  für  d^U  sich  ergebenden  Ausdruck  anf  folgende  Form  bringen : 

XX)    OTJ  =  /y  .  a2y  -h  Y'  .  ^  -h  Z  .  d«z  -h  i7  •  ^y^ 
-H  «  .  ay  .  ^  H-  X  .  {^f  4-  2/*  •  ay  .  dz  -h  2^  •  ^  •  ^*  -H  «  .  <Jz«\ 
-  /y  .  ^  H"  Y'  .  ^  +  Z  .  d»z  -H  17  .  ay»  -h  2^  .  ^y  .  ^ 
+  X  .  (^f  -f-  2a«  •  tJy  .  az  4-  2f  .  !^  .  cJz  -h  « .  az«\ 

-H  Ai|-p  4-  h  •  -p  -H  hl  •  <5y  -H  hj  '  dz  |    |  •  di 

Da  der  Werth  des  ^U  ganz  unabhängig  ist  von  dem  Werthe  der  in  7,  ^,  A,  /u,  {,  <v 
eingegangenen  sechs  willkürlichen  Gonstanten;    so  erkennt  man,  dass  der  Zetchenstand 

dJV    djv     ^^y 
des  a^U  ebenso  an  den  Quotienten  -^,  -^  ,    hh"  ^'^^^^^^^  werden  kann,  wie  dieses 

(im  vorigen  g.)  schon  näher  auseinandergesetzt  ist. 

Zum  Ueberflttsse  soll  auch  hier  noch  einmal  strenge  darauf  auf- 
merksam gemacht  werden,  dass  die  hier  gesuchten  und  von  den  Grän- 
zen  a  and  a  abhängigen  Functionen  y  ea  q)'{x}  und  z  ^*  g)''{x)  nur  das  zwi- 
schen den  Gränzen  x  «■  a  bis  x  «■  u  erstreckte  Integral  U  zu  einem  Ma* 
ximum-stande  oder  Minimum-stande  macheu,  eben  weil  auch  nur  das 
zwischen  den  nemlichen  Gränzen  erstreckte  dU  zu  Null  wird. 

B)  Hat  man  die  bis  jetzt  (in  diesem  $.)  gegebene  Untersuchung  ausgefrihrt,  so 
kehre  man  abermals  zu  Gleichung  III  zurück,  und  schaue,  ob  man  nicht  den  zu  dy 
und  dz  gehörigen  Factoren  solche  Bedeutung  beilegen  kann,  dass  entweder  eines,  oder 
zwei,  oder  gar  alle  drei  der  folgenden  Systeme  zweier  Gleiehongen 

d,V 


XXI)     <und 

'd^ 
dz 


3;  *  *^  dp  /        0 


oder 


<»,v 


dy        S    "\ dp  J^  dxi    °\dq}        0 
XXII)     { und 


4iY 

(iz 


oder 
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oder 

dy    -  JE  •  \öf}  ^  d^  •  ^(-^  ;  "   0 
XXlil)     { und 

dz         dx  '  "   d>>  /  "^  0 
8(at(flDdeii;  etc.  etc. 

§.  241.    Nim  wird  man  aoeh  deo  Im  Anfange  dieser  Untersocbong  gestellten  allge- 
meinen Fall  ZQ  behandeln  verstehen,   wo  nemlich   V   ein  mit  den  Elementen  z,  y, 

jj»  ^ dx^ '  *'  31'  dx« "Sh?  gebUdeter  reeller  Ansdmck  ist, 

nnd  man  filr  die  anter  sich  ganz  nnabhängigen  Elemente  y  nnd  z  solche  reelle  Fnnetionen 
des  nichtmntablen  Veränderlieben  x  sncbt,  dasa  dabei  das  zwiaehen  den  Gränzen  von 


X  =  a  bis  X 


«  a  erstreckte  Integral  U  :=  |    V  •  dx  ein  Maximom-stand  oder  M inlmam- 

stand  wird. 

Ob  das  ^^U  positiv  oder  negativ  sei,  darQt>er  wird  die  Untersnchang  gerade  so  ge- 

d^'v 
rührt,  wie  b^im  vorigen  einfacheren  Falle*  Man  setze  rar  Abkürznng  -p^    =    r    nnd 

d^z 

—  =s  r,  so  wird  man  za  dem  Satze  gelangen,  dass  ^^U  positiv  oder  negativ  ist,  wenn 

d?V  d?V 

bei  allen  von  a  bis  a  möglichen  Werthen  des  x  die  beiden  Quotienten    -r-^    nnd  -=-j 

gleichzeitig  positiv  oder  negativ  bleiben,   während  bei  allen  diesen  Werthen  des  x  der 

d?V  d?V  /d  drVV 
Ausdruck  -^  X  -j-j-  —  1,^,1  positiv  bleibt  Ob  aber,  wenn  eine  dieser  Bedingun- 
gen nicht  erfüllt  wird,  dieses  eine  Anzeige  sei,  dass  weder  ein  Maximnm-stand  noch 
Minimum-Stand  statt6nde;  dieses  muss  noch  jedesmal  besonders  nachgewiesen  werden. 
Es  ist  beachteuswerth ,  dass  die  Bedingungen,  unter  denen  ^U  positiv  oder  negativ 
ist,  gen^u  mit  den  Bedingungen  zusammenfallen,  anter  denen  der  Ausdruck 

<^V      /d»ayV  ^  ^    d,dtV      d"^y      d%  ^  d?V      (iTS^Y 

w  ' \-d?^;  "^ ^•d'rTd; '  w^  '  dif'^w  y^f 

bei  jedem  von  a  bis  a  möglichen  Werthe  des  x  positiv  oder  negativ  ist 

d^V 
Wenn  -^  und  alle  andern  nach  r  genommenen  Differentialqaotienten  bei  jedem 

von  a  bis  a  möglichen  Werthe  des  >  zo  Nnll  werde»,  00  geht  man  systematisch  zu  den 
nächstfolgenden  Differentialqaotienten ,  und  wird  dann  Tor  diesen  Ausnahmsfall  nach  dem 
Vorgänge  des  vorvorigen  §.  die  Bedingongen  leicht  auffinden,  unter  denen  ^U  positiv 
oder  negativ  ist 
Und  so  fort 


Untersuchung  58. 

dy     6ßv  d*"y  dz 

Es  sei  V  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  g^,  -g— r-a,  *>  jj' 

^ ^,  V,  ^,  ^ ~  gebildeter  Ausdruck,  wo  die  Elemente 

dx»  dl"'        dx'  dx2  dx*   ^ 

y,  z,  V  ganz  anabhängig  untereinander  sind;   und  man  sucht  für  y,  z  und  v  solche 

reelle  Functionen  des  nichtmutablen  Veränderlichen  x,  dass  dabei  das  zwischen  den 

Gränzen  von  x  =:  a  bis  x  «■  a  erstreckte  Integral 
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1)    ü  =  p  V  .  dl 


a 
eio  Maiimum- stand  oder  Miaimom-stand  wird. 

$.  242.  Nach  allem  Vorhergehenden  ist  es  non  nicht  mehr  nöthig,  die  Untersachung 
vom  Anfange  bis  zum  Ende  durchzuführen;  und  nur  der  ikber  den  Zeichenstand  des  ^U 
geltende   Lehrsalz   mag   hier   noch   aufgestellt   werden.     Man   setze   zur   Abkürzung 

d"v  d"z  d'v 

~-^  =  r,  j-s  a>  r,  und  -pr  =  c«  so  gelangt  man  zu  dem  Resultate,  dass  ^U  posi- 
tiv oder  negativ  ist,  wenn  folgender  Ausdruck 


4-  2 


d?y      /d^ayX^  djdrV      ^^      ^  ^  ^      /d»^z\ 

dr«    *  \dx«»;    ■*"        dr.dr  '   dx"    '    dx"*  "^  dr«    *  \dzV 

^^^^     d"*ay     dMv       ^    dt^JpV      d*"<Jz     d"dv        <1^V 


©' 


drd^       dx"        dx'  dr  •  d^       dx"       dx'  d^ 

bei  jedem  von  a  bis  a  liegenden  Werthe  des  x  beständig  positiv  oder  negativ  bleibt. 

Und  so  fort. 

Zusammengesetztere  Fälle  brauchen  jetzt  nicht  mehr  vorgenommen  zu  werden;  und 
es  sei  nur  noch  bemerkt,  dass  der  in  diesem  §.  mitgetheilte  schtoe  Lehrsatz  in  folgen- 
der Schrift  „Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten  von  Martin  Ohm«  Berlin  182&''  aaf 
Seite  293  zuerst  ausgesprochen  zu  sein  scheint. 

In  S-  259—264  habe  ich  diese  Untersuchung  auf  solche  Fälle  ausgedehnt,  wo  auch 
die  Gränzen  Werthänderungen  erleiden;  und  in  den  Aulj^abeü  218—283  habe  ieh  sie 
auch  auf  doppelte  Integrale  ansgedehnt 


Untersuchung  59. 

Es  sei  V  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  z,  ;r-9  tp  gebildeter  Ausdruck;  und 

man  sucht  für  y  und  z  solche  reelle  Functionen  des  nichtmutablen  Veränderlichen  x, 
dass  dabei  das  zwischen  den  Gränzen  von  x  :=  a  bis  x  ss  a  erstreckte  Integral 


-)"-]. 


Vdx 


ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird,  während  eben  diese  für  y  und  z  gesuch- 
ten Functionen  solche  zusammengehörige  sein  müssen,  dass  dabei  noch  einer  Urglei- 
chung 

II)  F(x,y,z)=0 
identiseh  genOgt  wird. 

g.  243.    Man  nehme  z  als  das  mittelbar  mutable  Element,   und  sondere  es  aus  II 
ab,  so  dass  man  z  ■*  x(x,  y)  bekommt   Daraus  folgt  -r-  =  -r^  4-  -4-  •  -p.  Nun  elimi- 

dz  dy 

nire  man  z  und  -=-  aus  I,  so  wird  Vein  nur  aus  den  Elementen  x,  y,  -p  zusammen- 
gesetzter Ausdruck,  welcher  mit  W  bezeichnet  sein  mag.    Gleichung  I  geht  also  über  in 

III)  ü  =  f"  W  .  dx 
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Daraus  folgt 


■v) '"  =r  (ää?  • 'y  -  i^  .  ^) . .. 


i2 


Ja  V  ««y         ^         'iP         "*  dy*       ' 


2 


dy.dp       ^     dx  dp«        \  dx  /  / 

Wenn  man  diese  beiden  Aosdiiicke  amformt,  so  gibt  sich  bezüglich 


d^W  d  d  W  d^v        dnW 

dy2      ''^    ^  ^     dy .  dp    ^     dl    ^    dpJ» 


•  (^)']  • " 


An  den  vier  letzten  Gleichongen  erkennt  man,  dass  die  hiesige  ünfersaehung  jetzt  auf 
die  zweiandfünfzigsle  zaröckgeftthrt  ist. 

S«  344.  UntersQchong  der  ersten  (in  IV  aorgestelllen)  Form  des  dV*  Hier 
hat  man  (nach  g.  330)  zd  antersaehen,  irelches  von  folgenden  Systemen  zweier  Glei- 
chongen 

I)    iW=0ünd4;^=0 
dy  dp 


2) 


3) 


*) 


-^  -■  0  and  -5—   ■"  -jT 
dy  dp  0 

d,W        a       .  dpW        ^ 
-J—  =  -jr-  ond  -£—  —  0 
dy  0  dp 

d,W         %       ,  d„W         « 

-^  —  -^  und  -i—  =  -jr- 

dy  0  dp  0 


stattfindet.  Man  hat  also  eine  solche  Function  y  von  x  za  suchen,  welche  zweien  Glei- 
chungen zugleich  genfigt;  und  wenn  man  hierauf  diese  Function  y  in  II  einsetzt,  so 
gibt  sich  die  ffir  z  gesuchte  Function  von  x.  Man  erkennt  aber,  dass  hier  die  Gränzen 
a  und  a,  welche  sie  auch  immer  sein  mögen,  keinen  Einfluss  auf  die  für  y  und  z  ge- 
suchten Functionen  haben;  und  desshalb  kann  es  der  Fall  sein,  dass  diese  Functionen 
nicht  allein  das  zwischen  den  Gränzen  von  x  «■  a  bis  x  »  a  erstreckte  Integral  U, 
sondern  auch  das  zwischen  vielen  andern  Gränzen,  ja  oft  auch  das  zwischen  allen  be- 
liebigen Gränzen  erstreckte  U  zu  einem  Maximum-Stande  oder  Minimom^slande  machen. 

g.  945.    Untersuchung  der   zweiten  (in   VI  aufgestellten)    Form    des  dV. 
Man  zerlege  Gleichung  VI  zuerst  in  die  Haaptgleichnag 

ond  in  die  Gränzengleichung 

m.  ■ '-  -  (n  •  "• = « 

Durch  Integration  der  Gleichung  VIII  ergibt  sich  fiir  y  eine  Function  von  x  mit  zwei 
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wHIkörlicheo  Coostonten,  bei  deren  Bestimmang  die  grade  hier  aafgeslelUe  Gränzen- 
gleichong  milbenützt  werden  muss. 

Wenn  man  die  Air  y  gefundene  Funclion  entweder  schon  vor  oder  erst  nach  Be- 
stinimang  der  beiden  williiürlichen  Constanten  in  Gleichung  II  einführt,  so  belLommt 
man  auch  für  z  die  entsprechende  Function  von  x. 

Dass  aber  nur  zwei  Conslanten  vorkommen,  ist  ein  beachtenswert 
therUmstand;  dennwSre  die  Bedingnngsgleichungll  nicht  vorhanden, 
d.  h.  wäre  nur  Gleichung  I  gegeben;  ao  könnten  sogar  vier  willkürliche 
Constanteu  vorkommen,  wie  dreses  in  den  Aufgaben  175  und  181  der 
Fall  ist 

Wegen  Gleichung  Vin  reducirt  sich  Gleichung  VII  auf 

Ja\dy2       ^  dy.dp       ^     dx  dp»        \dx// 


-»- 


Man  beachte  aber,  dass  die  hier  gesuchten  and  von  den  Grinzen  a  und  a  ahbängigeo 
Functionen  y  und  z  nur  das  von  x  =  a  bis  x  :?  a  erstreckte  U  zu  einem  Maximum- 
stande oder  Minimum-stande  machen,  eben  weil  nur  das  zwischen  den  nemlichen  Gri»* 
zen  erstreckte  ^U  zu  Null  wird. 

Hat  man  diese  Untersuchung  ausgeiQhrt ,  so  schaue  man  auf  Gleichung  VI  zurück , 
und  sehe  zu,  ob  man  dem  zu  dy  gehörigen  «Factor 

dyW 
dy 

die  Form  -jr-  beilegen  kann  ,  etc.  etc. 


$•  246.    Man  mutire  zuerst,    und  eliminire  hierauf  die  mittelbaren  Mutationscoeffi- 
cienten  auf  directem  Wege.    Aus  II  folgt 

etc.  etc. 
Man  sondere  Sz  und  ^z  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ab,  so  werden  sich  Ausdrücke 
von  folgenden  Formen  ergeben: 

XII)    dz  -»  Q  •  ()y 

XIII)    <5«z  «■  Q  •  asy  -♦-  R  .  <Jy2 

Hieraas  folgt  durch  Differentiation 

XV)    ^  -  jj .  d(Q  .  a^y)  +  jj  .  d(R  .  ay») 

Q  und  R  werden  als  Functionen  von  x  und  y  gedacht,  dagegen  Sy  und  d^y  sind  nur 
Functioaen  von  x.  Führt  man  nun  die  in  den  beiden  letzten  Gleichungen  angezeigten 
Differentiationen  aus,  so  gibt  sich 


"■)S=i?"+«-s 


40 


3i4 


XV..)     ^  =:^.^y  ^  Q.^   ^   ^.»,2  ^  2K.Ö.  .^ 
^      dl  dl         •  dx  dt        *  'dt 


Mud'H  man  auch  Gleichung  I,  so  bekammt  mau 

^«.„^     .IT        r"/<V    ^  d„V      d(Jv        d^V     .  dpV      d^zv      , 


<\M 


,..,«  =  ,  ,:jJ.,.,.«.^.-j:.^..^v«. 


W-'"'^ -5?r  •  ( dl)  J  •  ««^ 

Will  man  den  Gleichungen  XVllI  und  XIX  die  Fonnen  IV  und  V  geben,  so  hat  man 

d^z  d^z 

die  miüelbaren  Elemente  dz,  --j— ,  ißt,  -^  zu eliroiniren,  was  mittetet  der  Gleicbungeo 

XII,  XIII,  XVI,  XVII  geschieht.    Hierauf  hat  man  den  f&r  d\]  hergestellten  Ausdruck 
so  zu  zerlegen,  wie  schon  ($.  244}  anseioandergesetzt  ist 

Will  man  den  Gleichungen  XVIII  und  XIX  die  Fonnen  VI  and  VII  geben ,  so  kann 
man  entweder  zuerst  die  mittelbaren  Mutationen  eliminiren,  und  dann  umformen,  oder 
^an  kann  zuerst  umformen  und  dann  die  mittelbaren  Mutationen  eliminiren. 

d^i 
^.  247.    Erstens.    Man  eliroinire  ^z  und  -r-  schon  vor  dem  Umformen,  was  mil- 
^  dx 

telst  der  Gleichungen  XII  und  XIV  geschieht.    Dabei  geht  XVIII  zunächst  über  in 


ÖV 


Durch  die  gewöhnliche  Umformung  folgt  daraus 

Daraus  folgt  die  Hauptgleichung 

durch  deren  Integration  zwei  Gonstanten  eingehen. 
Femer  hat  man  die  Gränzengleichung 

welche  bei  Bestimmung  der  zwei  Gonstanten  noch  milbenQtzt  werden  muss.  Dass 
man  aber  hier  nur  zwei  und  nicht  Tier  willkOrliche  Gonstanten  hat, 
darauf  ist  schon  (in  §.  245)  aufmerksam  gemacht  worden. 

Um  den  Ausdruck  flkr  ^U  herzustellen,  eliminire  man  zunAchst  ^z  und  -r—  *^ 

XIX,  was  mittelst  Gleichung  XUI  und  XV  geschieht.  Dann  forme  man  um,  und  beachte 
die  Haupigleicbung;  so  bekommt  man 


3t5 

Aus  dieser  Gleichuog  hat  man  noch  die  unter  dem  Integralzeichen  stehenden  Elemente 

dl  and  -jj—  zu  eliminiren,  was  mittelst  der  Gleichungen  XII  und  XVI  geschieht. 

Hat  man  diese  Untersnchong  aosgef&hrt,  so  schaue  man  auf  Gleichung  XX  zurQck, 
und  sehe  zo,  ob  man  dem  zu  ^y  gehMgen  Factor 

d,V        d^V     .  1      ./d«V\         „       1      ./dvV\ 

die  Form   -^  beilegen  kann,  etc. 

§.  Stl8.    Zweitens,    fifan  forme  die  Gleichungen  XVIII  und  XIX  zuerst  um,  und 
eliminire  dann  die  mittelbaren  Mutationen.    Aus  XVIII  folgt 

Aas  XIX  aber  folgt 


^   dy»    "'    ^ ^    dp» 

Elimioirt  man  iz  aus  XXII.  so  gibt  sich 


'^■v* -^(S]- 


Dieses  ist  aber  genau  wieder  Gleichung  XX,  und  wird  auf  dieselbe  Weise  zerlegt.  Eli- 
minirt  cnaD  jetzt  vorläufig  ^z  aus  XXIIl ,  und  beachtet  man  die  Hauptgleichung ;  so  be- 
kommt man 


xxv>  ,1,  =  (^  +  Q .  ^)^ .  a^.  +  (« . -|I)_ . ,, 

-(^'-«•'^)."'--(«-^-äf).'': 

-S"^- -$mr- 


2 
a 
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Vergleicht  man  Dan  den  hier  Btehenden  Aasdrack  mit  IX  uod  mit  XXI,  so  sieht  man, 
dass  in  diesen  beiden  aasserhalb  des  Integralzeichens  das  mit  den  zweiten  Potenzen 
^y^  and  dy^  versehene  Aggregat 

''™>  ("  ■  'S).  ■  <  -  ("  •  'S).  ■ "' 

fehlt;  und  es  fragt  sich,  ob  in  IX  und  in  XXI  oder  ob  in  XXV  die  richtige  Form  stehe. 
Diese  Frage,  beantwortet  sich  aber  auf  folgende  Weise:  Bei  der  ersten  Aafldsnng  hatte 
man  den  zu  mntireoden  Aasdruck  so  eingerichtet,  dass  er  keine  mittelbar  motablen 
Elemente  mehr  enthielt;  man  hatte  also  auch  nach  ausgeführten  Mntatiooen  keine  mit- 
telbaren MutationscoefGcienten  mehr  zu  eliminiren.  Sonach  war  die  erste  Auflösung  die 
einfachste  und  die  directe,  d.  h.  führte  ganz  evident  zu  den  richtigen  Formen.  Dess- 
halb  hat  auch  Gleichung  IX  die  richtige  Form,  welche  dem  ^U  zukommen  muss.  Man 
kann  aber  das  in  Gleichung  XXV  stehende  Aggregat  XXVI  auf  folgende  Weise  unter 
das  Integralzeichen  zurückbringen:   Es  ist 

Indem  man  nun  diesen  letzteren  Ausdruck  statt  des  Aggregats  XXVI  in  XXV  substi- 
tuirt,  bekommt  man  wieder  die  Form  XXI,  welche  mit  der  in  IX  stehenden  Form  des 
^U  ganz  gleichbedeutend  ist  (man  sehe  Aufgabe  186). 

Hat  man  nun  diese  Untersuchung  ausgeführt,   so  schaue  man  wieder  auf  Gleichung 
XXIV  zurück,  und  sehe  zu,  ob  man  dem  zu  <^y  gehörigen  Factor 


h-4^)-oHS) 


dy  dz 

die  Form   jr-  beilegen  kann,  etc.  etc. 

Dritte  Atifliraiif  • 

g.  249.  Diese  besteht  darin,  dass  man  zwar  wieder  zuerst  mutirt,  aber  hierauf 
einen  Multiplicator  anwendet,  um  die  mittelbaren  Mutationen  zu  eliminiren. 

Will  man  den  für  ^U  und  ^U  herzustellenden  Ausdrücken  die  Formen  IV  und  V 
geben,  so  verfahre  man  auf. folgende  Weise:    Aus  II  folgt  zunächst 

d  F      .         d  F 
XXVII)    ^  .  dy  4-  ^  •  <5z  =r  0 

Diese  Gleichung  ist  eine  identische;  also  ist  auch  die  davon  abgeleitete  DifTerentialglei- 
chung  erster  Ordnung 


.  ^  ^  •  dy  -+■       ■     ^  •  dz  -h  -f-  . 


XXVIII)    -:=i^  .^y  +  -^P^-dz  +  :^.^  +  ^.^«  =  o 
^        dx  -^  dx  dv        dx  dz        dx 

eine  identische  Gleichung.  Man  multiplicire  XX VII  mit  einer  (vorerst  unbekannten, 
jedenfalls  al>er)  nichtmutablen  Function  3R  von  x;  so  ist  auch  das  sich  ergebende  Pro- 
duct  noch  eine  identische  Gleichung.  Man  multiplicire  ebenso  XXVIII  mit  einer  (vor- 
erst unbekannten,  jedenfalls  aber)  nichtmutablen  Function  9t  von  x,  so  ist  auch  diese» 
Product  noch  eine  identische  Gleichung.  Diese  beiden  Producte  kann  man  also  zu  Glei- 
chung XVIII  unterhalb  des  Integralzeichens  addiren,  ohne  dass  dV  sieh  im  Geringsten 
ändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 
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i4  V 


d,F 


Um  diesen  Aosdrock  von  den  mittelbaren  Elementen  dz  und  -j-  zu  befreien,  denke  man 


sich  unter  9Jt  und  9t  solche  Functionen  von  x,  dass  die  zwei  identischen  Gleichungen 

XXX)    iy+fR.iZH-Jtt..^"^/-" 
'^     dz  dz 

und 


XXXI)    ^  -H  91 .  ^»1  =  0 
Stattfinden.    Dabei  redncirt  sich  Gleichung  XXIX  auf 


d,F, 


Daraus  eliminire  man  3R:  und  %,  was  mittelst  der  Gleichungen  XXX  und  XXXI  ge- 
schieht. Dann  bekommt  Gleichung  XXXII  die  Form  von  IV,  und  man  kann  sie  auf 
dieselbe  Weise  zerlegen,  wie  schon  (in  §.  244)  auseinandergesetzi  ist«  Hat  man  nun 
die  för  y  und  z  gesuchten  Functionen  gefunden,  so  Tühre  man  sie  in  XXX  und  XXXI 
ein,  und  es  gibt  sich,  was  9K  und  9t  für  Functionen  von  x  sind. 

Wie  man  nun  zu  verfahren  hat,  um  fiür  ^U  den  entsprechenden  Ausdruck  herzu- 
stellen ,  dazu  braucht  es  jetzt  keiner  Anleitung  mehr. 

§.  250.  Will  man  dem  fiir  ^U  herzustellenden  Ausdrucke  die  Form  VI  geben;  so 
ist  von  den  Gleichungen  XXVII  und  XXYIll  nur  eine  einzige  nöthig.  Man  kann  also 
auf  zweierlei  Weise  zu  Werke  gehen. 

Erstens.  Man  multiplicire  Gleichung  XXVII  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  je- 
denfalls aber)  nichtmutablen  Function  2  von  x;  so  ist  auch  dieses  Prodnct  noch  eine 
identische  Gleichung,  und  man  kann  es  zu  XVIII  unterhalb  des  Integralzeichens  addiren, 
ohne  dass  dU  sich  im  Geringsten  ändert.  Addirt  man  wirklich,  und  formt  dann  uro; 
so  bekommt  man 


Nun  soll  das  unter  dem  Integralzeichen  befindliche  Aggregat  von  dem  mittelbaren  di 
((anz  frei  sein.  Man  denke  sich  daher  unter  2  eine  solche  Function  von  x ,  dass  identisch 
stattfindet 
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l>er  obige  IBr  41'  herccalcllle  AwdnKk  rcdacirt  «ick  alw  a«f 


r(^'-'-f-i-(^))->- 


Man  bat  jeUl  die  Haoplgleiehmic 


*.F_I.df  4^1  =  0 

djr         dx     ^  dp  / 


welche,  wenn  mao  das  i  millebt  XXXin  dimioirt,  ftbctgehl  ia 

und  geoao  wieder  die  ans  Gleiciioiu;  XX  enliioiiuiieiie  Haoptgleicfaiiiig  isl,   indem  man 

oor  dort  fär  Q  seineo  wahren  Amdmck  I  —  ^  :  ^-  I  za  seUeo  hat    Durch  Inlegra* 

lioa  dieser  Gleichang  XXXV  gehen  zwei  willkfiriiciie  Conslanlen  ein. 
Als  Granzengleichiing  hat  man  zmächst 


Diese  ijiehl,  wem  man  dn^  und  fc,  mittelst  X  elnninift,  aber  in 

welche  bei  Beslimmong  der  beiden  dareh  die  Integration  eingegangenen  Gonstanlen 
benutzt  werden  mnss. 

Dass  man  aber  hier  na  r  zwei  and  nicht  vier  willkQr  liehe  Constanten 
hat,  ist  ein  Umstand,  aufweichen  schon  In  der  ersten  Aaf!osang(S.  245) 
und  in  der  zweiten  A  aflösang  ($.  217)  aafmerksam  gemacht  worden  ist. 

Man  maltiplidre  jetzt  Gleichong  XI  mit  der  bereits  angewendeten  Function  2  von 
x;  Bo  Ist  auch  dieses  Prodact  noch  eine  identische  Gleichang,  and  man  kann  es  bei 
XIX  unterhalb  des  Integralzeichens  addiren,  ohne  dass  dHI  sich  im  Geringsten  indert. 
Man  addire  wirklich,  forme  am,  oad  beachte  die  Hauptgleichang;  so  bleibt  nor 


d«F  d!v 

dy*       '  dl>* 


mi- 


Man  hat  jetzt  noch  ö%,  ^z  and  -r—  zu  eliminiren;  was  mittelst  der  Gleichangen  XII, 

XUl  und  XVI  geschieht  Dann  wird  wieder  das  Aggregat  XXVI  ausserhalb  des  Inte- 
gralzeichens erscheinen;  und  man  kann  es  unter  das  Integrabeiclien  zurüdLAhren,  wie 
bereits  in  der  zweiten  Auflösung  gesehehen  ist. 
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Hat  maa  naa  diese  Untereuchuog  ausgefiUttt,  so  schaue  man  auf  GleichaiMr  XXXIV 
zarQck,  ond  sehe  la,  ob  mao  dem  am  <9y  gehöriieen  Factor 

d, 


dy  dy         dx      \  dp  j 


X 
die  Form    -^  beilegen  kann.    Hier  mass  man  aber  vor  Allem  den  Mulliplicator  %  elimi- 

ar 
niren.    Erst  dann  kann  man  beartheilen,  wie  es  mit  der  hiesigen  Form  -^  steht  etc.  etc. 

$.251.  Zweitens.  Man  malliplicire  Gleichung  XXVin  mit  einer  (vorerst  anbe- 
kannten, jedenfalls  aber)  nichtmatablen  Fanclion  A  von  x,  so  ist  auch  dieses  Prodoct 
noch  eine  identische  Gleichung,  und  mau  kann  es  zu  XVUI  unterhalb  des  Integralzei- 
chens addiren,  ohne  dass  JU  sich  im  Geringsien  ändert.  Addirt  man  wirklich,  und 
formt  dann  um;  so  bekommt  man 

Nun  soll  das  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Aggregat  von  dem  mittelbaren  Jz  ganz 
frei  sein;  man  denke  sich  daher  unter  j(  eine  solche  Function  von  x,  dass  Identisch 
slattflodet 

Der  zuletzt  hergestellte  Ausdruck  reducirt  sich  also  auf 

Man  bekommt  somit  die  Hauptgleichung 

'^     dy        dx      \  dp  /         dx       dy 
und  GleicfiODg  XXXVm  reducirt  sich  auf 

GteichoDg  XXXYII  ist  eine  DifferejUialgieichong  der  sweiten  Ordnung,    und  liefert  eine 
Urgleiehnng 

XLO    Wx,y,  «,  Ä,  B,  C)  =  0 
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mit  zwei  wiilkQrlichen  Cotutanleo  B  und  C.  Gleiebung  XXXIX  ist  abermalfl  eine 
DiffereDtialgleichuug  der  zweiten  Ordnung,  und  liefert  abermals  eine  Urgleichnng 

XU!)    r'(x,  y,  z,  Ä,  H,  K)  *»0 

mit  zwei  willkürlichen  Constanten  H  and  K.  Diese  zwei  Urgleichungen ,  verbunden  mit 
Gleichnng  II,  liefern 

XLIII)    Ä  =  f(x,  B,  C,  H,  K) 

XLIV)    y  -  r(x,  B.  C,  H,  K) 

XLV)    z  «  r'(x,  B,  C.  H.  K) 

Hier  kommen  in  den  tlkr  y  und  z  gefundenen  Functionen  vier  willkürliche  Conslanlen 
vor,  während  (nach  allen  bisherigen  Auflösungen)  nur  zwei  vorkommen  sollten.  Man 
bestimme  also  zwei  dieser  Constanten  so,  dass  In  XL  die  mit  dz^  und  dz^  behafteten 
Theilsätze  wegfallen,  und  somit  jede  Spur  der  von  z  herrührenden  Mutationen  ver- 
schwindet.   Man  lasse  also  folgende  zwei  Gleichungen 

stattfinden.    Gleichung  XL  redueirt  sich  dabei  auf 
Man  hat  daher  folgende  GrSnzengleichung 

Aus  XLVI  und  XLVII  folgt  bezüglich  Ä«  —  /—  ^  :  ^\  andft,=/—  ^  :  ^\  ; 

und  wenn  man  St^  und  X»  aus  XL VIII  eliminirt,  so  bekommt  man  genau  wieder  die 
Gleichung  XXXVI,  welche  bei  Bestimmung  der  zwei  noch  nicht  bestimmten  willkürlichen 
Constanlen  mitbenutzt  werden  muss.    Es  ist  also  Alles ,  wie  bisher. 

Die  Integration  der  Gleichungen  XXXVn  und  XXXIX  wird  oft  bedeutende  Weit- 
ISuGgkeilen  verursachen;  und  desshalb  muss  man  suchen,  sich  sein  Geschäft  bequem 
zu   machen.    Man   eliminire   daher   aus   diesen    beiden   Gleichungen   den   Quotienten 

-j — ,  so  gibt  sich 

Dieses  ist  genau  wieder  Gleichung  XXXV.  Durch  ihre  Integration  bekommt  man  eine 
mit  zwei  willkürlichen  Constanten  versehene  Urgleichung,  welche,  mit  Gleichung  II 
verbunden,  hinreicht,  um  die  für  y  und  z  gesuchten  Functionen  zu  bestimmen.  Man 
hat  also  jetzt  die  Function  St  gar  nicht  kennen  gelernt,  und  von  den  vier  willkürlichen 
Constanten  B,  C,  H,  K  zwei  ganz  umgangen.  Man  muss  aber  dennoch  in  der  Idee  die 
beiden  umgangenen  Constanten  als  durch  die  Gleichungen  XLVI  und  XLVII  bestimmbar 
sich  denken,  und  diese  beiden  Gleichungen  benützen,  um  A«  und  Jt«  aus  XLVin  la 
eliminiren  (man  vergleiche  noch  den  Schluss  des  §.  254) 

Man  mutire  Gleichung  XXVIII  noch  einmal,  und  multiplieire  die  sich  ergebende 
Mutationsgleichung ,  welche  bekanntlich  eine  identische  Gleichung  ist ,  mit  dem  bereits 
angewendeten  Multiplicator  St.  Dieses  Product  ist  dann  auch  noch  eine  identische  Glei- 
chung, und  kann  bei  XIX  unterhalb  des  Integralzeichens  addirt  werden,  ohne  dass  ^ 
sich  im  geringsten  ändert  Nach  geschehener  Addition  forme  man  um,  und  berück- 
sichtige die  Gleichungen  XXXVII,  XXXIX,  XLVI,  XLVII;  dann  bleibt  nur 
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■•>  -'  -  ftf  -  ■•  •  Tl.  ■  '■'-  -  r^  *  ■'  •  ^).  ■  ">■■ 


d!F 


(  y  ) 

-hl      ist  '        y      .  (5v2  -4- -h  2Ä  .  -  A  •  dz  . 


n 


X  •  dz2  dx 


was  genau  wieder  die  Form  ist,  wie  in  Gleichaog  IX  and  XXI. 

Hat  man  diese  Untersachang  ausgeführt,   so  schaue  man  auf  Gleichung  XXXVIll 
zorück.  und  sehe  zu,  ob  man  dem  zu  dy  gehörigen  Factor 

d,V         I      ,/dpV\        dSt      d,F 


dy         dx       \  dp  /        dx       dy 


%  d(t 

die  Form   -^  beilegen  kann.  Hier  muss  man  aber  vor  Allem  den  Quotient  -p^    elimini- 
er 
reo.    Erst  dann  kann  man  beurtheilen,  wie  es  mit  der  hiesigen  Form  -jr  steht,  etc.  etc. 

Anmerkung.  Vergleicht  man  die  in  den  zwei  letzten  Sg.  angewendeten  Metho- 
den miteinander,  so  erkennt  man: 

1)  Die  Gleichung  XXXV  in  §.  250  ist  die  nemliche,  wie  Gleichung  XLIX  in  g* 
251.  Man  gelangt  also  in  beiden  §$.  auf  ganz  gleiche  Weise  zu  den  für  y  und  z  ge- 
sockten Functionen,    Dagegen  bat 

3)  der  g.  251  den  Vorzug,  dass  er  ganz  direct  zu  der  richtigen  Form  des  ^^] 
lührt;  denn  man  hat  aus  Gleichung  L  nur  Sta  and  ft.  zu  eliminiren,  was  mittelst  XLVI 
and  XLTII  geschieht.  Diesen  Vorzug  hat  der  §.  250  nicht,  sondern  der  daselbst  f&r 
^C  hergestellte  Ausdruck  wird,  wenn  man  alle  mittelbaren  Mutationen  eliminirt,  ausser- 
halb des  Integralzeichens  das  Aggregat  XXVI  enthalten ,  welches,  eben  um  dem  ^U  seine 
richtige  Form  eq  geben,  noeh  unter  das  Integralzeichen  geschafll  wefdev  muss,  wie  in 
$.  218  geschehen  ist 


Untersuchung  60. 

dy    dz 
Es  sei  V  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  z,  -~,  -p  gebildeter  Ausdruck,   und 

man  sucht  für  y  und  z  solche  reelle  Functionen  des  nichtmutablen  Veränderlichen  x, 
dass  dabei  das  zwischen  den  Grfinzen  von  x  =s  a  bis  x  ««  a  erstreckte  Integral 


■>  "-r 


V.dx 
a 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird,  während  eben  diese  für  y  und  z  gesuch- 
ten Functionen  solche  zusammengehörige  sein  müssen,  dass  dabei  noch  einer  Differen- 
tialgleichung 

«) "(- '•  «•  g.  s  - » 

identisch  genügt  wird. 

§.  252.    Man  integrire  Gleichung  II,  so  ergibt  sich  eine  CJrgleichung 

III)    8(x,  y,  z,A)  =  0 

zwischen  x,  y,  z  und  dem  willkfirliehen  Constanten  A.  Man  sondere  das  mittelbar 
mutable  Element  z  ab,  so  bekommt  man 

41 
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IV)  z  «  x(x.  y,  A) 

Aas  dieser  Gleichung  folgt  ferner  -r-  =  -r — H  -;-  *  tt*  t  an<J  indem  man  z  und  -r-ans 

dl         dx         dy     dx  di 

dy 
1  elimiuirt,    wird  V  ein  nur  aus  den  Elementen  x,  y,   -p.  A   zoBammengesetzter  Aus- 
druck, der  mit  W  bezeichnet  sein  mag.    Gleichung  I  geht  also  über  in 

V)  U  «  p  W  .  dx 
Daraus  folgt 

VI)    aü  =  r(^.ay  +  ¥^.^y)..k 

'  Ja  ^  "ly  «Jp      d*' 

Wenn  man  umformt,  so  bekommt  man 

V.«,  m  .  C^). .  ^.  -  (i^). .  ..  ^  f  (^  -  A .  -(^I) .  a,  .  - 

< 

An  den  Gleichungen  VI— IX  erkenni  man,  dass  die  hiesige  Uulersochvng  jelxt  sowohl 
auf  die  zweiundfünfzigste  als  auch  auf  die  vorige  zurückgeführt  ist 

§.  253.  Untersuchung  der  ersten  (in  VI  aufges(ellten)  Form  des  ^U.  Hier 
hat  man  nach  $.  230  oder  nach  §.  2ii  zu  verfahren;  und  die  einzige  Bigeulhumlichkeit, 
welche  sich  jetzt  darbietet»  ist  die,  dass  man  noch  einen  Constanten  hat,  der  in  den 
eben  besagten  zwei  Untersuchungen  nicht  vorkam.  Die  Gränzen  a  und  a  haben  keinen 
Einfluss  auf  die  für  y  und  z  gesuchten  Functionen;  und  desshalb  kann  es  der  Fall  sein, 
dass  diese  Functionen  nicht  allein  das  zwischen  den  Gr&nzen  von  x  ■■  a  bis  x  =  a 
erstreckte  Integral  U,  sondern  auch  das  zwischen  vielen  andern  Gränzen,  ja  oft  auch 
das  zwischen  allen  beliebigen  Gränzen  erstreckte  U  zu  einem  Maximum-stande  oder 
Minimum-Stande  machen. 

Untersuchung  der  zweiten  (in  VIII  aufgestellten)  Form  des  d\}.  Man  zerlege 
Gleichung  VIII  zuerst  in  die  Hauptgleichung 

und  in  die  Gränzengleichung- 


->(^.---(^).''— 


Durch  Integration  der  Gleichung  X  ergibt  sich  für  y  eine  Function  von  x,  in  welche 
noch  weiter  zwei  willkürliche  Constanten  B  und  C  eingehen ,  so  dass  man  jetzt  im 
Ganzen  drei  willkürliche  Constanten  A,  B,  C  hat,  von  denen  sich  zwei  durch  die 
GrünzengleichuDg  XI  bestimmen  lassen,  während  zur  Bestimmung  des  dritten  noch  ir- 
gend eine  Bedingung  geslelll  werden  kann. 
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Man  beachte  also,   dass  man  io  dieser  Unlersochaiig  einen  willkür- 
lichen Constanlen  mehr  hat,  als  in  der  vorigen  (s.  §.  245). 
Wegen  Gleichung  X  redocirt  sich  IX  auf 

XII)    ^V  =  (^^  .  ^y„  -  ("r^^ .  a.y. 

Man  beachte  aber,  dass  die  hier  gesuchten  und  von  den  Gränzen  a  und  a  abh'^ngigen 
Functionen  y  und  z  our  das  von  x  =  a  bis  x  «»  a  erstreckte  Integral  U  zu  einem 
Maximum-Stande  oder  Minimum-stande  machen,  eben  weil  nur  das  zwischen  den  nem- 
liehen  Gränzen  erstreckte  ^U  zu  Null  wird. 

Hat  man  die  Gleichung  X  untersucht ,  so  schaue  man  auf  Gleichung  Vlil  zurück , 
und  sehe  zq,  ob  man  dem  zu  dy  gehörigen  Factor 

d. 


dy         dl      \  dp  / 


die  Form   -^  beilegen  kann,  etc.  etc. 

S«  254.    Wenn  es  aber  nur  darauf  ankommt,  die  zweite  (in  VIII  aufgestellte)  Form 
des  dV  zo  untersuchen;  so  kann  man  auch  (nach  8.251)  auf  folgende  Weise  verfahren; 

Man  setze  zur  Abkürzung  p  und  p  bezüglich  statt  -p  und  j- ,  und  mutire  Gleichung 

H;  so  bekommt  man 

XIIO    ^.öy  +  ^.it  +  ^.^  +  -^-^=0 

Man  matire  auch  Gleichung  1,  so  bekommt  man 

XIV)  ,ü-r(ii.*y4-^.*.  +  iy.!?y^-^.^^).d. 

Jii  \dy       "^         dz  dp        dx         dp        dx  / 

Nun  ist  Gleichung  XIII  eine  nach  x  identische;  und  wenn  man  sie  mit  einer  (vorerst 
unbekannten,  jedenfalls  aber)  niehtmutablen  Function  9t  von  x  multiplicirt ,  so  ist  auch 
dieses  Product  eine  identische  Gleichung.  Dieses  kann  man  zu  Gleichung  XIV  unter 
dem  Integralzeichen  addiren,  ohne  dass  dU  sich  im  Geringsten  ändert.  Vollzieht  man 
die  Addition,  und  formt  dann  um;  so  bekommt  man 

\dp    ^  dpi       ^*        \dp  dp/. 

-(¥-»¥-i<-''-f))"]'" 

Nun  soll  das  unter  dem  Integralzeichen  noch  stehende  Aggregat  von  dem  mittelbaren 
dz  ganz  frei  sein;  man  denke  nch  also  unter  9t  eine  solche  Function,  dass  identisch 
stattfindet : 

XV)    ^  +  9,.^-    <.d/^  +  «.M\:=0 
^     dz  dz         dx      y  dp  dp  / 


324 

Man  bek*aunl  daher  die  Hauplgleichiiiig 

und  die  GräuiengleichoDg 

GleichoDR  11   ist  eine   Difierenlialgleichong  der  ersten  Ordnung,   und  liefert  efne  Ur> 
gleichung 

XVni)    8(x,  y,  z,  A)  =  0 

mit  einem  willkürlichen  Constanten  A.  Gleicfiang  XYI  ist  eine  DiflRBrenlklgleichiiDg  der 
zweiten  Ordnung,  und  liefert  eine  UrgleichuBg 

XIX)  r(x,  y,  z,  9t,  B,  C)  =  0 

mit  zwei  willkürlichen  Gonstanten  B  und  C.    Gleichung  XV  ist  abermab  eine  DilTerei»- 
tialgleichung  der  zweiten  Ordnung,  und  liefert  eine  Urgleichung 

XX)  8''(K,  y,  I,  «,  H,  K)  »  0 

mit  zwei  willkürlichen  Gonstanten  H  und  it.  Aus  diesen  drei  Urgleichnngen  kann  man 
y,  z  nnd  9t  entwickeln,  und  man  bekommt 

XXI)    «Ä  =  f(x,  A,  B,  C,  H,  K) 

XXÜ)    y  —  f'(x,  A,  B,  C,  H,  K) 

XXIII)    z  —  f"(z,  A,  B,  C,  H,  K) 

Hier  enthalten  aber  die  für  y  und  z  gefondenen  Functionen  fliaf  willkQrliche  Gonstanten^ 
während  sie  (nach  der  im  vorigen  $.  gegebenen  Auflösung)  nur  drei  enthalten  sollten. 
Es  fragt  sich  also,  ob  diese  oder  die  vorige  Auflösung  die  richtige  sei.  Diese  Frage 
findet  ihre  vollständige  Beantwortung  schon  in  §.  251 ;  denn  auch  dort  kommen  zwei 
willkQrliche  Constanten  zuviel  vor.  Sie  kann  aber  auch  auf  folgende  Weise  beantworte! 
werden:  Bei  der  ersten  (im  vorigen  $.  gegebenen)  Auflösung  halte  man  den  zu  mu- 
tirendeo  Ausdruck  schon  vor  dem  Mutiren  so  eingerichtet,  dass  er  keine  mittelbar  mu- 
tablen Elemente  mehr  enthielt.  Sonach  war  die  erste  Auflösung  die  einfachste  und  die 
direcle,  und  flihrle  ganz  evident  zu  den  richtigen  Formen.  Desshalb  dürfen  auch  die 
fdr  y  und  z  gesuchten  Functionen  nicht  mehr  als  drei  willkürliche  Constanten  enthal- 
ten. Man  bestimme  nun  zwei  derselben,  elw#H  und  K,  in  der  Weise,  dass  in  Glei- 
chung XYII  die  zu  dZfx  und  ^z^,  gehörigen  Coefficienten  zu  Null  werden,  d.  h.  dass  die 
Gleichungen 


und 


staltfinden.    Dann  sind  nur  noch  die  drei  willkürlichen  Constanten  A^  B,  C  vorhanden; 
und  die  Gränzengleichung  XYII  zieht  sich  (wie  in  g.  251)  zurück  auf 

Aus  dieser  eliminire  man  9tct  und  K.i    was  mitlelst  der  Gleichungen  XXIV  und  XXV 
geschieht.    Dann  hat  XXVI  die  Form  von  XI,    und  kann  dazn  benutzt  werden,   zwei 
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der  drei  GonsUnleu  A,  B,  C  zu  bestimmen,  während  zur  Bestimmung  des  dritten  noch 
irgend  eine  Bedingang  gestellt  werden  kann. 

Um  das  Prilfangsmittel  herzustellen,  matire  man  Gleichung  XIY  noch  einmal;  dann 
gibt  sich  ein  Ausdruck  IQr  ^U.  Hierauf  mutire  man  Gleichung  XIII  noch  einmal,  so 
ist  die  sich  ergebende  Mutationsgleichung  eine  identische  Gleichung;  und  wenn  man 
diese  mit  dem  bereits  abgewendeten  Multiplicator  9t  multiplicirt,  so  ist  auch  das  sich 
ergebende  Product  eine  Identische  Gleichung.  Man  kann  also  dieses  Prodnct  bei  dem 
f&r  ^U  hergestellten  Ausdrucke  unter  dem  Inte^rralzeichen  »ddiren,  ohne  dass  ^U  sich 
im  geringsten  ändert.  Nach  geschehener  Addition  forme  man  um,  und  berücksichtige 
die  vier  Gleichungen  XY,  XVI,  XXIV  und  XXV  etc  elc. 

Die  Integration  der  Gleichungen  XV  und  XVI  wird  oft  bedeutende  WeitläuOgkeiten 
verursachen;  und  desshalb  muss  man  suchen,  sich  sein  Geschäft  leicht  zu  machen. 
Man  l)estrebe  sich  daher,  die  f&r  y  und  z  gesuchten  Functionen  gradezu  so  herzustel- 
len, dass  in  ihnen  nur  drei  willkQrliche  Constanten  vorkommen,  dass  man  also  die 
Function  9t  gar  nicht  kennen  lernt,  und  von  den  f&nf  willkürlichen  Constanten  zwei 
ganz  umgeht.  Man  kann  dann  in  der  Idee  diese  zwei  Constanten  dennoch  als  durch 
die  beiden  Gleichungen  XXIV  und  XXV  bestimmbar  sieh  denken,  und  diese  beiden  Glei*' 
ebungen  benützen,  um  9ta  ^Vkd  9t^  aas  XXVI  zu  eliminiren.  Hinsichtlich  maneher  dabei 
anwendbarer  Operationsvortheile  mag  man  die  Aufgaben  188,  189,  190  etc.  vergiMcheo. 

$.  255.    Ein  specieller  Fall  von  dem  im  vorigen  §.  behandelten  ist  der,  wo  sowohl 
der  in  Gleichung  I  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Ausdruck  V  als  auch  die  Bo- 
dy        dz 
dingungsgleichung  II  nur  mit  den  Elementen  x ,  -p  und  -p  gebildet  sind.  Dabei  bekommt 


man 


Nun  soll  das  unter  dem  Integralzeichen  noch  stehende  Aggregat  von  dem  mittelbaren 
dz  ganz  frei  sein;  man  denke  sich  also  unter  9t  eine  soicke  Function,  dass  identisch 
stattfindet 

Man  bekamnt  daher  die  Ha«|>lgleiehung 

Wenn  man  die  beiden  lelxtaren  Gleichungen  integrirt,  so  bekommt  man  bezCkglicIi 

und 

XXXn    iy  -h  91  .  i?  ==  B 
'^     dp  .dp 

Wegen  der  Gleichungen  XXVIII  bis  XXXI  reducirt  sich  nun  Gleichung  XXVII  auf 

XXXU)    Jü  «  B  .  (Öya  —  dy^)  -h  H  •  (dza  —  dz^) 

Damit  aber  auch  die  mit  dZf^  und  dt»  befiaflefen  Theilsatze  wegfallen,  setze  man  H  ^  0; 
und  letztere  Gleichung  reducirt  sich  auf 
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W  =  B  .  (dya  -  dy.) 
80  das6  man  die  Gränzengletchang 

XXXIII)   B  •  («Jy«  —  dy.)  =  0 
hal,  welche  bei  Bestimmang  der  Coostanten  mltbeoülzt  werden  muss.    Wegen  H  =  0 
folgt  ao8  XXX,  dass  9t  =  (-  ~p  :  •^)  ;  und  somit  geht  XXXI  über  in 

XXXIV)    ^x^-^xiI  =  Bx^ 

^      dp  dp  dp  dp  dp 

welche  Gleichung  in  Verbindang  mit  II,  die  aber  jetzt  folgende  Form 

annimmt,  hinreichen,  zo  bestimmen,  was  y  ond  z  Ar  Functionen  von  x  sind. 

Die  zwei  letzten  Gleichungen  sind  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung;  und 
daher  gehen  l)ei  ihrer  Integration  zwei  weitere  Constanten  A  und  €  ein,  so  dass  man 
im  Ganzen  drei  willkürliche  Gonstanten  A,  B,  €  hat,  wie  schon  im  vorigen  S*  der 
Fall  war. 


Untersuchung  61. 


Es  sei  V  ein  reeller  mit  den  Elementen  x,  y,  z,  3^,  ~,  ^,  -r-?,  -A,  -n 

""     '  dx'  dx'  dx2'  dx«'   dx'     dx^ 


gebildeter  Ausdruck,  und  man  sucht  für  y  und  z  solche  Functionen  des  nichtmntablen 
Veränderlichen  x,  dass  dabei  das  zwischen  den  Gränzen  von  x  »  a  bis  x  =  a  er- 
streckte Integral 


I)    U  «  p  V  .  dx 


ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird ,  während  eben  diese  für  y  und  z  gesuch- 
ten Functionen  solche  zusammengehörige  sein  müssen ,  dass  dabei  noch  einer  Gleichung 

in  f/x  V  z  ^  ^  ^  ^  ^  ^ \  -  0 

identisch  genügt  wird. 

§.  256.    Wenn  Gleichung:  II  nicht  schon  eine  Urgleiehnng  ist,  so  integrfre  man  sie* 
Dadurch  bekommt  man 

III)    8(x,  y,  2,  A\  A'\  k"\ )  =  0 

wo  A^  A'',  A''^ die  durch  die  Integration  eingegangenen  willkürlichen  Gon- 
stanten sind.  Man  behandle  von  den  beiden  Elementen  y  und  z  dasjenige  als  mittelbar 
mutabel,  welches  die  meisten  Bequemlichkeiten  bietet.  Man  nehme  an,  z  sei  dieses 
Element 

A)    Die  einfochste  und  directe  Durchführung  der  Untersuchung  wird  darin  bestehen, 
dass  man  zuerst  z  absondert,  so  da«^  man 

IV)    z  =  x(«,  y,  AS  A",  A''' ) 

dz     d'z 
bekommt.    Nun  eliminire  man  z ,  -r- ,  -=-5- , aus  I ,   so  wird  V  ein  nur  aus  den 

dx     dx* 

dy     d^y     d^y 
Elementen  y »  g^  9  -jt^  t  ^3 » gebildeter  Ausdruck ,   und  die  hiesige  Untersu- 
chung ist  auf  frühere  zurückgebracht. 
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B)  Man  eliminire  die  miüeibaren  Motationen  auf  indirectem  Wege  mittelst  der 
Multiplicatoreamethode,  iDdem  man  sich  soviele  Gleichongen  bildet»  dass  man  Ar  y  und 
z  dieselben  Fanctionen  bekommt,  wie  bei  der  vorigen  directen  Elimination  (man  ver- 
gleiche z.  B.  $.  249-251). 

Wenn  man  namentlich  nor  diejenige  Form  des  dV  onlersachen  will,  bei  welcher 
kein  DiflTerentialquotieDt  einer  Matation,  sondern  nur  noch  dy  and  dz  sich  anter  dem 
lolegralzeichen  befindet;  so  ist  es  gar  nicht  nöthig,  die  Gleichung  III  herzastellen,  son- 
dern man  hat  nor  folgende  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

AA)  Es  komme  in  Gleichung  II  kein  ^o  hoher  Difierentialqaotient  des  mittelbar 
mutablen  z  vor,  wie  in  Gleichung  I.  Hier  muss  man  Gleichung  11  vorerst  noch  so 
lange  dlfferentiiren ,  bis  sich  eine  DifTerentialgleichnng  ergibt,  wo  ein  eben  so  hoher 
Differentialquotient  des  z  vorkommt ,  wie  in  Gleichung  I.  Hierauf  wird  man  die  so  herge- 
stellte Differentialgleichung  motiren,  und  die  sich  ergebende  Mutationsgleichung  mit  ei- 
ner (vorerst  anbekannten,  jedenfalls  aber)  nichtmutablen  Fanction  91  von  x  moHiplid- 
ren,  etc.  etc.  Nur  dadurch,  dass  man  besagte  Differentiation  zaerst  an  Gleichung  II 
ausfährt,  ist  es  möglich,  zu  einer  Gränzengleichung  zu  gelangen,   in  welcher  alle  mit 

dz,,  dza't    (-T-)  >    ('T~)  '  ^'^'  ^^^^'^^^^■^  Theilsätze  den  Multiplicator  fft  oder  einen 

davon  abgeleiteten  Differentialquotient  enthalten.  In  dieser  GrAnzengleichong  kann  man 
dann  ,  damit  jede  Spur  der  von  z  herröhrenden  Mutation  verschwindet,  die  bei  ^z«,  dZfj^ , 

(-j^l  ,  (-T^)  9  etc.  befindlichen  CoefQcienten  za  Null  werden  lassen,  wobei  alle  will- 
kflrlichen  Gonstanten,  welche  zuviel  sind,  eine  Bestimnrong  erhalten,  and  wobei  das 
Mittel  geboten  ist,  auch  die  Ausdrucke  97«,  9l<x,    (-7—)   ^   ('T~)    '    ^^^'  '°  bestimmen, 

and  aus  den  bei  ^y«.  ^y^,   ('Tp)   '    (~h    )    '  ^^^'  ^^^^^^^^^^  Goefficienten  zu  eliminl- 

ren.    Dann  erst  ist  es  möglich,  die  Gränzengleichung  weiter  zu  zerlegen. 

BB)  Es  komme  in  Gleichung  II  ein  eben  so  hoher  oder  noch  höherer  Differential- 
qootient  des  mittelbar  mutablen  z  vor,  wie  in  Gleichung  I.  Hier  kann  man  gradezu 
die  Gleichung  II  mutiren,  und  die  sich  ergebende  Mutationsgleichung  mit  einer  (vorerst 
onbekannten,  jedenfalls  aber)  nichlmutablen   Function  91  von  x  mnltipliciren ,  etc.  etc. 

Dann  gelangt  man  zu  einer  Gränzengleichung,    in  welcher  alle  mit  ^t«,  ^z^y,   (-r-) 

{-T^\    ,  etc.  behafteten  Theilsätze  den  Multiplicator  9t  oder  einen  davon  abgeleiteten 

Differentialquotient  enthalten,  etc.  etc. 

Die  erste  (bei  AA  gegebene)  Vorschrift  „die  Gleichung  II  zaerst  ge- 
hörig zu  differentiiren,  und  dann  erst  zu  motiren*'  ist  aber  sehr  wich- 
tig; denn  vernachlässigt  man  sie,  so  wird  man  gewöhnlich  eine  Grän- 
zengleichung bekommen,  welche  sich  nur  sehr  schwer  oder  gar  nicht 
behandeln  lässt,  man  wird  gewöhnlich  in  ein  Gedränge  gerathen,  ans 
welchem  man  sich  nicht  helfen  kann.  Ich  hebe  diese  Vorschrift  dess- 
halb  noch  einmal  besonders  hervor,  weil  ich  glaube,  dass  sie  noch  von 
Niemand  ausgesprochen  worden  ist,  und  weil  ich  bezwecke,  dass  man 
ihre  Wichtigkeit  nicht  iibersehe. 

Zu  allein  Ferneren  ist  der  Weg  hinlänglich  angebahnt;  namentlich  ist  es  nicht  mehr 
nöthig,  hinsichtlich  der  Behandlang  der  Gränzengleichung  irgend  etwas  vorzubringen* 
Daher  mag  es  genügen,  aaf  die  Aufgaben  191,  192,  193,  etc.  zu  verweisen. 


a 
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Bis  jetzt  war  der  Aosdmck,  weleher  eto  Maximam^sUnd  oder  MiDimuin-stand  wer- 
den soll ,  gradezo  in  i?esonderter  Form  gegeben.  Nun  aolleo  FSlie  folgen ,  wo  dieser 
Ansdroek  in  ongesonderter  Form  mittelst  einer  Gletchang  geget)en  ist. 


UntersQchang  62. 
Es  sei  eine  aus  den  Elementen  x,  y,  U,  -p»  --r-  gebildete  Gleichung 


')'(-""'S'-^)='' 


gegeben;  and  man  sucht  für  y  eine  solche  reelle  Function  yon  x,  dass,  während  U«  ei- 
nen bestimmt  vorgeschriebenen  Werth  hat,  U^  ein  Iffaximnm  -  stand  oder  Mfnimam- 
stand  wird. 

$.  257.    Die  Gleichnng  I  ist  eine  identische,  d.  h.  gilt  bei  jedem  Werfhe  des  x. 
Ifoltiplicirt  man  dieselbe  mit  einer  (vorerst  noch  anbekannten,  jedeafolls  aber)  nicht- 

matablen  Function  91  von  x,  so  ist  auch  das  Prodact  92  •  f(x,  y,  U,  -p,  --=— ]  noch 
eine  identische  Gleichang.    Desshalb  ist  aach  noch 

.0j7«.F(.,,,».fi,f)-. 

Man  setze  zar  Abkörzang  p  statt  ^,  und  r  statt  --p ,  and  matire  dann;  so  bekommt 
man 

and  wenn  man  omformt,  so  bekommt  man 


rs{-'i-iA-%)y'y 


Diese  Gleichang  soll  nnn  von  dem  mittelbaren  Elemente  du  ganz  frei  sein.   Man  denke 
sieh  also  anter  91  eine  solche  Function  von  x,  dass  die  identische  Gleichung 

stattfindet.    Da  femer  der  Werth  des  U.  ein  bestimmt  vorgeschriebener  ist,  so  ist 
^U,  =c  0,  a^Ua  =:  0,  etc.;  und  Gleichung  IV  redocirt  sich  auf 


Sli-'i-iM--^})"—' 


Daraus  folgt 
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'         dr '« 

Diese  Gleichung  zerlegt  sich  quo  in  die  Haoptgleichimg 
and  in  die  Gränzengleichnng 

Zar  Herälellang  des  PrüfuDgsnitUels  mntire  man  Gleichang  III  noch  einmal ,  forme  dann 
um,  and  beachle  die  Gleichungen  V  und  VIII»  sowie  auch,  dass  dU«  =s  0,  W^  ^=  0, 
e(c.  ist.    Altes  Weitere  bedarf  keiner  Auseinandersetzung  mehr. 


sam 


Untersuchung  63. 

t        .     .  j      u,         .  .,    dy    dz    dU     d«y    d«z     d^U 

Es  sei  eme  aus  den  Elementen  x,  y,  »»^»  gj»  g;»  -37»  j^»  ^f  -gjä» 

i^ebildete  Gleichang 

T)    F  =  0 

gegeben;  und  man  sucht  (Ikr  y  und  z  solche  reelle  Functionen  yon  x,  dass,  während 
U,  einen  bestimmt  vorgeschrtehenenr  Werth  hat,  U^y  ein  M aximura^stand  oder  Minimum- 
sland  wird. 

%.  258.  Die  Gleichung  I  ist  eine  identische,  d.  h.  gilt  bei  jedem  Werthe  des  x. 
Maltiplicirt  man  dieselbe  mit  einer  (vorerst  noch  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nicht- 
motablen  Function  9t  von  x,  so  ist  auch  das  Product  9t  •  F  »  0  eine  identische  Glei- 
chung.   Desshalb  ist  auch  noch 


r« 


II)     I      9t  -  F  .  dx  =  0 


Man  mutire  diese  Gleichung,  und  forme  um;  so  bekommt  man 
Hl)    O).  • «».  +  00.  •  (^),  +  («").  •  (^), 

-  OV  «.  -  CO.  •  {^\  -  (.").  •  (^)_  - 

-  (»)•  •  -•  -  CO.  ■  (^l  -  (•").  •  {^l  - 
-«.».-  OT. .  (*£)_  -  («-0.  ■  (^_  - 

^  r  (q  •  ^y  -H  R  •  *x  +  S  •  W)  •  dx  —  0 
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Diese  Gleichung  soll  von  dem  mitlelbaren  ^U  ganz  frei  sein.  Mau  denke  .sich  also  un- 
ter 91  eine  solche  Function  von  i,  dass  die  identische  Gleichung 

IV)    S  =  0 

stattfindet.    Es  findet)  aber  auch  ausserdem  noch  folgende  identische  Gleichungen  statt : 

V)    Q  «=  0,    und  VI)    R  =  0 

Die  vier  Gleichungen  I ,  IV,  V,  Vi  müssen  nun  inlegrirt  werden ,  und  dann  gibt  sich , 
was  y,  z,  CJ  und  91  för  Functionen  von  x  sind,  in  welchen  noch  eine  gewisse  Anzahl 
willkürlicher  Constanter  vorkommt. 

Da  der  Werlh  von  U.  bestimmt  vorgeschrieben  ist,    so  ist  dU.  =  0,  ^U«  =  0, 

^U,  =  Oetc.;  aber  hinsichtlich  der  Behandlung  der  Elemente  |--|—|   ,  (-j— I  i  (-i~"2  I  ' 

(T-s-i  ,  etc.  müssen  einzelne  Fälle  unterschieden  werden. 

Erster   Fall.    Wenn   hinsichtlich  der   Werthe    der  Elemente    f-r-|   .    f-^—l   • 

\  <*»/«'    \<*»/a 

i-ryi  ,  (t~2')  f  ®^^*  nichts  vorgeschrieben  ist;  so  muss  man  soviele  der  durch  Inleitra- 
tion  eingegangenen  Genstanten  in  der  Weise  bestimmen,  dass  die  Gleichungen 

(dOa  «  0.    (60.  =  0,    (ß'O«  -  0,    ((S'O*  =  0,   etc. 
stattfinden,  und  dann  kommen  in  der  Gränzengleichung  nur  noch  die  Elemente  dy^.  ^y», 

^Za*  ^^a»  (a)  »  (*H  1  »  ("T")  »  ®^^'  ^^''  ^^  k^nn  also  behandelt  werden,  wie  be- 
kannt ist 

Zweiter  F«II.    Wenn  die  Werthe  f^)^,  (§)^,  (^)^,  (g)^  ele.  vorg^ 

schrieben  sind,  so  fallen  ihre  Mutationen  schon  von  selbst  weg,  und  die  Gränzenglei- 
chung nimmt  eine  Form  an,  wie  im  vorigen  Falle. 
Und  dergleichen  Fälle  mehr. 


Es  sollen  nun  Untersuchungen  folgen,   wobei  gemischte   Mutationen    angewendet 
werden. 


Untersuchung  64. 

dy    dz     d^y     d^z 
Es  sei  V  ein  reeller  mit  den  Elementen  z,  y,  z«  rp  9  -r~>  j-^«  -;pji 


gebildeter  Ausdruck,   und  man  sucht  nicht  nur  für  y  und  z  solche  reelle  Functionen, 
sondern  auch  noch  für  a  und  a  solche  reelle  Werthe,  dass  dabei  der  Ansdnick 


""-£ 


V.di 
a 

ein  Maiimumwerth  eines  Maiimum-standes  oder  ein  Minimumwerth  eines  Minimam- 
Standes  wird. 

$.  259.    Well  jetzt  a  und  «  Werthänderungea  erleiden,  so  muss  das  U  einer  ge- 
mischten Mutation  unterworfen  werden,  und  man  bekommt 


II)    AU  .»=.  V„  .  Äa  —  V,  •  ii^a  4* 


r    4V-di 
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III)    fi?{]  =  V«  .  ^a  —  \\  '  i?2a  4-  /^y    .   i?a2  -^  /il\   .  .9a2 


H-  2  .  (av)„  .  i?a  —  2  .  (^V),  .  .?a  -h  f    3«V  .  dx 


Hier  ist  bekanotiiGb 


dy       '^         dz  dp        dx 


dpV  ^  ddz 
dp    '    dx 


dy         '         dz  dp         dx  dv         dx 

dy«       "^  dy.dp      ''     dx 


Um  aber  in  das  Verfabren  eiaznleiten,   wird  es  zweckmässiger  seio,  eioeo  einfacben 
Fa]l  vollständig  darchzaTiibren. 

dy 
8*  260.    Man  nehme  also  an ,  V  sei  ein  mit  den  Elementen  x ,  y  und  ~  gebildeter 

Aosdroek,  so  bekommt  man  zaniehst 


und 


4- 


VIO    A^V  -  V„  .  ^a  —  V.  .  .y^a  -H  (^\    .  t^a«  —  (^\  .  T^a« 
\dy       ^         dp        dx/„  \dy       ^         dp        dx/. 


r^Mv     ^          dpV      d^y  d;V     ^  ^ 

Ja  \<ly                 dp        dx  dy« 

Formt  man  diese  Ausdrücke  um,  so  bekommt  man 

VIII)    Aü  -  V«  .  ,?a  -  V,    ,?a  -*»  /i^  .  dy„  -  /i^  .  dy, 


und 


IX)     A«IJ  =  V„  •  ^a  -  V,  .  ,>2a  4-  /^\    •  ^a2  —  /^\   .  *?a2 
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Man  hal  jeUt  daTdr  zu  sorgen,  daw  die  fOr  tJflJ  benostellende  Reihe  kein  solches 
erstes  Glied  hat,  welches  die  erste  Potenz  x  als  genieinsebalUichen  Factor  enthält 
Man  ist  aber,  eben  weil  man  dem  «^)U  zwei  versrhiedene  Formen  geben  kann,  aoch  ge- 
zwoncen,  beide  Formen  besonders  zu  ontersncben. 


J.  261.  Untersuchung  der  ersten  (in  Vi  aufgestellten)  Form  des  (3)U.  Wenn 
die  zwei  Elemente  ^a  nnd  ^a  onabhangi«  ontereinander  sind ,  ao  hat  man  folgende 
zwei  Puncto  zu  beröcksiehfigen: 

1)    Dasjenige  System  zweier  Gleichongen.  das  man  dorch  die  Ansdrfieke  -4—  nnd 

-^    bekommt,   wird  bestimmen,    was  y  Rkr  eine  Function  von  i  ist.    Daran  erkennt 
dp 

man.  dass  sich  filr  y  ganz  dieselbe  Function  ergibt,  wie  wenn  a  and  a  nnverinderlich 

waren ;  und  die  Grenzen  a  und  a  haben  nicht  den  geringsten  Einflnss  anf  die  gesochte 

Function  y  von  x. 

S)  Die  Gleichnng  welche  man  ans  V^  bekommt,  dient  znr  llestimmang  des  Wer- 
thes  von  a;  und  die  Gleichung,  welche  man  ans  Y«  bekommt,  dient  zur  Bestimmung 
des  Werthes  von  a. 

Alles  Weitere  bedarf  keiner  Auseinandersetzung  mehr,  naraenüieh  wie  an  verlahien 
wäre,  wenn  zwischen  S»  und  ^a  irgend  eine  Abhingigkeit  stattfinde. 


$.  962.  Untersuchung  der  zweiten  (in  VIII  anfjgestellten)  Form  des  (9X1 
Man  sehe  zuerst  zu,  ob  die  identische  Gleichung 

w%    d,V         I      ^/dpV\ 

möglich  ist«  Daraus  ergibt  sich  far  y  die  gesuchte  Function  von  x;  und  man  erkennt 
abermals,  dass  man  dieselbe  Function  y  von  x  bekommt»  wie  wenn  a  and  a  unverän- 
derlich wären.    Als  Grftnzengleichung  hat  man 

XI)    V«  .  i?a  -  V,  .  .?«  H-  (^)^-*>Vr  -  (^   •  «y.  =  0 

Aber  Jetzt  haben  die  Gränzen  a  und  a  Eintluss  anf  die  gesuchte  Function  y  von  x. 

Was  die  ZerlesunK  der  Gränzengleichane  befrifll,  so  sollen  unter  allen  möglichen 
Fällen  nur  folgende  sieben  besonders  behandelt  werden,  und  zwar  unter  dnr  Voraus- 
setzung, dass  die  Haaptgleichang  eine   Ditferentialgleicbung  der  zweiten  Ordnung  sei. 

Erster  Fall.  Es  bestehe  zwischen  i9a,  ^,  ^y«,  dy^  durchaus  keine  Abhängigkeit 
Hier  finden  also  folgende  vier  Gleichongen 

,.  =  ».'.  =  ..  (^\  -  0.  (^')_  -  , 

statt,  welche  hinreichen,  die  beiden  durch  die  Integration  eingegangenen  Constanteo 
und  die  Werthe  von  a  und  a  zu  bestimmen.    Gleichung  IX  reducirl  sich  dabei  anf 

Ja'««y»  <«y«'P     '^     <"»         dp»      '<ix'/ 

Man  «,.«  .«r  Abkürzung  (f  )^  =  «.  (^^^  »  «',  (2^)^  =  »,  (^^)^  =  «'. 

und  forme  den  unter  dem  Integralzeichen  stehenden  Theilsatz  (nach  $.  230)  am;  so 
bekommt  man 
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wo  7  and  g  die  Bedeatong  haben,  welche  bereits  (ans  $•  ^^)  bekaunt  ist  Dieser  Aus- 
drack  Iftssl  sich  abermals  umrormen  in 

NoD  ist  7  eine  Fonction  von  i  mit  einem  willkQrlichen  Gonstanten ,  dem  man  jeden 
beliebigen  Werth  beilegen  kann,  ohne  dass  der  wahre  Werth  von  (^^U  sich  auch  nur 
im  Geringsten  ändere;  denn  die  Function  g  von  x  enthält  den  nemlichen  willkfkriichen 
CoDstanten,  ond  der  durch  Werthänderuog  desselben  sich  ergebenden  Aenderung  des 
17  entspricht  jedesmal  eine  solche  Aenderung  des  g,  dass  der  wahre  Werth  des  fifV 
ODgeändert  bleibt 

Nun  fragt  sich :  unter  welchen  Umständen  bleibt  (8?l]  immer  positiv  oder  negativ  T 
Diese  Frage  beantwortet  sich  auf  folgende  Weise:  Wäre  in  letzterer  Gleichung  der 
Aasdruck 

«I)  ('^.-^)-V«-(..-|^).*y* 

nicht  vorbanden,  so  wäre  (8pV  unter  allen  Umständen,  positiv ,   wenn  H  und  (—  9), 

d.  h.  wenn  (rr~)  und  f  —  (-?-)  I  positiv  sind,  und  wenn  der  Quotient  --^  ^^*  *'' 
len  von  a  bis  a  liegenden  Werthen  des  x  positiv  bleibt;  dagegen  wäre  (S?l]  unter  allen 
Umständen  oegaliv,  wenn  91  und  (—  9),  d.  h.  wenn  (-r-*)    and  |  —  (»-)    |  negativ 

sind,  und  wenn  der  Quotient  -r^  bei 'jedem  von  a  bis  a  liegenden  Werthe  des  1  ne- 
gativ bleibt. 

Man  richte  also  den  in  7  enthaltenen  willkttrlichen  Gonstanten  nach  der  bald  s«  bald 
80  genommenen  Function  dy  jedesmal  so  ein ,  dass  entweder  der  Ausdruck  XII  lu  Null 

wird,  oder  mit  i^ j  und  1—  (7*)  I  dasselbe  Vorzeichen  gemeinschaftlich  hat 
Man  erkennt  also,   dass  das  Zeichen  von  (df\3  bloss  von  den  drei  Ausdrücken  (tt")  1 

Zweiter  Fall.  Es  sei  zwischen  a  und  a  die  Gleichung  x(a,  a)  =  0  gegeben. 
Daraus  folgt 

^«^  d,Y  ^  ^ 

da  da 

o 

.  ^a  4.  _^  .  ^  -f.  .  ,?a2  -4-  2  .  :; — r-  •  ^a  -  i^a  -h  -4-^  •  i^a«  «  0 

da  da  da'  da.  da  da^ 

Nimmt  man  f9a,  6ßa  etc-  als  ablungig,  so  ergeben  sich  aus  diesen  Gleichungen  Aus- 
draeki;  von  folgender  Form 

i7a  =  Q  •  i9a 
.?2a  =  Q  .  yPa  -h  R  .  t^a^ 
Kliminirl  man  jetzt  ^a  aus  XI,  so  bekommt  man 
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(Q  .  V„  -  V.)  .  ..  +  (4^)^  .  .y„  -  i^^iy  .  <,y.  -  0 
Diese  Gleichung  zerlegl  sich  in  folgende  drei 

welche  in  Verbindang  mit  xC^i  a)  hinreichen  zur  Bestimninng  der  beiden  durch  inle- 
gration  eingegangenen  Constanlen  und  der  Werthe  des  a  und  des  o.  Eliminirl  man  da 
und  t^a  aus  IX,  und  berQcksichtigt  man  die  drei  letzten  Gleichungen  sowie  auch  Glei- 
chung X.  so  bekommt  man  für  id?V  einen  Ausdruck  von  folgender  Form 

id?lj  =  ®  .  i9a2  H-  2 .  JD  •  <Jy«  •  i?a  —  2(S  •  ^, .  i^a 


-h 


Ja  \<ly*      '  dy.dp      '     dx         dp»      \dx/  / 


und  wenn  man  den  unter  dem  Integralieichen  stehenden  Ausdruck  (nach  $.  230)  um- 
formt, so  bekommt  man 


(W 


_  1 .  (j) .  ay„  -  6 .  iy.y  +  va  • 'yi  -  1.  •  ^l 


r 


a   dp«       ^"^      ^         dx  / 


Indem  man  nun  mit  dem  Aggregate 

XIIO    -  |--(^-^«-6-dy.)«-hi7«-<Jy^^-  i7.-3y; 

ebenso  verfahrt,  wie  man  im  ersten  Falle  mit  dem  Aggregate  XII  verfahren  ist,  gelangt 
man  su  der  Erkennlniss,   dass  id?€  positiv  ist,   wenn  ®  positiv  ist,   und  der  Quotient 

d»v 


.^  bei  allen  von  a  bis  «  liegenden  Werthen  des  x  positiv  bleibt;  wenn  aber  ®  nega- 

d^V 
tiv  ist ,  und  der  Quotient  -^  bei  allen  von  a  bis  a  liegenden  Werthen  des  x  negativ 

bleibt,  so  ist  (d?\]  negativ. 

Dritter  Fall.  Es  sei  zwischen  y«  und  y^  eine  Gleichung  x(ya»  y»)  =  0  gege- 
ben. Man  setze  zur  Abkürzung  m  statt  yi^,  und  n  statt  y, ,  so  bekommt  man  ansleti- 
terer  Gleichung 

XIV)     ^.,y«-H^..y.-H^..«-H^.^a-0 


und 


XV)    ^.a«y«  +  ^.a.y.  +  ^.ay'„  +  ä.|^..y«.ay. 
^  o    \'\^'     .      _^  ^'^"dn)    ,     ^  d„x      day.\    „     ,    4«     „  , 
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da  da  '    da^  da  da 

etc.  etc. 
Weil  aberin  x(ya9  ya)  "°  0  die  Eiemente  a  and  a  nicht  uomittelbar,  aoodern  nur  mit- 
telbar durch  y^  and  y^,  enthalten  sind;  80  ist  nar 

da  dm        da 

d.Z        d„Z      dy. 


da         dn       da 

da»  dm    '     da»  dm» 


■  C£)' 


etc.  etc. 
Man  hat  nun  aus  XI  eines  der  Elemente,  ^y^.  ('y,,  <9a,  t^a  zu  eliminiren.  was  hier  mit- 
telst eines  Maltiplicators  geschehen  soll.    Man  multiplicire  also  Gleichung  XIV  mit  ei- 
fern (vorerst  unbekannten,  jedendU»  aber)  oenftUnlen  Aosdvacke  L«  und  addire  dtoaee 
Pro<lnct  zu  XI;  so  bekommt  man 

Diese  Grleiehaog  zerlegt  sieh  in  folgende  yier  einzelne 

XVI)    V,.|.L.i£i„o,    XVn)    ^V.  -hL.^:==0 

da  »  -f  ■  ^^ 

-4-1.^  =  0 
dn 


"'"  (f ).  -  ■■  •  '^  -  ••  *■«  -  (^1 


welche  in  Verbindung  mit  xCya«  y«)  =  0  hinreichen,  um  a,  a,  L  und  die  beiden  durch 
die  Integration  eingegangenen  willkürlichen  Gonstanten  zu  bestimmen. 
Nun   maltiplicire  man  Gleichung  XV  mit  dem  bereits  angewendeten  constanten  Aus- 
drneke  L,  addire  dl^es  Product  lu  IX,  und  beriieksicbUge  die  vier  Gleichungen  XVI 
bis  XIX  nebst  der  HauptgleicboBg  X;  so  bekomml  man 

*^^  dS»  ^  ^«  "^ 


2 


•iy«  • 

»y. 

+  ^*  dn« 

'^yl 

iy«  + 

L- 

-((©.-^•^)--'*^^-^-— (-(©.-^•|)- 
JaW  '^       ««y'«'p  '^  dx  ^  dp»    u.;; 

Aus  «üeMin  Atia4ncke  hat  mm  vMi  deo  vier  Elemcolea  <7«,  if«,  ly«,  4y.  noch  dasjo» 
nii^e  10  eliminiren ,  welches  als  abhingig  behandelt  w«rd«n'  aoU ;  «ad  diese  BUnuBatieD 


• 
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geschieht  dann  mittelst  Gleichans  XIV.  Das  weitere  Verfahren,  um  den  Zeichenstaad 
des  (8fV  tu  untersuchen,  fst  dann  dem  des  vorigen  Falles  analog. 

Vierter  Fall.  Es  sei  zwischen  a*  a,  y«,  y^^  eine  Gleichung  x(a,  a,  y«,  y^)  =0 
gegeben.  Setzt  man  auch  hier  zur  Abkürzung  in  statt  y^,  und  n  statt  y«,  so  bekommt 
man  auch  hier 

^^>    dST  •  *y«  ^  dn  •  ^y.  +  =3^  -9«  -H  -^  •  «^a  -  0 
und  so  fort.    Allein  jetzt  ist 

da  dm    '    da  da 

und 

djx  ^  d^x  ^  dy,    ^    d«x 
da  ""  dn  '    da         da 

Fünfter  Fall.    Es  seien  zwei  Gleichungen 

XXI)    y«  —  x^flü.   and  XXII)    y.  »  x'<ai 

gegdiien.  Setzt  man  an  dfo  Steile  des  y  die  gesoehte  Function  tpix),  so  gelien  diese 
Gleichungen  über  In 

g>(a)  =:  yja),  und  <;pra)  =  x'ct» 

Man  erkennt,  dass  diese  beiden  Gleichungen  keine  identischen  sind,  sondern  aus  gKa)  =  xiai 
wird  sich  nur  eine  bestimmte  Anzahl  von  Werthen  des  a,  und  aus  gHa)  =  x^a)  wird 
sich  nur  eine  bestimmte  Anzahl  von  Werthen  des  a  ergeben.  Will  man  daher  dem  a 
einen  andern  Werth  (a  +  Da)  beilegen,  welcher  der  Gleichung  <f>(a)  =  x^a)  nicht 
entspricht;  so  muss  man  an  die  Stelle  des  y  «-^  9>(z)  auch  eine  andere  Function 
y  +  ^y  =  <p(z)  +  ^y  setzen.    Gleichung  XXI  geht  dabei  über  in 

XXni)    <p(a  ^-  Da)  -f  ^^  _^  j^  =t  x(a  +  l^a) 

Hier  sollen  aber  nur  diejenigen  Werthe  (a  -f-  Da)  gebraucht  werden,  welche  dem  a 
nSchstanliegen ,  d.  h.  dem  a  nichstvorangehen  oder  nüchstnachfolgen.  Desshalb  wird 
man  Da  zerlegen  in 

X'  f9a  -\-  —   •  iPa  H —  •  &^a  + 

1.3  1.2  3 

wo  das  IC  bald  als  posUiv  bald  als  negativ  im  Momente  des  Versehwindens  beflndifch 
gedacht  wird;  und  Jy  besteht  aus  der  gleichbedeutenden  Reihe 

^.iy  +  jf..  a.y  +  ^.*3y  + 

WO  dy,  ^y  etc.  Functionen  von  x  sind,  die  aber  bezüglich  durch  dq>{\)^  ^9>(x;  etc.  dar- 
gestellt werden  mögen.    Gleichung  XXIII  geht  also  über  in 

XXIV)     (p(a  H-  X  .  .9a  H-    —  •   ^a  -h  -^  •  19%  -4- ) 

\  la'  1.3.3  ' 

(x'                          X^  V 

a  -*-  X  •  ^a  -h   —   .  t9»a  H ^Pu  ■+■ I 
1.3                           1.3.»  ' 

x3  /  x'  X^  \ 

1.3  ^\  1.3  1.3.3  / 


(x3                                X^            *  \ 

a  H-  X  •  i9a  4-   •  ^a  H •  i9\x  H- ) 
1.2                          1.2.3  / 

Da  aber,  wie  gesagt,  das  x  im  Momente  des  Versehwindens  beftndlidi  ist,   so  zerlegt 
sieh  letztere  Glefchmg  in  folgende  einzelne: 
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XXV)     <p(ai  =  yjat 

XXVI)    !!^  .  *a -+-  »vto  =  ^* .  .»« 
"^       da  da 

XXVII)     '^^  .  ^a  +  ^■^,  aa"  +  iPv^m  +  ä  .  *^pl  .  tf« 
"^       da  da^  da 


•    o 


drx  da^ 

etc.  etc. 
Setzt  man  noch  dy,  ^y  etc.  bezüglich  statt  dq>(x)y  iPq>{\)  etc.;  so  bekommt  man 

Durch  diese  Gleichnngen  ist  bestimmt,  wie  dy^  von  t^a  abhingt,  etc.  etc.   Verfahrt  man 
aof  dieselbe  Weise  mit  Gleichung  XXII,  so  bekommt  man 

„X)    >,.^{^-  ^')  ■  * 
Eliminirt  man  6y„  und  dy«  aas  XI,  so  bekommt  man 

[v..+r^.-^)-(t')J.*. 

Da  aber  i9a  und  ^a  onabhängig  von  einander  sind,   so  zerlegt  sich  diese  Gleichung  in 
folgende  zwei 

"»"■)  ^.  -  (^  -  ^")  •  (^'). = » 

Diese  iwei  Gleiohungen ,   veituoden  mit  XXI  und  XXII,   reiehen  hin,   um  die  zwei 
durch  Integration  eingegangenen  Gonstcnten  und  die  Werthe  von  a  and  et  in  bestimmen. 
Man  dhninife  nun  ^a,  dy«,  d'y«,  d^y,  aus  IX,  und  berüeksichtige  die  Gleiehnngen 
XI,  XXXII,  XXXm;  sa  bekommt  man 


Stau  der  gesonderten  Gleicbnugen  y«  ^s  ;((a)  und  y.  «»  j^^a)  konnten  ancb  unge- 
fionderte  F(a,  y^)  =  0  und  F'(a,  y.)  =  0  gegeben  sein;  das  Verfahren  würde  dadurch 
keine  Aenderung  erleiden.  Setzt  man  zur  Abkürzung  |n  statt  y|,,  und  n  statt  y«;  so  be- 
kommt man 
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dni  da 

dn  da 

und  so  fort. 

^n^  d   F     ^^rr  ^a^ 

Hier  isl  •— —  =  -^  •  -^  -  4-  -; — ;    on4    well    y    =    ^(x)    ist,    so    bekommt    man 
da  dm       da  da 

"'  Auf  dieselbe  Weise  bekommt  man  -^—    —   ^      -     ^ 


da  dm        da  da  da  dn  da 

d^' 

"da 

SechslerFall.  Es  seien  zwei  Gleichaogen  x(a,  o,  y, ,  y„)  =  0  und  x'(^  ^  Ya « ya)  ~^ 
gegeben.  Dieser  Fall  ist  von  dem  vorigen  nicht  verschieden,  denn  man  kann  auch 
hier  die  Elemente  Sy^^,  ^y^,,  ^Ya*  ^»  ^^^*  >^  abhängig  behandeln,  und  eliroiniren. 

Siebenter  Fall.    Es  seien  drei  Gleichungen  gegeben,  z.  B.  folgende  drei: 

x(a»  a,  y«,  ya)  =»  Ö,    x'(a»  «.  y-*  y«)  —  O,    z"(a,  a)  =  0 
oder  folgende  drei: 

x(a,  a,  y..  y«)  —  0,    x'(a,  o)  =  0,    x"(a,  «)  «-  0 
oder  folgende  drei : 

x(ya.  ya)  =  0»     X'(y-.  ya)  =  0,    x"(a,  a,  y„  y„)  =  0 
oder  folgende  drei: 

x(a.  a,  y„  y„)  =  0,    x'(a,  a,  y.,  y«)  =  0,  x'*(a,  a,  y.,  y«)  =  0 

und  so  fort.    Alles  dieses  bedarf  jetzt  keiner  Auseinandersetzung  mehr. 

$.  263.    Hat  man  nun  die   Gleichong  X  untersucht,   so  schaue  man  wieder  aof 
Gleichung  VIII  zuriick,  und  sehe  zu,  ob  man  dem  bei  dy  befindlichen  Factor 

d. 


il«^.d/i?\ 
dy         dx      \  dp  / 


91 
die  Form  jr-  beilegen  kann. 


Es  ist  klar,  dass  die  Zahl  der  ünlersnchungen,  wo  die  Grenzen  eine  Werthände- 
rong  erleiden,  eine  nngehener  grosse,  dass  es  aber  in  Folge  alles  Vorhergehenden 
nicht  mehr  nöthig  ist,  sich  in  das  Einzelne  einzulassen.  Es  genfigt,  aaf  die  Anga- 
ben 156,  160.  161,  176—180,  187,  195.  197,  913  und  216  zu  verweisen.  Wegen 
seiner  Eigenth&mllchkeiten  soll  jedoch  folgender  Fall,  wo  die  Grftnzelemenle  a  und  a 
schon  ursprOnglich  in  dem  flir  V  gegebenen  Ausdrucke  vorkommen,  noch  besonders 
untersucht  werden. 


Untersuchung  65. 

Es  sei  V  ein  reeller  mit  den  Elementen  a,  a,  x,  y,  z,  i=^,  j-,  -n*  'jT^i  •  - 

gebildeter  Ausdruck;    und  man  sacht  nicht  nur  für  y  und  z  solche  reelle  Functionen, 
sondern  auch  noch  für  a  und  a  solche  reelle  Werthe,  dass  dabei  der  Ausdruck 


'>  '• =r 


V.dx 
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eiü  Maiimamwerth  eines  Maximum-slandes  oder  ein  Minimamwerth  eines  Minimam- 
Standes  wird. 

$.  264.    Da  die  Elemente  a  ond  a  schon  in  V  enthallen  sind ,  so  hat  man  jeizi 
II)    ,^,ü  =  V«  .  ,?«  -+-  I     -^  .  ^a  .  dl  -  V.  .  i^a  +  P^  •  «^a  •  <*«  +  P^V  .  dx 

wo  ^V  die  bekannte  (schon  in  Gleicliong  IV  des  S*  ^^  auseinandergesetxle)  Beden  lang 
bat.  Da  man  aber  nur  nach  x  integriren  soll,  also  die  Integration  von  ^a  and  t^a  an* 
abhängig  ist;  so  Ist 

und 


r.'i'-'-iv^-)" 


Gleichnng  II  geht  also  über  hi 


Hl)    ^V  =  /v„  H-  p  -^.  dx\  .  ^a  4-  /-  V.  -+-  p*^  .  dl)  .  .?a  H-  p  dV  •  dx 

Hieran  erkennt  man,  dass  sich  zur  Bestimmang  der  für  }  und  z  gesuchten  Functionen 
ganz  dieselben  Gleichungen  ergeben,  wie  bei  der  vorigen  Untersuchung;  und  nur  die 
Gränzengleichung  ist  verschieden. 

Es  ist  in  Folge  alles  Vorhergehenden  überflüssig,  den  für  {d?V  sich  ergebenden 
Aasdruck  herzostellen ,  und  genügt,  auf  die  Aafgaben  157,.  195  etc.  zu  verweisen. 


Nun  mögen  Untersnchungen  folgen ,  wo  man  auch  willkürlichen  Constanten ,  welche 
keine  Gränzelemente  sind,  Werthänderungen  beilegen  muss.  Die  folgenden  Untersu- 
chungen sind  also  ebenfalls  solche,  wo  gemischte  Mutationen  angewendet  werden. 


Untersuchung  ß6.       '-  •  *      ' 


Es  seien  g(x,  y)  und  V  zwei  mit  den  Elementen  x  und  y  gebildete  Ausdrücke. 
Man  socht  aas  allen  jenen  Functionen  y  von  i,  bei  welchen  das  zwischen  den  bestimm- 
ten Gr&nzen  \  =  a  bis  l  =  a  erstreckte  Integral 


■>j: 


a 


einerlei  (entweder  einen  gegebenen  oder  nichtgegebencn)  Werth  bekommt,  diejenige 
heraus,  von  welcher  das  zwischen  den  nemlichen  Granzen  erstreckte  Integral 

II)    U  =  I     V  .  dx 


".=r 


zu  einem  Maximum-stande  oder  Minimum-Stande  gemacht  wird. 

(Man  vergleiche  den  ersten  theoretischen  Nachtrag  am  Bnde  des  zweiten  Bandes.) 

$.  265.  Man  nehme  für  y  irgend  eine  Function  fp{\^  m),  in  welcher  ein  willkür- 
licher Constanter  m  vorkommt,  der  in  dem  Falle,  wo  das  Integral  I  einen  bestimmt 
vorgeschriebenen  Werth  g  bekommen  soll,  so  eingerichtet  werden  kann,  dass  dieser 
Vorschrift  genügt  wird;  und  wenn  man  die  Function  (p(x,  m)  in  Gleichung  II  einsetzt, 
so  bekommt  man  für  U  einen  ans  a  und  a  gebildeten  Ausdruck,  welcher  dargestellt 
sein  mag  durch 
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III)    ü-  «  ^H«)  —  V^ai 

Man  nehme  oocli  irgend  eine  andere  Function  F(i,  m  +  Dm),  wo  der  villkQrHcbe 
Conatanle  (m  +  Dm)  vorkommt,  und  wo  die  DiHerenz  Dm  so  eingerichtet  werden  kano. 
daas  darch  F(x,  m  +  Dm)  das  Integral  I  denselben  Werth  l>ekommt,  wie  durch 
9(x,  m).  Man  verwandle  F(x,  m  +  Dm)  mit  Hilfe  des  matirenden  Elementes  x  xa- 
nächst  in  folgende  Reihe 

rV)    F(x,  m  -H  Dm)  =  <p(\^  m  -+-  Dm)  -h  jc  •  ^(x,  m  -h  Dm) 

H — '—  •  ^qp(x,  m  +  Dm)  H •  33<y)(x,  m  -h  Dm)  4- 

und  wenn  man  die  DitTerenx  Dm  in  die  Reihe 

X  -  ^m  H •  ^m  H •  i^^m  -i- 

1.2  1.2.3 

zerlegt,  so  geht  die  Reihe  IV  über  in 

V)    F(i,  m  +  Dm)  =  vCx.  m)  -h  x  .  (a^K»,  m)  -h  ^"'^^'  "^  •  ^m) 


Diese  Reihe  kann  man  aach  auf  folgende  Weise  schreiben 


4-2.-^-.^m+^j^ 


•  ^m«) 


oder  noch  kürzer  anf  folgende  Weise 

VII)    y  -H  (//)y  =  y  H-  X  .  (^y  +  v:; '  t**'^y  "*" 

• 

Die  Bedeutung  von  (d)y,  (dj'y,  erkennt  man,  wenn  man  die  Reihen  VI  und  VII  mitein- 
ander vergleicht. 

Wenn  nun  das  Integral  I  in  den  beiden  Fällen,  man  mag  <y)(x,  m)  oder  F(x,  m  +  Dm) 
an  die  Stelle  des  y  einsetzen,  den  nemllchen  Werth  bekommen  soll;  so  muss  folgende 
Gleichung  bestehen 


VIII) 


I     g(x,  qp:x,  m))  .  dx  «a  I     8(x,  Fix,  m  H-  Dm))  •  dx 
Ja  Ja 


Wenn  man  statt  F(x,  m  +  Dm)  die  gleichbedeutende  Reihe  VI  einsetzt;  so  ^ht  Glei- 
chung VUl  über  in 

P  «(x,  cp(x,  m))  .  dx  =  f "  8(x.  i/xx,  m>)  •  <Jx  +  ^  •  P^  •  (^y  ^-  ^  •  ^)  '  ^^ 
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Da  aber,  ebeo  weil  bei  Untersuchongen  über  das  Grdsste  und  Kleinste  der  Werth  der 
Fonction  F(x,  m  +  Dm)  dem  Werlhe  der  Fanction  <^(x,  m)  nächstanliegen  muss,  das  x 
entweder  als  positiv  oder  als  negativ  im  Momente  des  Verschwindens  befindlich  ist;  so 
liann  letztere  Gleichong  nor  wahr  sein,  wenn  einzeln  stattfindet: 

Ja  Ldy       \    '        dm  dui  diu2  / 


^  jF'i'y-^S"^'»/]-^»-* 


d> 

etc.  etc- 
I)    Weil  die  Integration  ganz  unabhängig  ist  von  i9m,  so  kann  Gleichang  IX  auch 
aar  folgende  Weise  dargestellt  werden 


and  wenn  man  Tür  dy  eine  ganz  beliebige  Function  von  x  und  m  nimmt,  so  gibt  sich 
aus  dieser  Gleichung  (welche  mit  IX  ganz'  gleichbedeotend  ist)  der  dem  jedesmaligen 
^y  entsprechende  Werth  des  t^m. 

2)  Man  kann  auch  in  Gleichung  X  die  Elemente  ^m  und  ^m  ausserhalb  des  In- 
tegralzeichens setzen,  weil  auch  hier  die  Integration  von  diesen  beiden  Elementen  an- 
abhängig ist  Nun  muss  man  jene  beliebige  Function  von  x  und  m,  welche  man  an 
die  Stelle  des  Sy  in  Gleichung  IX  oder  XI  bereits  eingesetzt  hat,  auch  in  Gleichung 
X  einsetzen;  und  wenn  man  hierauf  auch  Rkr  9^  eine  ganz  beliebige  Function  von  x 
und  m  in  X  einsetzt,  so  ergibt  sich  der  entsprechende  Werth  von  i9^m,  da  Ja  ^m  sqhoo 
aus  Gleichang  IX  oder  XI  bestimmt  ist. 

Und  so  fort. 

Substitairt  man  die  Reihe  VI  in  Gleichung  II  an  die  Stelle  des  y,  so  bekommt 
man  nach  ond  nach 

XII)    .^.D»£(^.ay  +  ^^.^^I..m).dx 

etc.  etc. 
Es  kommt  nun  darauf  an,    dass  man  die  (dem  Werthe  nach)  abhängigen  Elemente  t^m 
und  ^m  aus  den  Gleichungen  XII  und  XIII  eliminire;  und  zu  diesem  Ende  gebe  man 
der  Gleichang  XII  folgende  Form 


XIV)    ,..ü  -£'^.ay.d,  +  {£'fj  .  ^^-ö«)..«. 


Aus  XI  folgt 


XV)    .9ra  = ' X  P^  'dydx 

Ja    ^3 


dy       dm 
und  wenn  man  diesen  Ausdruck  an  die  Stelle  des  ^m  in  XIV  substituirt,  so  bekommt  man 
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Ja  <*y  (^d,?    d_v    .     Ja  **y 

Ja  <«y 


J,   dy      diu    • 
Wean  inao  nun  die  flr  y  gewShIte  FancÜon  (p(x ,  m)  in  dem  Qaolienlen 


f  dj? 

Ja  «ly 


dm 


sobstitoirt,  so  bekommt  er  einen  nach  x  constanten  Werth,  welcher  mit  —  L  beieicti- 
ne(  sein  mag.    Dabei  geht  Gleichung  XV\  über  in 

,a,ü-£'i^ay.d.-.L.£^.ay.d, 

Weil  aber  der  Ausdruck  L  nach  \  constant  ist,   so  kann  man  ihn  auch  unterhalb  dot 
Integralzeichens  setzen;  und  so  nimmt  letztere  Gleichung  foigeode  Form  an: 


■"=r(^ 


3     «j  dy/ 


XVII)    (^lü  =1     (^  H-  L  .  5p)  .  <Jy  .  dl 


Soll  nun  (^)U  =r  0  werden,  so  findet  folgende  identische  Gleichung  statt 

XVIII)    ^;-  4-  L  .  ^  =-  0 

^     dy  dy 

Daraus  Tolgt  durch  algebraische  Absonderung 

XIX)    y  =  f(x,  L) 

und  man   kann  Jetzt  m  statt  L  oder  statt  eines  aus  L  gebildeten  Ausdruckes  setzen, 
so  dass  man  dann 

XI)    y  =  i3p(x,  m) 
bekommt. 

Zu  dem  ganz  gleichen  Resultate  kann  man  auch  auf  folgendem  etwas  kürzeren  We^e 
gelangen. 

Man  multiplicire  Gleichung  IX  mU  einem  (vorerst  unbekannten,  aber  jedenfalls) 
nach  X  constanten  Ausdrucke  L;  so  ist  auch  noch 


r^^  •  ('' 


a  -  ^"* 


^m 


)  .  dx  =  0 


Dieses  Product  kann  man  zu  XII  addireo,    ohne  dass  (d)U  sich  im  Geringsten  äoderl, 
d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 

Aber  eben  weil  L  nach  x  constant  ist,    so  kann  man  dieses  L  auch  anter  das  Integral- 
zeichen setzen;  und  man  bekommt 

Das  dem  Werihe  nach  abhängige  <9m  (111t  weg,    wenn  eine  von  folgenden  zwei  identi- 
schen Gleichungen  stattfindet,  d*  h.  wenn  entweder 


XXII)    ^  =  0 


oder  wenn 
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XXIII)    *k:  -*-  L  .  2^  t=  0 
ist;  und  in  beiden  Fällen  zieht  sich  Gletchong  XXI  zurQck  auf 

XXIV)    ,a,U=.£'(^-hL.^).ay.d. 

d  V 
f)    Aas  der  PartiaidifrerenÜalgieichung  -j^  =  0  folgt  y  =  xw,  d.  h.  eine  ganz 

willkOrliche  Pnnction  von  z,    worin  aber  das  Element  m  nicht  vorkommt,  eben  weil 

d  V 

-p-  s  0  isL    Da  nan  die  ganze  Untersachnng  darauf  gegrikndet  ist,   dass  in  der  fihr  y 

d  y 
gesuchten  Fonction  der  Gonstante  m  enthalten  sei ;  so  darf  nicht  —■  »  0  gesetzt  werden. 

2)  Es  bleibt  also  nichts  anderes  ttbrig,  als  Gleichong  XXIli  bestellen  zu  lassen« 
Dabei  ISlIt  anch  gleichzeitig  der  zn  ^  gehörige  Factor  hinweg,  and  (^U%rird  za  Null. 
Gleichung  XXIII  ist  aber  die  nemliche,  wie  XVJII,  d.  h.  man  bekommt  wieder 
y  =  f(x,  L)  oder  y  =  <^(x,  m). 

Wenn  nun  das  Integral  I  den  bestimmt  vorgeschriebenen  Werth  g^hahen  soll,  so 
ISsst  sich  der  Constante  m  aus  der  Gleichung 

XXV)     p  8(x,  (fix,  m))  .  dz  =r  g 

bestimmen.  Ist  aber  der  Werth  dieses  Integrals  nicht  vorgeschrieben,  so  muss  irgend 
eine  andere  Bedingung  vorgeschrieben  sein;  widrigenfalls  ist  ond  bleibt  der  Gonstante 
m  willkfirlich. 

Man  multiplicire  nun  Gleichung  X  mit  dem  bereits  angewendeten  Ausdrucke  L,  so 
ist  auch  noch 


i2i 


.  (ay  +  ^.*ny].d.  =  0 


dy» 

Dieses  Product  kann  man  zu  Gleichung  XIII  addiren,  ohne  dass  (dpi]  sich  im  Gering- 
sten ändert  Man  vollziehe  die  Addition,  bringe  den  (nach  x  constanten)  Ausdruck  L 
unter  das  Integralzeichen,  und  beachte  Gleichung  XXIII;  so  bleibt  nur 

xxv.,«=r(|:.i.|!).(„.i^. «.)'... 


Man  hat  nun  noch  das  abhängige  Element  ^m  zu  eliminiren,   was  mittelst  Gleichung 
XV  geschieht.    Man  erkennt  aber  gradezu,  dass  diese  Elimination  nicht  mehr  nöthig 

d^^V  d^8 

d^  "^  *^ ;  d^ 

stand  oder  Minimum-stand  stattfindet    Eine  solche  BNmination  findet  man  am  Ende 
der  Aufgaben  221  und  233  ausgeführt. 


ist,  sondern  dass  es  nur  von  dem  Faclor  -~-^  +  L  •  -—  abhangt,  ob  ein 


Untersuchung  67. 

Es  seien  %'(%,  y),  S''(x,  y)  und  V  drei  mit  den  Elementen  z  und  y  gebildete 
AnsdrÖcke,  Man  sucht  aus  allen  jenen  Functionen  y  von  x,  bei  welchen  nicht  nur 
das  bestimmte  Integral 
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I)    (^«'(«.y)* 


einerlei  (entweder  einen  gegebenen  oder  nichlgegebenen)  Werih,    sondern  bei  welchen 
allen  auch  noch  das  bestiimnle  Integral 


j: 


II)    J      g"(x,  y).dx 

eioerlei  (eolweder  einen  gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werib  bekommt,  diejenige 
heraus,  von  welcher  das  zwischen  denselben  Gränzen  erstreckte  Integral 

lU)    ü  =  P  V  .  dx 

10  einem  Maximam-slande  oder  Minimiim-slande  gemacht  wird. 

(M«D  vei^ciche  deo  ersten  tbeorMisohen  Nachtrag  am  Ende. des  zweiten  Baaies). 

$.  266.  Man  nehme  für  y  irgend  eine  Function  9>(x,  m,  n),  in  welcher  zwei  will- 
k&rliche  Coastanten  m  und  n  vorkommen,  die  in  dem  Falle,  wo  die  beiden  Integrale 
I  und  II  bezüglich  die  bestimmt  vorgeschriebenen  Werthe  g  und  h  bekommen  soHen, 
so  eingerichtet  werden  können»  dass  dieser  Vorschrift  genügt  wird;  and  wenn  man  die 
Function  <p(\ ,  m ,  n)  in  Gleichung  111  einsetzt ,  so  bekommt  man  für  U  einen  ans  a  ood 
a  gebildeten  Ausdruck,  welcher  dargestellt  sein  mag  durch 

IV)    ü'  —  VKa)  —  t/;(a) 

Man  nehme  noch  irgend  eine  andere  Function  F(x,  m  +  Dm,  n  +  Dn),  wo  die  will- 
kürlichen Gonstanten  (m  +  Dm)  und  (n  +  Dn)  vorkommen,  und  wo  die  Differenzen 
Dm  und  Dn  so  eingerichtet  werden  können,  dass  durch  die  Function  F(x,  m  +  Dm, 
n  +  Dn)  die  beiden  Integrale  I  und  U  bezüglich  dieselben  Werthe  bekommen,  wie 
durch  die  Function  9?(z,  m,  n).  Man  verwandle  F(x,  m  +  Dm,  n  -t-  Dn)  mit  Hilfe 
des  mntireuden  Elementes  x  zunächst  in  folgende  Reihe 

V)    F(i ,  m  H-  Dm,  n  4-  Dn)  =  (p(x,  m  ■+■  Dm,  n  -f-  Dn)  -^  x  •  dqt{Xj  m  -+-  Dm,  n  4- Dn) 

H ^<3p(x,  m  -h  Dm,  n  -f-  Dn)  n <*M«'  ^  4-  Dm,  n  -h  Dn) 

4- 

und  wenn  man  die  DiiXbrenzen  Dm  und  Dn  bezüglich  in  die  Reihen 

X  X 

X  •  i^ro  4-  —  •  <^m  4-  — - —  •  1^^  4- 

1.2  1.2.3 


und 


X2  X' 

Ä  •  s^Ä  4 •  i^n  4 •  ^n  4- 

1.2  1.2.3 


serlegt,  so  geht  die  Reihe  V  über  in 

VI)    F(x,  m  4-  Dm,  n  4*  Do)  ^  qp(x,  m,  n) 

+  x.(M,,m,  n)  +  ''"^am'"^  °^  >  ^m  -h  J"-g(^JgjjO  .  ^\ 


Diese  Reihe  kann  man  auch  auf  folgende  Weise  schreiben 

VII)    y  4-  (4y  «  y  4-  X  •  Ay  4-  —  M^y  4*  ~  -  fi^^  -h  .  . 
wo  aber 
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VIII)   Ay  =  <5y  +  -JäT  •  «^I"  ^  S  •  '^^ 

'^  '  dm  (in  dra  du 

dm^  dm.do  dn^ 

etc.'  etc. 
ist.  WeoD  nnn  das  IntejS[ral  I  in  beiden  Fällen ,  man  mag  die  Function  tp(\ ,  m ,  n)  oder 
F(x,  m  +  Dm,  n  +  Dn)  an  die  Stelle  des  y  einsetzen,  den  nemllchen  Werth  bekom- 
men soll;  so  moss  folgende  Gleichung  bestehen 

g'(x,  (p(x.  m,  m)  .  dx  ==  I     8'(x,  F(x,  m  -h  Dm,  n  -h  Dm)  •  dx 
a  Ja 

Wenn  ferner  das  Integral  11  in  den  beiden  Fällen,  mau  mag  die  Function  q>{\^  m,  n) 
oder  F(x,  m  +  Dm,  n  +  Dn)  an  die  Stelle  des  y  einsetzen,  den  nemlichen  Werth 
bekommen  soll;  so  muss  auch  noch  folgende  Gleichung  bestehen 

JHi  na 

g"(x,  (fix,  m,  nj)  .  dx  =  I     8"(x,  F(x,  m  H-  Dm,  n  4-  Dm)  •  dx 
a  Ja 

Wenn  man  nun  an  die  Stelle  von  F(i,  m  +  Dm,  n  +  Dn)  die  ganz  gleichbedeutende 
Reihe  VO  einsetzt;  so  gehen  die  Gleichungen  X  und  XI  bezuglich  über  in 

XII)     1      g'(x,  «3o(x,  m,  0))  •  dx  Ä  f  g'(x,  g)(x,  m,  n))  .  dx  4-  X  .  |     ^  •  \^)y  •  <lx 


a 
und 


ä  •  r(^  • ''"  -  f  ••*'■)  ■  - 


g''(i,  <p(T,  m,  m)  •  dl  =  I     9''(x,  (p(t,  m,  m)  «dx 
a  Ja 

Da  aber,  eben  weil  bei  Untersuchungen  über  das  Grösste  und  Kleinste  der  Werth  der 
Funcllon  F(x,  m  +  Dm,  n  +  Dn)  dem  Werthe  der  Function  <;p(x,  m,  n)  nächstan- 
liegeo  muss,  das  x  entweder  als  positiv  oder  als  negativ  im  Momente  des  Verschwindens 
befindlich  ist;  so  können  die  beiden  letzteren  Gleichungen  nur  wahr  sein,  wenn  einzeln 
stattfindet : 


XIV)   j^M:.,<,,y.dx-0 


XVI)  £"(^  •  .a?y  +  ^  .  ,a,y»)  •  d.  «  0 

XVII)  (""(-^  •  .«/"y  +  ^  •  <*y^)  •  dx  =  0 

etc.  etc. 
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Fulirl  man  in  Gleichung  XIV  aod  XVrör^iV  seinen  (in  VIII  anfgeselilen)  Ausdruck  eio, 
so  beliommt  man  bezüglich 

XVIII)  J^M:.  (ay  +  :^.^„.  +  ^.^).d.  =  o 

Man  bringe  die  beiden  Elemente  ^m  und  i9n ,  weil  die  InlegraÜon  von  ihnen  unabhängig 
ist,  ausserhalb  des  Integralzeichens;  so  gehen  die  beiden  letzleren  Gleichungen  bezüg- 
lich Ober  in 

„,j;m..,....(j;m.m..).^ 

■  _ 

1)  Wenn  man  für  dy  eine  ganz  beliebige  Function  von  x,  m,  n  nimmt,  so  erge- 
ben sich  aus  beiden  letzteren  Gleichungen  die  dem  jedesmaligen  dy  entsprechendeo 
Werthe  des  i^m  und  des  ^n. 

2)  Man  kann  auch  in  den  Gleichungen  XVI  und  XVll  die  Elemente  i^m,  «?n,  i9^m 
und  t^'n  ausserhalb  des  Integralzeichens  setzen ,  well  auch  hier  die  Integration  von  diesen 
Elementen  unabhängig  ist.  Nun  muss  man  jene  beliebige  Function  von  x,  m,  n,  welche 
man  an  die  Stelle  des  dy  in  XX  und  XXI  eingesetzt  hat,  auch  in  XYI  und  XVII  ein- 
setzen; und  wenn  man  hierauf  auch  fttr  ^  eine  ganz  beliebige  Function  Ton  x,  m,  n 
in  XVI  und  XVII  einsetzt,  so  ergeben  sich  die  entsprechenden  Werthe  von  i^m  und 
i^^n,  da  ja  die  Werthe  von  i9m  und  i9n  schon  bestimmt  sind. 

Und  so  fort. 

Substituirt  man  die  Reihe  VII  in  Gleichung  III  an  die  Stelle  des  y,  so  bekommt 
man  nach  und  nach 

«■■),,,■  =J7  (f. a,  +  t'.^.^.ö.^. «.).,. 
XXIII)  A^ü  -  J"(^  •  A^y  +  -^  •  Ay')  •  d« 

etc.  etc. 
wo  (d^y  und  id?y  die  in  VIII  und  IX  gegebene  Bedeutung  haben.    Es  kommt  nun  dar- 
auf an,  dass  man  die  (dem  Werthe  nach)  abhängigen  Elemente  ^m,  i9n,  t9%n,  i9%i  ans 
den  Gleichungen  XXII  und  XXIII  eliminire;   und  lu  diesem  Ende  gebe  man  der  Glei- 
chung XXII  folgende  Form: 

XXIV)  Aü=£'^^.^ydx-H(p^.^.d.).^ 


-+- 


(r^-^-)- 


Wenn  man  nun  die  für  y  gewählte  Function  q)(x,  m,  n)  an  die  Stelle  des  y  einsetzt. 
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80   bekommeu    die   sechs   Integrale    C  ^   •    ^    -    dx.     C^  ^   .    ^  .    dx, 

Ja  ^y       d™  Ja   ^y      <*" 

r^.^.dx,  fMü.^.dx,  fiX.^.,,,  fi^.i^.d. 

Ja     <*y  *n  Ja     ^y         <*»  Ja   «'y       ^™  Ja   <*y       ^n 

Werthe,  welche  nach  x  constant  sind.    Man  bezeichne  sie  bezüglich  mit  A^  BS  A", 
B'S  A''',  B'";  und  die  Gleichungen  XX,  XXI,  XXIY  gehen  bezüglich  über  in 


j: 
f. 


^ .  dv  •  dx  -h  A'  .  t?m  -h  B'  .  .9n  =  0 

a  <«y 


^^  .  <Jy  .  dx  -H  A'' .  ^m  H-  B"  .  i?n  =r  0 

(a,ü  =  I     ^  •  <Jy  •  dx  -h  A'"  .  «^m  H-  B"'  •  .9u 
Eliminirl  man  wirklich  i^m  ond  ^a  aus  dieser  letzten  Gleichung,  so  gehl  sie  über  in 

A'^'  .  B"  —  A"  .  B'''       f«  d.r     ,      ^ 
-  "A^B-'^-X-  .B'     '  J,  "dT  •  ^^  '  ^* 

Setzt  man    aber  zur  AbkQrzang  K  statt  —       ..    ^,. Vn — st-     ""d    '-   »*aW 

A'"  •  B'—  A'  •  B"' 

-rj — 57. T7i — ö;  *'  SO  geht  letztere  Gleichung  Ober  in 

A    •  11      —  A     •  D 

Weil  aber  die  beiden  Ausdrücke  K  und  L  nach  x  constant  sind ,  so  kann  man  sie  auch 
unterhalb  des  Integralzeichens  setzen;  und  so  nimmt  letztere  Gleichung  folgende  Form  an: 

Soll  nun  (^U  »  0  werden,  so  findet  folgende  identische  Gleichung  statt 

XXVI)    ?ty  -^.  K  .  M!  ^-  L  .  Ml  =  0 
^     dy  dy  dy 

Daraus  folgt  durch  algebraische  Absonderung 

XXVII)    y  »  ((x,  R,  L) 

Man  kann  jetzt  n  statt  L  oder  statt  irgend  eines  aus  L  gebildeten  Ausdruckes  setzen; 
ebenso  kann  man  m  statt  R  oder  statt  irgend  eines  aus  R  gebildeten  Ausdruckes  setzen. 
Man  hat  dann 

XXVm)    y  =  (p(x,  m,  n) 

Zu  ganz  gleichen  Resnltaten  kann  man  auf  folgendem  kürzerem  Wege  gelangen.  Man 
multlplicire  Gleichung  XVIII  mit  einem  (vorerst  noch  unbekannten,  jedenfalls  aber) 
nach  X  constanten  Ausdrucke  R;  so  ist  auch  noch 

Man  multipiicire  ebenso  Gleichung  XIX  mit  einem  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls 
aber)  nach  x  constanten  Ausdrucke  L;  so  ist  auch  noch 
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Diese  beiden  Predacte  kann  man  tu  XXII  addirea,  ohne  dass  (df]  sich  im  Geringsten 
ändert,  d.  h.  es  ist  noch  vollkommen  genau 


a 
4-  K. 


Aber  eben  weil  K  and  L  nach  z  constant  sind,  so  kann  man  diese  Ausdräcke  auch 
innerhalb  des  Inlegralzeichens  bringen;  and  letztere  Gleichung  geht  über  in 

\dy  dy  dy    /       dm 

Die  dem  Werthe  nach  abhiogigen  Elemente  i9m  and  «9n  können  nan  wegfallen,  wenn 
entweder  gleichzeitig  folgende  zwei  identische  Gleichungen  stattfinden: 

XXX)     -^  =  0,  und   XXXI)    ^  —  0 

oder  wenn  die  einzige  identische  Gleichung,  stattfindet : 

XXXH)    ^  H-  K  .  ^  -H  L  .  ^  =  0 

^     dy  dy  dy 

und  in  beiden  Fällen  zieht  sich  Gleichung  XXIX  zurück  aaf 

d  y  d  V 

f )    Man  sehe  zu ,  ob  gleichzeitig  die  beiden  Gleichungen  -^  =  0  und  -p  «  0 

d  V 
stattfinden.    Aus  der  Partialdifflsrentialgleichwig  -p^  =  0  folgt  y  »  x(x«  n)>  d.  h. 

eine  ganz  willk&rliche  Function  von  x  und  n;  und  daraus  folgt  -j^  =    "  \  "         Weil 

aber  auch  Gleichung  XXXI  erfüllt  werden  muss ,  so  muss    "^  .  ' —  =  0  sein.   Es  kann 

an 

also  nur  y  =  x(x)f  d.  h.  y  kann  nur  eine  willkürliche  Function  von  x  sein,  und  darf 

weder  ra  noch  n  enthalten,  wenn  sie  den  beiden  Gleichungen  XXX  und  XXXI  zugleich 

genfigen  soll.    Da  aber  die  ganze  Untersuchung  darauf  begrfindef  ist,  dass  in  der  ffir  y 

gesachten  Function  die  beiden  Gonstanten  m  und  n  «rleichzeitlg  enthalten  seien;  so  darf 

d  V  d  V 

weder  ~-  =  0  noch   -^  =  0  gesetzt  werden, 
dm  dn 

2)    Es  bleibt   also   nur  übrig,  die  Gleichung  XXXII  stattfinden  zu  lassen.     Dabei 

fallt  auch  der  zu  ^y  gehörige  Factor  weg,  und  (d^l]  wird  zu  Null.    Gleichung  XXXII 

ist  aber  die  nemliche,   wie  XXVI:   und  man  bekommt  wieder  y  =  f(x,  K,  L)  oder 

y  —  f/?(x,  m,  n). 
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Wenn  Don  die  lolegrale  1  «md  li  bexügHeh  die  bMümmC  TorgeschriebeDeD  Werlhe 
(T  und  h  haben  solIeD,  so  lassen  sich  die  Genstanten  m  and  n  ans  den  Glekliuegen 


f. 


cc 

9'(k,  <p{}L,  m,  n))-  dl  SS  g 
a 


g"(i:,  ^x,  m,  n))  -  dx  «»  h 
a 

bestimmen.*  Ist  aber  nar  der  Werth  eines  dieser  Integrale  vorgeschrieben,  so  mass 
noch  irgend  eine  andere  Bedingung  gegeben  sein;  widrIgenfaUs  bleibt  einer  der  beiden 
Gonstanten  m  ond  n  wiilkttrlich.  Ist  aber  der  Wertb  von  keinem  dieser  beiden  Inte^ 
graie  vorgeschrieben,  so  mOssen  irgend  zwei  Bedingungen  gegeben  sein,  wenn  alle  bei* 
den  Constanten  m  and  n  bestimmt  werden  sollen. 

Man  maltiplicire  nun  die  Gleichangen  XVI   and  XVII   beztiglicb  mit  den  bereits 
angewendeten  (von  x  unabhängigen)  Ausdrücken  K  und  L,  so  ist  auch  noch 

i2( 


•"  T(^  • ''""^ ""  ^  •  ■'•''1  "* = " 


und 


m 


4*  ^^9»* 


d'J» 


dy2        '^  / 


Diese  beiden  Producte  kann  man  zu  Gleichung  XXIII  addiren,  ohne  dass  fi?\l  sich  im 
Geringsten  ändert.  Man  vollziehe  die  Addition,  bringe  die  (nach  z  constanten)  Aus- 
drucke K  und  L  unter  das  Integralzeichen,  und  beachte  Gleichung  XXXII ,*  so  be- 
kommt man 

Man  hätte  nun  noch  die  abhängigen  Elemente  ^m  und  dn  zu  eliminiren,  was  mittelst 
der  Gleichungen  XX  und  XXI  geschieht;  allein  man  erkennt  gradezu,  dass  dieses  nicht 
mehr  nöthig  ist,  sondern  dass  es  von  dem  Factor 

d^V  d^8'  dj»" 

dy2    ^  dy2    ^  dy^ 

abbangt,  ob  ein  Maximum-stand  oder  Miaimum-stand  oder  keiner  von  diesen  beiden 
Zustanden  stattfinde. 


Untersuchung  68. 

Es  seien  %\\^  y,  ~|  und  V  zwei  mit  den  Elementen  x,  y  und  -p  gebildete  Aus- 
drucke. Man  sucht  aus  allen  jenen  Functionen  y  von  i,  bei  welchen  das  zwischen  den 
bestimmten  Granzen  i  ==  a  und  i  =»  a  erstreckte  Integral 


»>  JT^'^'^'d-i)-* 


einerlei   (entweder  einen  gegebenen  oder  nichtgeg ebenen)  Werth  bekommt,  diejenige 
heraus,  von  welcher  das  zwischen  den  nemlichen  Gränzen  erstreckte  Integral 


H) 


U  =  f"  V  .  dx 


zu  einem  Maximum-Stande  oder  Minimum-stande  gemacht  wird. 

(Man  vergleiche  den  ersten  theoretischen  Nachtrag  am  Bade  des  zweiten  Bandes.) 
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« 

g.  267.  Man  aehme  for  y  irgend  eine  Funclioo  q>(x,  m),  in  welcher  ein  willk&r- 
liclier  Gonstanter  m  vorkommt,  der  in  dem  Falle,  wo  das  Integral  I  einen  bestimmt 
vorgeschriebenen  Werth  g  bekommen  soll,  so  eingerichtet  werden  kann,  dass  dieser 
Vorschrift  genögt  wird;  ond  wenn  man  die  Function  qp(x,  m)  an  die  Stelle  des  y,  also 

— ^ — -  an  die  Stelle  des  ^  in  Gleichong  II  einführt,  so  bekommt  man  Tür  U  einen 

aus  a  und  a  gebildeten  Ausdruck,  welcher  dargestellt  sein  mag  durch 

III)    ü'  =  xpia)  —  v(a) 

Man  nehme  noch  irgend  eine  andere  Function  F(x,  m  +  Dm),  wo  der  willkürliche 
Gonstante  (m  +  Dm)  vorkommt,  und  wo  die  Differenz  Dm  so  eingerichtet  werden  kann, 
dass  durch  F(x,  m  +  Dm)  das  Integrel  I  denselben  Werth  bekommt,  wie  durch 
43p(x,  m).    Man  verwandle  F(x,  m  +  Dm)  in  die  Reihe 

IV)    F(x,  m  H-  Dm)  =  cp(x ,  m)  +  x  •  (^)y  4-  --  .  ^^?y  H-  -—  •  ^^i^  -h 


Daraus  folgt,  wenn  man  nach  allem  x  differentiirt, 

dF(x,  m  -H  Dm)  _  dy(x,  m)  ^  ^    d^y   ^  ^      d(<?)8y   ^  j€^      dkd^ 
^  dx  dx  dx  1.2         dx  1.2.3        dx 

Hier  ist  bekanntlich 

VI)    ,d)y  =  (Jy  -j.  -^  .  ^m 

VU)     ,a^y  =  asy  +  M  .^„  +  2.^   .   Jm  +  ^  .  tf„2 

etc.  etc. 
und  weil  m,  i9m,  <^m  von  x  unabhängig  sind,    so  folgt  aus  den  beiden  letzten  Glei- 
chungen 

^      dx  dx         dx.dm 

'^       dx  dx         dx.dm  dx.dm  dx.dnp 

etc.  etc. 
Wenn  nun  das  Integral  I  in  den  beiden  Fällen,  man  mag  <y>(x,  m)  oder  F(x,  m  +  Dm) 
an  die  Stelle  des  y  hetzen,    den  neralichen  Werth  bekommen  soll;    so  muss  folgende 
Gleichung  bestehen 

X)  £%{.,  <K^,  m),  ^2^>)  .  dx  -J^  8(x.  F(x,  m-HDm).  ^_!OLi|_t«HO) .  d. 

Wenn  man  statt  F(x ,  m  4-  Dm)  und  — ^^*  °! ^  bezuglich  die  gleichbedeutenden 

Reihen  IV  und  V  einsetzt,  so  geht  Gleichung  X  Ober  in 

XI)  £ s(.,  ^., .),  ä2%^) . d.  =£■?(..  ^.. »).  ü%=*)  •  d. 

4- 

Hier  hat  man  die   (in   den  Gleichungen   VI  — IX    aufgestellten)   Ausdrücke   für  (dyy. 


\-  X 
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^-V^f  K^?y  *     li      eiDZQsetzeD.  Da  aber,  eben  weil  bei  UnlersQchuogen  über  das  Grössle 

und  Kleinste  der  Werth  der  Fanclion  F(ie,  m  +  Dm)  dem  Werthe  der  Function 
(p{\,  m)  nächstanliegen  moss,  das  x  entweder  als  positiv  oder  als  negativ  im  Momente 
des  Verschwindens  befindlich  ist;  so  kann  letztere  Gleichong  nur  wahr  sein,  wenn  ein- 
zeln stattGndet 


,„.,r(||-.^>^-'-^-f-*,.--3^-.» 


a 

i2 


dx 


-^•(^r)--» 


etc.  etc. 

Substitairt  man   die   Reihen  IV   and  V   bezüglich   an  die   Stelle  des  y  und   des 

<lv 

Y  in  Gleichung  11*  so  bekommt  man  nach  und  nach 

x,v,  ^u = j;(y . ,«, .^.^).. 


V 


■(=^)')-'" 


dp2 

etc.  etc. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  dass  man  die  dem  Werthe  nach  abhängigen  Elemente 
dm  und  ^m  aus  XIV  und  XV  eltminire.  Dazu  soll  aber  für  jetzt  nur  die  Multiplica- 
torenmethode  gewählt  werden,  weil  sie,  wie  man  in  den  zwei  vorigen  Untersuchungen 
zur  Genöge  ersehen  hat,  sehr  bedeutende  Bequemlichkeiten  bietet.  Man  multiplicire 
also  auch  diesmal  die  Gleichung  XII  mit  einem  (vorerst  unbekannten,  aber  jedenfalls) 
nach  X  constanten  Ausdrucke  K,  so  ist  auch  noch 

Dieses  Product  kann  man  zu  XIV  addiren ,  ohne  dass  fi^  sich  im  Geringsten  ändert. 
Vollzieht  man  die  Addition,  und  bringt  man  den  nach  \  constanten  Ausdruck  R  unter 
das  Integralzeichen;  so  ist  noch  vollkommen  genau 

Formt  man  jetzt  um,  so  bekommt  man  zunächst 

Setzt  man  aber  statt  (^y  seinen  Ausdruck  hier  ein,  so  bekommt  man 
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S*  268.  Man  lasse  hier  zonächsl  das  anter  dem  Integralzeichen  befindliclie  i9iii 
wegfallen.  Dieses  geschieht,  wenn  eine  von  folgenden  zwei  identischen  Gleich ongen 
stattfindet,  d.  h.  wenn  entweder 

XIX)    ^  =  0 

oder  wenn 

d  V 
ist    Nnn  ist  schon  (aas  $.  265)  bekannt,  dass  -~^  »  0  verworfen  werden  moss,    nnd 

dass  man  nur  Gleichang  XX  gelten  lassen  darf.    Dabei  ffillt  auch  der  zu  ^y  gehörige 
Factor  weg,  und  Gleichang  XYIII  redacirt  sich  auf 


Int^;rirt  man  Glaiehang  XX,  so  bekommt  man  för  y  eine  Fanotiott  von  x,  welche  ausser 
K  noch  zwei  andere  willkitrliche  GoBstanlen  A  and  B  enthält,  d.  h.  num  bekommt 

XXII)    y  ==  Itx,  K,  A,  B) 

and  man  kann  jetzt  m  statt  K  oder  statt  eines  ans  K  gebildeteD  Aosdmckes  setaen,  so 
dass  man  dann 

XXXin)    y  =  <p(x,  m,  A,  B) 
bekommt  Damit  aber  fi)V  vollkommen  za  Nail  werde,  moss  noch  die  Gränzengleichong 

stattfinden,  welche  bei  Bestimmung  der  Gonslanten  mit  benfitzt  werden  mass.  Man 
maltiplicire  nun  Gleichang  Xlll  mit  dem  hereila  angewendeteo  Awdmcke  K,  so  ist 
auch  noch 


"■rfe'-«-^'^*^'-*'--"-^-* 


dz 


dj8 


m) — 


dp2 

Dieses  Prodnct  kann  man  zu  XV  addiren,  ohne  dass  fSfU  sich  im  Geringsten  ändert 
Man  vollziehe  die  Addition,  bringe  den  (nach  x  constanten)  Ansdrook  R  unter  das  In- 
tegralzeichen, ordne,  forme  um,   und  berücksichtige  Gleichung  XX;  so  bekommt  mao 
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Ja  L\dy«  ^  "^     d,«/     "'^  \dy.dp  ^  *     dy.dp/    """^      di 


(f-4T(^n- 


Hier  hat  man  noch  statt  (d)y,  (d)>y  aud   -^'^   die  Aosditkcke  eiozosetzen,  welclie  sich  in 

den  Gleichungen  VI,  VII  und  VIU  befinden  etc.  etc.    Allein  da  man  (nach  §.  230)  der 
Gleichung  XW  ohne  Weilers  folgende  Fonn 


geben  kanu;  so  erkMmt  matt,  dass  man  weiter  nichts  so  thtin  hat,   als  den  Factor 

dp«  "^  dp2 

ztt  imterftttcheii,  um  beorlhellen  zu  können,  ob  ein  Mnimam-sfand  odef  Hffrimom-sland 
stattfindet.  Hinsichtlich  der  GrSnzengleichung  XXIT  sollen  (blgende  fCknf  Ffffle  unter- 
schieden werden. 

Erster  Fall.  Wenn  zwischen  y«  und  y^,  also  auch  zwischen  den  dazugfihörigen 
Mutaticnscoeffcieviten  gar  keine  Abhängigkeit  statiflndef;  so  sind  (^)y«  und  (^)ya  >  wenn 
sie  gleich  einerlei  Form  hab^n,  doch  dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig  ▼oneinander. 
Dasselbe  gilt  zwischen  fi^y^  und  id^y^^  etc.  Die  Gleichung  XXIV  zertSIll  also  In  fol- 
gende zwei  einzelne 

Mittelst  dieser  zwei  Gleichungen  kann  man  die  beiden  durch  die  Integration  eingegan* 
genen  Gonatanten  A  und  B  bestimmen.    Wenn  ausserdem  noch  das  Integral  I  den  fesf 

vorgeschriebenen  Werth  g  haben  soll,  so  dient  die  Gleichung  I     Sfi,  y,  ^1  -  diL=sg 

zur  Bestimmung  des  schon  ursprünglich  vorhandenen  Gonstanten  m;  wenn  aber  das  In- 
tegral I  keinen  fest  vorgeschriebenen  Werlh  haben  soll,  so  muss  irgend  eine  andere 
Bedingung  gegeben  sein,  widrigenfalls  bleibt  der  Constante  m  willkörlich. 

Zweiter  Fall.  Wenn  zwischen  y,  und  y«  eine  Gleichung  xCy« «  ya)  "  ^  gegeben 
ist ,  dann  kann  man  aus  der  Grfinzengleichuog  entweder  (<))y«  oder  fi)ya  eliminiren.  Eli' 
minirt  man  z.  B.  (%.,  so  reducirt  sich  die  GrSnzenglelchung  attf  folgende  Form 

H  .  Aya  ^  0 

so  dass  H  =  0  ist;  und  diese  Gleichung,  verbunden  mit  x(y»t  ya)  =  ^>  reichen  hin 
zur  Bestinunong  der  beiden  durch  die  Integration  in  y  =  9>(x,  m,  A,  B)  eingegangenen 
Gonstanten  A  und  B.  ^ 

Dritter  FalL  Ist  vorgeschrieben,  dass  die  gesuchte  Function  y  »  «>(x,  m,  A,  B) 
nur  ans  der  Zahl  derer  herausgewählt  werden  darf,  welche  alle  bei  x  =  a  einerlei 
(entweder  einen  gegebenen  oder  nichfgegehenen)  Werth  ß  bekommen;  so  besteht  bei 
X  =  a  zwischen  der  gesuchten  und  allen  hier  zu  betrachtenden  Functionen  folgende 
Gleichung: 

y«  =  y«  -^  «  •  (<5»ya  -^  —  •  (^?ya  +  ;j;^  •  ^^)^ya  -^ 
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Diese  GleichvDg  soll  bei  dem  im  Momente  des  Verscbwindens  befindlichen  x  gelten, 
ist  also  nur  möglieb ,  wenn  einzeln  slattfindel  (d)ya  ==  0,  (^^y^  =  0  etc.  Diese  Glei- 
chungen sind  aber  gleichbedeotend  mit 

etc.  etc. 
Die  GrSnzengleichong  XXIV  reducirt  sich  also  jetzt  aaf 

(d  V  d  9r\ 

-Z-  -f.  K  •  -^1  =  0.    Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  einer  der  durch 

die  Integration  In  y  *»-  qp(x,  m,  A,  B)  eingegangenen  Constanten  A  and  B  bestimmen; 
and  wenn  bei  x  ^  a  die  gesuchte  Function  den  fest  gegebenen  Werth  ß  haben  soll, 
so  hat  man  noch  eine  zweite  Gleichung  ß  «»  9>(a,  m,  A,  B),  wodurch  sich  abermals 
einer  der  Constanten  A  und  B  bestimmen  lässt. 

Vierter  Fall.  Ist  vorgeschrieben,  dass  die  gesuchte  Function  y  =  9>(x,  m,  A,  B) 
nur  aus  der  Zahl  derer  herausgewählt  werde ,  welche  alle  bei  x  »  a  einerlei  (entweder 
einen  gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  b  bekommen;  so  iat  jetzt  Aj^  «■  0, 
^^fy^  •»  0,  etc.,  dagegen  Aja*  (ß^Ja^  ^^^-  werden  nicht  tu  Null.  Der  hiesige  Fall  wird 
also  nach  dem  Vorgange  des  vorigen  behandelt 

Fünfter  Fall.  Wenn  zwischen  y«  und  y4y  zwei  Gleichungen  gegeben  sind,  oder, 
was  dasselbe  ist,  wenn  die  Werthe  von  y.  und  y^  fest  vorgeschrieben  sind;  dann  be- 
stehen bei  X  =  a  und  bei  x  =  a  zwischen  der  gesuchten  und  allen  hier  zu  betradi- 
tenden  Functionen  folgende  zwei  Gleichungen: 

y«  =  y»  +  ^  •  Ay*  -^  ^  •  (^fy»  -^  :^^  •  (<5^.  h- 


y«  —  y«  -i-  >«  •  Aya  -♦-  ^  •  A*yo  -^  j^  •  A^a  ^- 


Da  diese  Gleichungen  bei  dem  im  Momente  des  Verscbwindens  befindlichen  x  gelten 
sollen,  so  sind  sie  nur  möglich,  wenn  einzeln  stattfindet  (^y.  =  0,  id)y„  a  0^ 
fSfy^  =  0,  i^a  ^  ^*  ®^^'    ^*®  Gränzengleichung  XXIV  fällt  also  jetzt  von  selbst  hinweg. 


Untersuchung  69. 

Es  seien  8'ix,  y,  ^|,  S''(x,  y,  ~|  und  V  drei  mit  den  Elementen  x,  y,  -^ 

gebildete  Ausdröcke.     Man  sucht  aus  allen  jenen  Functionen  y  von   x,  bei  welchen 
nicht  nur  das  bestimmte  Integral 

einerlei  (entweder  einen  gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth,   sondern  bei  wnlcfaen 
allen  auch  noch  das  bestimmte  Integral 


"^r*"^'''^'5i)"'« 


355 

eioerlei  (entweder  eioeo  gegebenen  oder  nicblgegebenen)  Werlh  bekommt,  diejenige 
heraus,  von  welcher  das  zwischen  denselben  Gränzen  erstreckte  Integral 

III)    ü  —  P  V  .  dx 

zu  einem  Maximom-stande  oder  Minimum^tande  gemacht  wird. 

(Man  vergleiche  den  ersten  theoretischen  Nachtrag  am  Ende  des  zweiten  Bandes.) 

$.  269.  Man  nehme  für  y  irgend  eine  Fanction  q>(x^  m,  n),  in  welcher  noch  zwei 
willktirliche  Gonstanten  m  nnd  n  vorkommen,  die  in  dem  Falle,  wo  die  l>eiden  Inte- 
grale I  und  II  bezüglich  die  bestimmt  vorgeschriebenen  Werthe  g  und  h  bekommen 
sollen,  so  eingerichtet  werden  können,  dass  dieser  VorschriA  genügt  wird;  und  wenn 
man  die  Function  9(1,  m,  n)  in  Gleichung  111  einsetzt,  so  bekommt  man  (Ür  U  einen 
aus  a  und  a  gebildeten  Ausdruck,  welcher  dargestellt  sein  mag  durch 

rV)     ü'  =  t^a)  —  V;(a) 

Man  nehme  noch  irgend  eine  andere  Function  F(x,  m  +  Dm,  n  +  Dn),  wo  die  will- 
körlichen  Gonstanten  (m  -f-  Dm)  und  (n  +  Dn)  vorkommen,  und  wo  die  Differenzen 
Dm  und  Dn  so  eingerichtet  werden  können,  dass  durch  die  Function  F(x,  m  -f-  Dm, 
D  +  Dn)  die  beiden  Integrale  I  und  II  bezüglich  dieselben  Werthe  bekommen,  wie 
doreh  die  Function  <]p(x,  m,  n). 

Man  verwandle  F(x,  m  +  Dm,  n  -h  Dn)  in  die  Reihe 


V) 

y  +  i^iy ' 

=  y  -1-  X 

•  (ß)y  H- 

x2 

1.2 

•(<Vy  -+■ 

x^ 
1.2. 

-  •  A'y 

-h   • 

Daraus  folgt  durch  Differentiation 

">s 

"*"    dx    "■ 

^y  ^ 

dx 

dx           1.2 

i^s?y 

dx 

+  - 

i 

x3 
1.2.3 

dx 

+ 

Hier  ist 

Ay  = 

dy  H- 

dm 

dm  + 

d„y 

dn 

•  Sü 

etc.  etc. 
Weil  aber  m  und  n  von  x  unabhängig  sind,  so  ist 

dx  dx         dx.dm  dx.dn 

etc.  etc. 
Man  erkennt  nun  schon,    dass  diese  Untersuchung  nicht  weiter  fortgeführt  zu  wer- 
den braucht,  indem  der  Weg  durch  die  drei  vorigen  Untersuchungen  hinlänglich  ange- 
bahnt ist  (man  sehe  die  Aufgaben  226,  227,  235,  241). 


Zur  Lösung  solcher  Probleme,  welche  sich  auf  die  vier  letzten  Untersuchungen  be- 
ziehen, hat  zuerst  Euler  eine  Methode  aufgestellt.  Sie  leidet  aber  an  zwei  wesentli- 
chen Gebrechen ,  wie  im  ersten  theoretischen  Nachtrage  (am  Ende  des  zweiten  Bandes) 
von  mir  nachgewiesen  ist 

Hierauf  hat  Lagrange  eine  andere  Methode  aufgestellt.  Sie  leidet  gleichfalls  an  ei- 
nem grossen  Gebrechen,  wie  ich  in  demselben  theoretischen  Nachtrage  nachgewiesen 
habe. 

Diese  Bemerkung  über  die  Euler'sche  und  Lagrange*sche  Methode  musste  hier  ge- 
macht werden ,  damit  man  nicht  Übersehe ,  wie  wichtig  meine  Idee  der  gemischten  Mu- 
tationen ist  In  dieser  Hinsicht  weise  ich  auch  noch  auf  g.  259 — 264  zurück,  und 
empfehle  namentlich  die  Aufgaben  178  und  179.  Man  wird  ohnewciters  erkennen,  welche 
Vorzüge  meine  ganz  durchgeführte  Auflösung  dieser  Aufgaben  vor  jenen  jedesmal  nur 
tbeilweise  ausgeführten  Auflösungen  hat,  die  man  anderwärts  findet. 


356 


Schluss. 


Es  ist  leicht,  einzusehen,  wie  sich  dergleichen  Untersuchungen,  die  auf  einfache 
Integrale  führen,  vervielfältigen  und  durchllihren  lassen.  Desshalb  soll  auch  ihre  Zahl 
nicht  vermehrt  werden. 

Nun  solKen  eigentlich  Booh  solche  Untenachungen  Mgen,  welche  aaf 

zweifache,  dreifache,  etc.  Integrale 

rühren.  Allein  nachdem  durch  alles  Vorhergehende  der  Weg  auch  hierzu  hinlängljch 
angebahnt  ist,  und  weil  die  betreffenden  Aufgaben  (248 — 283)  vollständig  werden  aos- 
gedlhrt  werden;  so  genügt  es,  dahin  zu  verweisen. 


Aufgaben 

für  die 
auf  die 

Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten 

uod  auf  die  andern  damit  zusammeDhangODden  Untersuchungen. 


BR8TB  iBTHIILIIllG. 

Aufgaben,  toekhe  auf  Amdrücke  führen,  die  wirkliche  Urfunctionen  sind. 


AuTga  be  1. 


Welehe  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinati^nsysteiD  bezogenen  ebenen 
Curven  hat  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Eigenschaft,  dass  sie  das  Product  der  zu  irgend 
einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  gehdrigen  Ordinate  und  dieser  am  die  Ordinate 
verminderten  Abscisse  grösser  oder  kleiner  macht,  als  es  bei  der  nemllchen  Abscisse 
alle  andern  der  gesuchten  Curve  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Naehbarcurven 
machen  können? 

Die  liier  gestellte  Aufgabe ,  welche  einen  Bf  arimum-stand  oder  Minimum-stand  sucht« 
tdhrt  auf  den  allgemeinen  Ausdruck 

1)    U  =  y.<i-y) 

wo  X  jede  belieliige  Absciise  uimI  y  &le  jedesmalige  Onfinate  der  gesuchten  €unre  ist. 
Die  OrdMMteD  alier  dev  Gurveii ,;  welche  der  gesnclHeii  Curve  Hi  jedem  Punkte  oieluit- 
anliegen,  werden  (nach  $.  60)  dargestellt  diireh 

U)     y  -f  X  .  ily  -^  ^  .  d»y  •+•  ^  .^  H- 

wo  X  der  Null  nächstanUegend ,  y  die  gesuchte  Function  von  x,  und  dy,  <$^y,  d^y  etc. 
ganz  willklirlielie  reelle  Funelionen  von  t  sind.    Aus  I  folgt  nun 

IIQ    W  =  (x  —  2y)  .  dy 

IV)    ^ü  =3  (x  ^  ^)  .  ^y  -  2  .  ay2 

Aus    ^  =a  0  folgt  1  -  2y  =  0.  d.  h.  es  ist 


V)    y  «  ^  .  X 


1 
2 


Die  gesuchte  Curve  ist  also  diejenige  Grade,  welche  tm  AufauKs- 
punkte  der  Coordinaten  die  Abscissenaxe  unter  einem  Winkel  schnei- 
det, dessen  goniometrische  Tangente  —  5. 

Da  sich  jetxt  Gleichung  IV  auf  d^V  =  —  2  *  <5y2  zurückzieht ,  somit  ä^U  bei  jeder 
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reellen  Fanction  von  i»  welche  man  fbr  dy  setzt,  und  bei  jedem  beliebigen  WerChe  des 
I  negativ  bleibt;  so  ist  U'  =  ? '  ^'  ®'<^  Maximam*8tand. 

Will  man  aber  das  PrüfangsmiUel  darcb  direcle  Reihenentwickelang  herstellen,   ss 
setze  man 

1 

I  •  x2  +  ^  an  die  Stelle  des  U 
and 

|5.x-4-x.*yH -d^H- •  ^  -*- I  oder  kurzweg  (g  •  x  -H  x  •  $  I  statt  y 

in  Gleichong  I  ein.    Dann  gibt  sich 

Redacirt  man  soviel  als  möglich;  so  bteibt  nur 
oder 

^  =  - »'  •  (*y  +  Ti  •  ^y  +  TT5  •  ^  + )' 

Hier  ist  JU  abermals  negativ,  und  somit  abermals  erwiesen,  dass  ein  Maximum-stand 

x^ 
Stattfindet.    Wenn  man  bei  ä^V  =  —  3  •  dys  den  weggelassenen  Factor  —  wieder  hin- 
zusetzt,  so  bekommt  man  genau  das  erste  Glied  der  zuletzt  auf  directem  Wege  her- 
gestellten Reihe. 


A  u  fga  be   2. 

Welche  unter  allen  auf  das  nemliche  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogenen 
ebenen  Curven  hat  in  sich  einen  bestimmten  Punkt,  der  so  gelegen  ist,  dass  das  Pro- 
duct  seiner  Ordinate  und  seiner  um  die  Ordinate  verminderten  Abscisse  nebst  dem  Pro- 
ducte  seiner  Abscisse  und  einer  um  diese  Abscisse  verminderten  consianten  Linie 
grösser  oder  kleiner  ist,  als  bei  allen  andern  näehstgelegeneo  Nachbarpunkten,  mögeo 
sie  sich  nun  in  der  gesuchten  Curve  oder  in  den  ihr  in  jedem  Punkte  nachstanfiegenden 
Nachbarcorven  befinden,  der  Fall  sein  kann? 

Diese  Aufgabe,  welche  einen  Maximumwerth  eines  Maximum-Standes  oder  einen 
Minimumwerth  eines  Minimum-standes  sucht,  filhrt  auf  den  allgemeinen  Ausdruck 

I)    ü  =  y.(x-^y)-^-x.(a-l) 

wo  X  jede  beliebige  Abacisse  und  y  die  jedesmalige  Ordinate  der  gesuchten  Gurve  isL 
Die  irgend  einem  beliebigen  Punkte  nächstgelegenen  (sowohl  in  der  gesuchten  als  io 
allen  nftcbstanliegenden  Nachbarcurven  befindlichen)  Nachbarpunkte  haben  die  Abscisse 
(x  +  Dx),  welche  man  (nach  g.  76  und  147)  auch  darstellen  kann  durch 


II)    X  -h  X  .  ^x  -4-    '^^   .  i>«x  -h  -^  .  i>^  H-  .  .  . 

'^                                           1.2                        1.2.3 

•    •    • 

und  die  Ordinate 

III)   y  H-  X  .  Ay  4-  ^  .  (iJ^y  4-  ^ .  A'y  +    • 

• 

wo,  wie  (aus  $.  77)  bekannt 

Ay  =»  «Jy  H-  j|  •  t9x 

35» 


^^y  _  a«y  +  a  .  g  .  ,?x  +  g  .  ^x«  +  g  .  ^x 


etc.  ete. 
i6l.    Da  aber  die  Werthänderoiig  des  x  gaoz  onabhängig  und  willkörlicb  ist;    so  wäre 
es  schon  hinreichend,   statt  der  Reihe  li  den  einfacheren  Aasdrack  x  +  x  •  ^x  zu 
setzen >  wobei  also  i^^x  =  0,  ^^  «b  0  etc.  etc.  ist.    Nimmt  man  aber  dennoch  die 
Reihe  II»  so  bekommt  man 

IV)    (^)ü  =  (x  ~  2y)  .  ^  +  ((x  -  2y)  .  j?  -h  y  -j.  a  -  2x)  .  t^x 

V)    (^nJ  =  (x  —  2y)  .  ^y  Mi-  ((x  —  2y)  .  g?  H-  y  -4-  a  —  2x)  .  ^x  -  2  .  dy2 

Setzt  man  (^U  =s  0,  d.  h.  sowohl  -^  »  0  als  auch  -p  =  0;  so  kekommt  man  zunächst 

die  identische  Gleichung 

VO    X  —  2y  =  0 
Daraus  gibt  sich 

vn)   y  =  ix 

.    Die  gesuchte  Gurve  ist  also  diejenige  Grade,   welche  im  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  die  Abscissenaxe  unter  einem  Winkel  schnei- 
det, dessen  goniometrische  Tangente  t=  -. 
Man  bekommt  auch  noch  die  nichtidentische  Gleichung 

(x-2y).jZ4.y4-a-2x  =  0 

welche  sich  aber  in  Folge  der  Gleichung  VI  zurückzieht  auf 

VIU)    y  4-  a  —  2x  =  0 

Ffihrt  man  fQr  y  den  Ausdruck  ein,  so  bekommt  man  a ^^  =  0,  woraus  x  ss  -5- 

folgf,  und  es  ist 

IX)      ü"   =  y 

Unler  diesen  Umstanden  redocirt  sich  Gleichung  V  auf 

X)    (^U  -  —  2  •  ^y»  -  I .  t?x« 

Dieser  Ausdruck  bleibt  unter  allen  Umständen  negativ ;  und  somit  findet  ein  Maximum- 
werth  eines  Maximum-Standes  statt.  Will  man  das  Pr&fungsmittel  durch  directe  Bei- 
henentwickelnng  herstellen,  so  setze  man 

(j  +  ^^>ll)  an  die  Stelle  des  U 

/a  x'  yt^  \  /a  \ 

I ö  -+-  X  •  fd)y  -f-  —  •  (<J)*y  H (dy^  -f- 1  oder  kurzweg  1 5  h-  x  •  /Tl  statt  y 

und 
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/?!  f.  ,.  .  ,9x  -h  —  .  ^jc  -h    —'  ^H  -h \  oder  kartwes  |  ^  -h  x  .  ^\  stall  i 

\  8  1.2  1.2.3  J  \  3  ^f 

in  Gleichang  i  ein.    Dann  bekomnU  man 

XI)   (z/*^  Ä  ^  X» .  ($^  --  u .  ^  M-  iP) 

i  dv        1     d^y  d^v  • 

Weil  aber  y  =  ö  •  x»  so  Ist  ~  «  5,  -5-7^  ^^  0,  -rA,  =s  0,  eie.;   ond  es  ißl  Dor 
^2  dx        2'  dx^  dx3 

j^,y  =  ay  -♦-  ^  .  ^1 ,  (<Vy  «=  <5«y  +  a  .  -ji  .  ^,1  -f-  -  .  ^,  etc.  Gleichong  XI  gehl  also 
über  in 

XII)    (J)V  -  -  x2  .  (^y«  4-  I .  ,^«)  -  x^  .  ( )  - 


wo  man  zugleich  nach  aafetelgenden  Potengeo  des  x  gtordoet  liat  Wenn  man  in  Glei- 

x^ 
chonff  X  den  weggelassenen  Factor  —  wieder  hinzusetzt ,    so  bekommt  man  genan  das 

1.2 

erste  Glied  der  in  XII  faingestelllen  Reibe.  Die  directe  ReibeA^ntwick^long  hat  also 
dasselbe  Prüfungsmittel  geliefert,  wie  der  gemischte  Mutationscoefßcient  der  zweiten 
Ordnung;  denn  das  snendlichkleiiie  (J)l]  ist  uater  allen  Umständen  negativ,  und  smmI 

^2 

ist  U"  =  -^  ein  Maximumwerth  eines  linimum-standes,  d.h.  die  Coordinateii  des  ge- 
fundenen Punktes  geben  dem  U  eineo  grösseren  W^rth ,  als  die  Coordinaten  der  nichst- 
gelegenen  (sowohl  in  der  gesuchten  Gurve,  als  auch  in  allen  nächstanliegendM  Nach- 
barcurven  befindlichen)  Nachbarpunkte. 


Aafgabe   8. 

Welche  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  CoordinaCeiiaystoBl  beioganeii  ebenen 
€nrven  hat  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Eigenschaft,  dass  sie  folgenden  von  den  Coordi- 
naten abhängigen  Ausdruck 

8 

I)    U  =  gx-h.i2  4-2y-4-3    Wb  •  (x  —  y)2 

bei  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  grösser  oder  kleiner  «acht,  als  ihn 
bei  der  nemlichen  Abscisse  alle  andern  der  gesuchten  Curven  in  jedem  Punkte  nächst- 
anliegenden Nachbarcarven  machen  können  r 

8 

Der  hier  vorgelegte  Ausdruek  M  iregei»  des  allgctmeineti  Radictis  If  a  •  (x  —  yy 

«in  dreifOrmiger.    Um  bequem  calculiren  zu  können ,  setze  man   [Wl)  •  a^  •  (x  —  y)^. 

3 

und  betrachte  nur  den  Factor    (yTT)   als  dreiförmig,    alles  Andere  aber    als  einförmig 

und  reell.    Statt  Gleichung  I  bekommt  man  also 

11)    U  —  gl  —  h.x?^2y-h3.  (Ifl)  .  a*  •  (x  -  y)» 
Durch  Mutiren  bekommt  man 

ni)    (Jü  --  2  .  (1  -    (!f?)  .  a^  .  (x  -  y)*^  «)  .  dy 

IV)     ^2ü-2.(l   -    (il)   ..».(1^   y)"i).^y^|.    {Sri)   .a'.(i-y)"^.ay2 

Um  nun  die  Aufgabe  weiter  durchführen  zu  können ,  bringe  man  sie  in  zwei  Abthei- 

3 

lungen,  wobei  man  dem  (Wl)  zuerst  seine  reelle  und  dann  seine  zwei  imaginären 
Formen  beilegt. 
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Kmie  IkhihMmm^ 

3 

Wenn  man  dtni  ()fT)  «teine  reelle  Form  beilegt,  so  gehen  die  Gleirhungen  II, 
III,  IV  über  in 

1  i 

V)     ü  =  «X  --  h  .  x»  4-  2y  -^  3  .  a*  .  (x  —  y)» 

VI)    du  =  2  .  (l  -  a»  •  (x  -  y)"  3  j  .  ^y 

VII)    <J2Ü  «  2  .  \1  -  a»  .  (x  -  y)    »/  •  (J^y  -  g  •  a«  •  (x  -  y)    »  .  dy^ 
Hier  moss.  wie  gesagt,  Alles  als  etndeotig  and  reell  betrachtet  werden. 

Erstens.      Aus  -^  =  0  folgt  1  —  a*  •  (x  —  y)     ''  «  0,   and  daraus  gibt  sich 

j 

VIII)     y  =  X  —  a 

Die  gesuchte  Curve  ist  also  eine  grade  Linie,  welche  bei  x  =  a  die 
Abscissenaxe  unter  einem  halben  rechten  Winkel  schneidet. 

Gleichong  V  geht  nun  &ber  in  U'  =  a  +  (2  -h  g)  •  x  —  h  •  x^.  Da  kein  Mu- 
lalioDscoeflicient  einen  andern  Factor  als  (x  —  y)  in  den  Nenner  bekommen  kann»  und 
y  =  X  —  a  ist;  so  kann  auch  kein  Mutationscoefficient  die  im  Calcul  unzulässige  Form 

-Q  annehmen,  und  die  f&r  JV  herzustellende  Reihe  läuft  nur  nach  ganzen  Potenzen 

des  X  fort.    Unter  diesen  Umständen  reducirt  sich  Gleichung  VII  auf  dH]  =  —  ^  •  Sy^, 

Das  dy^  ist  bei  jeder  für  dy  zu  nehmenden  reellen  Function  von  x  positiv ;  ist  nun  auch 
a  positiv,  so  ist  d^V  negativ,  und  U'  ein  Maximum-stand ;  ist  aber  a  negativ,  so  ist  ^J 
positiv,  und  U'  ein  Minimum-stand.  (Dabei  beachte  man  jedoch,  dass  in  der  Analysis 
jedesmal  p  >  q  ist,  sobald  die  Differenz  p  —  q  positiv  wird,  d.  h.  unter  negativen 
AusdrickeD  ist  derjenige  der  grßsste,  dessen  Werth  am  oAchsteD  bei  Null  liegt) 

Will  man  aber  das  Pr&fongamittel  dnrch  directe  RelhenentwickluBg  beratenen,  ao 
selze  man  (a  4-  (2  +  g)  •  x  —  h  •  x»  +  JU)  statt  U,  und  ((x  —  a)  -♦-  x  .  $)  statt  y 
in  GleiehoDg  V  ein.    Dann  gibt  sich 


•der  vielmehr 


Hier  ift  das  tneodlichkleine  JV  negativ,   wenn  a  positiv  ist,  und  dabei  flndet  ein  Ma- 
ximum-staDd  statt;  dagegen  ist  das  onendlichkieine //U  positiv,  wean  a  negativ  ist,  und 

dabei  findet  ein  Minimum-stand  statt     Wenn  man  bei  ^U  »  —  --  .  dy2  den  weggelas- 


X2 


senen  Faktor —  wieder  hinzusetzt,  so  bekommt  man  genau  das  erste  Glied  der  zuletzt 

auf  directem  Wege  hergestellten  Reihe. 

H  f  I       ai 
Zweitens.     Aus  -^  =  -^  folgt  x  —  y  =  0;  und  dabei  ist 

IX)    y«x 

46 
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Man  hat  also  jetzt  eine  grade  FJnie,  welche  im  Anfangspankte  der 
Goordination  die  Abscissenaxe  onler  eioem  halben  rechten  Winkel 
schneidet. 

Hier  ist  U'  =  (2  +  g)  •  x  —  h  •  x';  und  um  zu  untersuchen,  ob  ein  Maximum- 
stand  oder  Minimum-stand  oder  keiner  von  beiden  stattfinde,  setze  man  ((2  +  g)  •  x 
—  h  •  x^  +  JH)  statt  U,  und  (x  +  x  •  $)  statt  y  in  Gleichung  V  ein.  Dann  bekommt 
man  den  geschlossenen  Ausdruck 

12         8 


^ü 

= 

1 

3a« 

2 

.X» 

8 

.$3    + 

2.x 

oder  vielmehr 

JV 

1 
=  3a«. 

X»    . 

(»y  + 

X 

1.2 

.d2y    + 

x2 

1.2.3 

H-  2x 

•(<Jy 

■+■ 

X 

1.2 

.  ^y 

X« 
1.2.3 

.a3y 

^3y   -H 


I 


) 


Das  unendlichkleine  dV  hat  nun  mit  a  das  nemliche  Zeichen;  nnd  wenn  a  positiv  ist, 
so  ist  U'  ein  Minimum-stand;  wenn  aber  a  negativ  ist,  so  ist  U^  ein  Maximnm-stand. 
(Dabei  beachte  man  wieder,  dass  in  der  Analysis  jedesmal  p  >  q,  sobald  die  Differenz 
p  —  q  positiv  wird,  d.  h.' unter  negativen  Ausdrücken  ist  derjenige  der  grösste,  dessen 
Werth  am  nächsten  bei  Null  liegt.) 

Zweite  AktkeUwic. 

Man  kehre  wieder  zu  den  Gleichungen  II,  III,  IV  zurück,  und  lege  dem  iTl  seine 
beiden  imaginären  Formen  bei. 

Erstens.    Aus  ~-  =  0  würde  folgen 

3  1  1 

X)    1  -  (»fl)  .  a»  .  (x  -  y)    8=0 

1  13 

Diese  Gleichung  geht  geradezu  über  in  (x  —  y)^  =  a'  •  (ifT) ,  und  wenn  man  beider- 
seits auf  die  dritte  Potenz  erhebt,  so  ist  x  -—  y  =  a,  woraus  y  =  x  —  a  folgt.    Glei- 

3  11  8 

cbung  X  geht  also  über  in  1   —  (iTi]  •  a^  •  a     ^  .  q,  oder  I  ->  (Wi)  =  0.    Non 

3 

hat  (fTT)  nur  seine  beiden  imaginären  Formen,  somit  enthält  letztere  Gleichung  einen 
Widerspruch  mit  sich  selbst;  und  desshalb  kann  dieser  Fall  nicht  weiter  beachtet  werden. 

tfi  f  r  91 

Zweitens.     Aus  -p-  »  -^   folgt  wieder  die  reelle  Function  IX,  und  dabei  ist 

wieder  ü'  =  (2  -+-  g)  •  x  —  h  •  x».  Nun  führe  man  ((2  -h  gj  •  x  —  h  •  x«  H-  JV)  statt 
U,  und  (x  +  X  •  $)  statt  y  in  Gleichung  U  ein;  so  bekommt  man  den  geschlossenen 
Ausdruck 

3  ISS 

/AJ  =  3  .  (iTl)  .  a3  .  X«  .  $«  -f-  2  .  X  .  $ 

3_ 

Aber  eben,  weil  [Wi)  nur  seine  imaginären  Formen  repräsentirt ,  so  ist  ^  unter  al- 
len Umständen  imaginär;  und  der  aus  den  imaginären  Formen  der  Gleichung  I  herge- 
stellte reelle  Ausdruck  U'  ■»  (2  +  g)  •  x  — -  h  •  x^  ist  ein  Einzel-stand. 


Aufgabe  4. 

Welche  unter  allen  auf  das  nemliche  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogenen 
ebenen  Gnrven  hat  in  sich  einen  bestimmten  Punkt,  der  so  gelegen  ist,  dass  folgender 
von  den  Goordinaten  dieses  Punktes  abhängige  Ausdruck 
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l)    ü  =  g  .  X  —  h  .  x2  -h  2y  -h  3  .  !f  a  •  (x  -  y)2 

grosser  oder  kleioer  ist,  als  bei  alle^  BAchstgelegeneD  Naohbarpankteo,  mögen  sie  sidi 
nun  JD  der  gesachten  Gurve  oder  in  den  ihr  Überall  nächstanliegenden  Nachbarearven 
befinden,  der  Fall  sein  kann? 

3 

Der  hier  vorgelegte  Ausdruck  ist  wegen  des  allgemeinen  Radicals  If  a  •  (x  —  y)^ 

3  1  2 

ein  dreiförmiger.    Um  bequem  caiculiren  zu  können,  setze  man  (ifl)  •  a'  *  (^  —  y)'« 

3 

und  betrachte  nur  den  Factor  (WJ)  als  dreiförmig,  alles  andere  aber  als  einförmig 
ond  reell.    Statt  Gleichung  I  bekommt  man  also 

3  i'  1 

II)    U  =  g  .  X  —  h  .  x2  H-  2y  4-  3  .  (iTT) .  a»  .  (x  —  y)» 
Um  nun  die  Aufgabe  weiter  ^durchführen  zu  können ,  bringe  man  sie  in  zwei  Abtheilun- 

3 

gen ,  wobei  man  dem  (ifT)  zuerst  seine  reelle  und  dann  seine  zwei  imaginären  Formen 
beilegt 

Ernte  AktkeUwi«. 

3 

Wenn  man  dem  (ifT)  seine  reelle  Bedeutung  beilegt,  so  geht  Gleichung  II  ükber  in 

» 

1  i 

III)    ü  «  g  .  X  —  h  .  x2  H-  2y  4-  3  .  a^  .  (x  —  y)« 

wo  man  alles  als  einförmig  und  reell  zu  betrachten  hat.  Die  irgend  einem  beliebigen 
Punkte  nächstgelegenen  (sowohl  in  der  gesuchten  als  in  allen  nSchstanliegenden  Nach- 
barcurven  befindlichen)  Nachbarpunkte  haben  (wie  in  Aufgabe  2)  die  Abscisse 


IV)    X  -f-  X  .  i9x  -H  —  .  i9»x  H-  —  .  ^H 

^  t.2  1.2  3 


und  die  Ordinate 


3  1 

V)    y  -4-  5c .  (d)y  -H  ^  .  fi?y  -h  ^  •  (d?y 


Durch  gemischtes  Mutiren  bekommt  man 

VI)    Aü  ==  2  .  \1  -  a«  .  (x  —  y)"  »)  •  dy 

+  [2(1  -  a»  .  (x  -  y)"  »)  .  g  H-  g  -  2hx  H-  2  .  a^  .  (X  -  y)'  » J  .  i^x 

Erstens.    Setzfman  (d)U  =s  0,  d.  h.  sowohl  -p  =  0  als  auch  _  «  0;  so  hat 

man  zunächst  die  identische  Gleichung 

1  i 

VII)    1  —  a«  .  (x  —  y)    «  =  0 

Daraus  gibt  sieh 

VIU)    y  =  X  -  a 

Die  gesuchte  Gurve  ist  also  eine  grade  Linie,  welche  bei  x  =  a  die 
Abscissenaxe  unter  einem  halben  rechten  Winkel  schneidet. 
Man  bekommt  auch  noch  die  nichtidentische  Gleichung 

2  .  (1  -  a^  .  (x  -  y)~  «)  .  ^  H-  g  -  2hx  -+-  2 .  a«  .  (X  -  y)"  ^  «  0 
welche  sich  aber  in  Folge  der  Gleichung  VII  zurückzieht  auf 


3«4 


I  1 

IX)    g  «  2I11  -h  2  .  a^  .  (x  —  y)'  ^  —  0 


iDdem  mao  fiir  y  deo  Ausdruck  einseift,  bekommt  mao  g  >-  2lii  -^  2  =0,  woraa» 

g  ^  n  2  _L.  » Sah 

X  =  — ^r—  folgt;    uod  es  ist   ^c —  -  die  Ordinate  des  gesuchten   Puokles  der 

2n  sh 

gesuchten  Curve.    Ferner  ist 

X^    IT-  -  (2  -H  gy  -H  4ah 
^  4h 

Unter  diesen  Umständen  bekommt  man  für  den  gemischten  MotaCiooscoefficieoteu  der 
zweiten  Ordnung  nur 

XI)    td^U  =  —  ^  .  ^y2  -  Äh  .  1^x2 

und  man  unterscheide: 

1)  Wenn  a  und  h  zugleich  positiv  sind,  so  ist  (dfU  beständig  negativ,  und  somit 
U^'  ein  Maximumwerth  eines  Maxnnum-standes,  d.  h.  die  Coordiaaten  des  geAmdeoen 
Punktes  geben  dem  U  einen  grösseren  Werth ,  als  die  Goordinaten  aller  nächstgelegenen 
(sowohl  in  der  gefundenen  Curve  als  auch  in  den  ihr  nächstanliegenden  Nachbarcurveo 
befindlichen)  Nachharpunkte- 

2)  Wenn  a  und  h  zugleich  negativ  sind;  so  ist  f^'U  beständig  positiv,  und  somit 
ist  U''  ein  Minimumwerth  eines  Minimum-Standes,  d-  h.  die  Coordinaten  des  gefunde- 
nen Punktes  geben  dem  U  einen  kleineren  Werth,  als  die  Coordinaten  aller  nächstge- 
legenen (sowohl  in  der  gefundenen  Curve  als  auch  in  den  ihr  hächstanliegenden  Nach- 
barcurveo befindlichen)  Nachbarpunkte. 

3)  Wenn  a  positiv  uod  h  negativ  ist,  so  kann  von  einem  sicheren  Zeickenatande 
des  (d^V  keine  Rede  sein,  d.  h.  es  gibt  jetit  keine  befl.timate  Curve  mit  einem  be- 
stimmten Punkte,  dessen  Coordinaten  das  U  tu  einem  Maximumwerthe  eines  Maximum- 
Standes  oder  zu  einem  Minimnmwerthe  eines  Minimum-Standes  machen;  es  findet  aber 
ein  Maximum-Stand  statt,  welcher  seinen  kleinsten  bestimmten  Werth  erlangt  hat 

4)  Wenn  a  negativ  und  h  positiv  ist ,  so  kann  wieder  von  einem  sicheren  Zeichen- 
stande des  (djt^V  keine  Rede  sein,  etc.  etc.;  es  findet  aber  ein  Minimum-stand  statt, 
welcher  seinen  grössten  bestimmten  Wertii  erlangt  hat. 

Will  man  das  PrQfungsmittel  durch  directe  Reihenentwickelung  herstellen,  so 
fietze  man 

|(a  +  gy  -H  4ah  ^  ,^,j,  I  ^,^,,  ,, 

/'i-hg—Sah             ,          x»       ..     ,        \    .     ,               /ü-Hg-:iah  _\  ,  ,. 

1 ^^r— H  X  .  td)y  H •  ((5)2y  -I-  ...  I  oder  kurzweg  I  -  -^r -4-  x  •  /7l  statt  y 

und 

\    ^^  -I-  X  .  i?x  -h  -p^  •  i?2x  ^. I  oder  kurzweg  (     ^  ^  +  x  .  $|  statt  x 

in  Gleichung  111  überall  ein.    Dadurch  bekommt  man 

XII)    r^)U  =   -  h  .  x2 .  $2    .  2a  .  I  g  .  { ~  -  )  ^  6T9  •  V      --^--; 

I  »4>7       /x  .  JI  —  X  .  $  \*         1  ■  \''  7  '  10       l±:_li  "i^x  ^  $y  ~1 

"^  6  .  9  .  12      V"""^       a  /    ^  6  .  9  .  ra  .  15      \  ä  /    ^  J 

dv  d^y  d^v 

Weil  aber  v  ■=  x  —  a ,    so  ist  :i^  =  1 ,  -r-^  =»  0 ,  -j~  »  0 ,  etc.   Daher  wird  ,^»y  =  ^ v 

dx  dx2  dx^  ■' 

■i-  H ,  id)^y  —  <52y  -f  2  •  ~  •  .9x  -\-  ^Px ,  etc. ;  es  ist  also 
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XIII)    X  .  $  -  K  -•//  «=  -  X  .  ^y  —  ^   .  /a«y  -1^  2  .  ^  .  ^i\  — 

Gleichung  XII  gehl  also  über  in 

XIV)    f^/jü  =:  x2  .  /  -  j^  .  dy«  ^  h  .  t5>x2  \ 

wo  man  nach  aofsteigenden  Potenzen  des  x  geordnet  hat;  und  wenn  man  in  Gleichung 

XI  den  weggelassenen  Factor  —  wieder  hiniusetit,  so  bekommt  man  genau  das  erste 

1«  • 

Glied  der  Reihe  XIV.    Man  unterscheide  auch  jetit  die  vier  Fälle,  wie  nach  Glelchang 
XI,  nemlich: 

1)  Wenn  a  und  h  zugleich  positiv  sind,  so  ist  das  unendlichkleine  (i^)U  unter  allen 
Umständen  negativ,  etc. 

2)  Wenn  a  und  h  zugleich  negativ  sind,  so  ist  das  unendlichkleine  {J)V  anter  al- 
len Umständen  positiv,  etc. 

3)  Wenn  a  positiv  und  h  negativ  Ist,  so  kann  von  einem  sicheren  Zeichenstande 
des  unendlichkleinen  (^)U  keine  Rede  sein,  etc. 

4)  Wenn  a  negativ  und  h  positiv  ist,  so  kann  gleichfalls  von  einem  sicheren  Zei- 
chenstande des  unendlichkleinen  iJ)l]  keine  Rede  sein,  etc. 

Die  directe  Reihenentwicklung  hat  also  dasselbe  PrQfungsmittel  geliefert,  wie  der 
gemischte  Mutationscoefficient  der  zweiten  Ordnung. 

Zweitens.    Man  setze  -^  =  -tt^  ^o  hat  man  die  identische  Gleichung 

dy         0 

XV)    X  -  y  «  0 
und  daraus  folgt 

XVI)    y  sx  X 

Die  gesuchte  Gurve  ist  also  eine  grade  Linie,  welche  im  Anfangs- 
punkte der  Coordioaten  die  Abscissenaxe  unter  einem  halben  rechten 
Winkel  schneidet. 

dv 
Aus  y  =  X  folgt  jT  ^  ^  *  ^^^  ni9>)  bekommt 

^  =  2  .  (l  -  a»  .  (X  -  y)    »)  .  g  +  g  -  2hx  +  2a»  .  (X  -  y)"  ^ 

oder 

HIT  ^  -  ^  ^  '  - 

^  «  2  -  a  .  a^  .  (x  -  y)    «  4-  g  -  2hx  -h  2  .  a^  .  (x  -  y)    * 

oder 

^  =  2-Hg-2hx 

dU  ^  -H  ff 

Daher  erkennt  man,  dassnur^»»  =  0  gesetzt  werden  kann,  so  dat$!$  sich  x  »  — Qh~   ' 

2  -f-  ff  r2  4-  ff12 

y  =  -2h      ^^^  ^^"  "^       Z-   ergibt.    Zur  Prüfung  setze  man 


( 


^^  ^  ^^^  H-  iJ}V  )  Statt  V 


I  — ^  '^  -h  X  .  (d,y  4-  ~  .  ,^,2y  -h  j  oder  kurzweg  i^^  -f^  x  .  uj  statt  y 


und 
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|— ~-5  H-  X  .  ,>x  +  — '  ^»  + )  ^^^  kurzweg  |    j"  ^  H-  x  .  $ |  statt  x 

in  Gleichaog  Ifl  ein;  so  bekommt  man  den  geschlossenen  Aosdrack 

1  i 

(^)ü  —  —  h  .  X«  .  ^«  —  a  .  (x  .  y  —  X  .  H)  H-  3  •  a*  .  (x  .  5J  —  X    H)' 

Ordnet  man  anders,  so  bekommt  man 

1  1 

XVII)    (i/)U  =  3  •  a>  •  (x  .  $  —  X  .  17)^  —  2  •  (x  .  ^  -  x  .  JI)  —  h  .  x«  •  f>« 

Weil  aber  y  =  x,  so  ist  ^  =  1 ,  —^  —  0,  ^  =  0,  etc.  Daher  wird  (^)y  =  ^y  H-  «^i, 

dx  dx'  dx^  j        j  y 

idi^y  =  ^y  4-  2  .  j^  .  i?x  +  i^x,  etc.    Es  ist  also 

x.^p  —  xir  —  — x.dy-  ^  .  /^y4-2.^  .  i^xV- 

Man  erkennt  aber  schon,  dass  in  dieser  letzteren  Gleichung  kein  einziger  Theilsatz 
vorkommen  kann,  wo  irgend  einer  der  DifferenzcoefBcienten  «?x,  i^x,  etc.  filr  sich  al- 
lein vorkäme,  und  nicht  mit  irgend  einem  der  Motationscoefficienten  dy,  ^^y,  etc.  oder 
mit  einem  davon  abgeleiteten  Differentialquotienten  als  Factor  verbunden  wäre.  Glei- 
chung XVII  geht  nun  über  in 

XVIII    f^jü  =  3  .  a*  .  /-  X  .  ^y  -  ^  .  (^y  -h  2  .  ^  .  ,9x)  - V 

-2.(-x.ay-^.(^-K2.^y.^x)- ) 


-  h 


/                       X«  V 

•  I  X    •    t^X   -I 1?2X   -f- I 


Die  hieraus  noch  weiter  zu  entwickelnde  und  nach  aufsteigenden  Potenzen  des  x  zu 

1  1 

ordnende  Reihe  hat  den  Ausdruck  3  •  a'  •  (x  •  ^y)'  als  erstes  Glied,  wo  kein  Differenz- 

coeflicient  vorkommt ;  und  somit  ist  durch  dieses  erste  Glied  auch  nicht  das  Mittel  gebo- 
ten, den  gemischten  Zustand  beurtheilen  zu  können.  Man  wird  daher  den  primären 
Zustand  und  auch  den  secundären  Zustand  l&r  sich  untersuchen. 

Wenn  man  den  primären  Zustand  U'  »  (2  +  g)  •  x  —  h  •  x<  mit  seinen  nachstan- 
liegenden  primären  Nachbarzuständen  vergleicht,  so  bekommt  man 

^/ü  =r  3  •  a*  .  (x  .  dy  -i-  —'  ^y )'  -h  2(x  .  ^y  +  -^  .  ^y  -i- ) 

und  man  erkennt,  dass  ein  Minimum-stand  stattfindet,  wenn  a  positiv  ist,  und  dass  ein 
Maximum-Stand  stattfindet,  wenn  a  negativ  ist. 

1)    Wenn  a  positiv  Ist,  §o  macht  die  gefundene  Grade  bei  jeder  Absdsse,  also  auch 

bei  der  Abscisse  {  m.  ^  ^')  ^^  ^  kleiner,  als  es  alle  dieser  Graden  nächstanlie- 
genden Nachbarcurven  machen.    Dabei  geht  U'  ober  in 


oder  in 


rs  -4-  ffV 
ü''  -H  Du  «  ^    7i^^   -  h  •  Dx« 

4n 


ü"  -h  DU  =  ^-£-^'  -  h  .  (x  .  i9x  ■+-  Yl  •  ^»  •^" ) 


a)    Ist  nun  h  negativ,  so  erreicht  dieser  Minimum-stand  seinen  kleinsten  Werth« 
wenn  Dx  =:  O'q  p,  .  wenn  t9x  =:  0,  ^«x  »  0,  etc.  etc.;  und  man  erkennt,  dass  die 
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Coordinateo  des  gefundenen  Panktes  dem  U  einen  kleineren  Werth  geben,  als  die 
Goordinaten  aller  nächaCgelegenen  (sowohl  in  der  gesuchten  Carve  als  in  den  nichstan- 
liegenden  Nachbarcorven  befindlichen)  Nachbarpunkte.    Wenn  also  a  positiv  nnd  h  ne- 

gativ  ist,  so  ist  U'^  »  ^^ —     °^   ein  Minimnmwerth  eines  Minmum-standes. 

0)    Ist  aber  h  positiv,  so  erreicht  obiger  Minimnm-stand  seinen  grOssten  Werth, 

wenn  Dx  =  0,  d.  h.  wenn  i9x  =  0,  i^^x  »  0,  etc.  ist;  nnd  jetzt  ist  U''  =  ^    T^  ^^ 

4n 

ein  Mazimomwerth  eines  Minimum-Standes,  welcher  Znstand  jedoch  in  hiesiger  Aufgabe 

Dicht  gesucht  wird- 

3)    Wenn  a  negativ  ist,  so  macht  die  geftindene  Grade  bei  jeder  Abscisse,  also 

auch  hei  der  Abscisse  (~öh  ^  ^')  das  U  grösser,  als  es  alle  dieser  Graden  nächst- 
anliegenden Nachbarcurven  machen.    Dabei  geht  wieder  U'  Ober  in 

U'*  +  Du  =  ^^  Tu  ^^  -  h .  Dl« 

ih 

oder  in 

U''  4-  DU  =  ^'  ^  ^^^  __  h  .  (x  .  «9x  4-  ^  •  i?«x  4-  .  .  .  .  .  .? 

a)  Ist  nun  h  positiv ,  so  erreicht  dieser  Maximum-Stand  seinen  gr^^ssten  Werth , 
wenn  Dx  =  0,  d.  h.  wenn  ^x  :=  0,  ^H  =  0  etc.  ist;  und  man  erkennt,  dass  jetzt  die 
Goordinaten  der  gefhndenen  Punktes  dem  U  einen  grossem  Werth  geben«  als  die  Goor- 
dinaten  aller  nächstgelegenen  (sowohl  in  der  gesuchten  Gurve,  als  in  den  nächstanlie- 
ffenden  Nachbarcurven  befindlichen)  Nachbarpunkte.    Wenn  also  a  negativ  und  h  posi- 

tiv  ist,  so  ist  U''  s  ^ — A.  ^-  ein  Maximumwerth  eines  Maximnm-standes. 

ß}  Ist  aber  h  negativ*  so  erreicht  obiger  Mazimum-stand  seinen  kleinsten  Werth, 
wenn  Dx  »  0 ,  d.  h.  wenn  t^x  =:  0,  t^^x  =  0  etc.  ist ;  und  jetzt  ist  U''  ein  Minimum- 
werth  eines  Maximum-Standes,  welcher  Zustand  jedoch  in  der  hier  gestellten  Aufgabe 
nicht*  gesucht  wird. 

Die  nemlichen  Resultate  hätte  man  erhalten,  wenn  man  in  Gleichung  XVIII  zuerst 
i9x  =  0,  ^x  =  0  etc.  gesetzt  hätte;  denn  dabei  geht  Gleichung  XVIII  über  in 

XIX)    i/ü  «  3  •  a'  .  (x  •  ^y  4-  -^  •  a^y  4-  .  . )' 

r2 


4-  2  •  (x  .  ^y  4-  ^  •  a«y  4- ) 


Wenn  man  hierauf  die  Mutationscoefficienten  und  alle  davon  abgeleiteten  Differential« 
quotienten  verschwinden,  dagegen  die  Differenzcoetficienten  bestehen  lässt;  so  geht 
Gleichung  XVIII  aber  in 

XX)    DU  =  —  h  .  (x  .  ^x  4-  ^  •  t?2x  + f 

und  ans  XIX  und  XX  kann  man  entnehmen: 

C2  ^  ff)2 

1)  Wenn  a  positiv  und  h  negativ  ist,  so  ist  U''  -■  ^^^aü^^    «'"    Minimuinwerfh 

eines  Minimum-Standes. 

2)  Wenn  a  negativ  und  h  positiv  ist,  so  ist  ü"  «=  ^    ^^^-^    ein   Maximumwerth 

eines  Maximum-standes. 

(2  -f.  o)2 

3)  Wenn  a  und  h  zugleich  positiv  sind,  so  ist  U^'  =  \   ^^P^  ein  Maximumwerth 

eines  Minimum-Standes. 


t 
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%)    Wenn  a  and  h  zagleicb  oegali^  sind*  so  ist  1-"=:^: —       '    eto  Minimuuiwerlb 
eines  Masimoai-flaodeft. 


Mju  kehre  wieder  zo  Gleiehoog  llsaröck,  oad  lece  dem  ^iTl)  Mise  iinagiiiäreii 
Formen  bei.    Doreh  gemischtes  Moliren  bekommt  man 

-  li 

6y 


i  5  1  -  Iv 

XXO    Aü  =  2  .  U  -  (ifT)  .  •»  .  («  -  y)    »^  . 


[/  ^  i  -ii    dv  3  1  -11 

2.(|  _  (iri).a»     (x-y)   V- jl  ^-  If  -  'Ä^  -»-  «(»ril.a«    (i  -  y)   »J.^x 

Erstens.    Wurde  man  «^U  =  0,  d.  h.  sowohl  -^  =  0  als  aueh  ^=Osetxen, 
so  hätte  man  zunächst  die  identbclie  Gleichung 

3  1  1 

XXII)    I  -  (iT?)  .  a»  .  (x  —  y)"  »  =  O 

Daraus  würde  wieder ,  wie  in  der  zweiten  Abtheilung  der  Torigen  Aufgabe ,  y  «*  i  —  a 

s 
folgen,  so  dass  man  wieder  auf  den  Widerspruch  I  —  (ifl)  =  0  käme.   Dieser  Wider- 
spruch ist  atier  der  Grund  •  dass  man  den  hier  Torliegenden  FaH  nicht  weiter  tu  beach- 
ten braucht 

H  f  T  91 

Z wei tens«    Man  setze  -^  oi  -tti  so  hat  man  die  idenlisebe  Gleichmig  z  —  y =0, 

dy  0  -^         j        ' 

dy 
woraus  wieder  die  reeUe  FuBcüen  XV]  Ibigt    Dabei  isl  -p  »  I ,   «Bd  man  bekommt 

aus  Gleichung  XXI  jetzt 


dU 

"d 


Uf^l  -11  «1  -1 

-  =  2  •  ll  -  (ifT) .  a»  .  (i  -  y)    «J  H-  g  ~  2hl  -h  2 .  (iTT)  .  a»  .  (x  -  y)    » 


:^  =  2-hg-2hx 

Daran  erkennt  man,  dass  nur  — >    =   0   gesetzt   werden    kann,    und    man    l>ekommt 

2  -h  ff  2  +  ff  r2  -f-  tt^i^ 
^  "^    y  «      ^  ^  und  U*'  —  -  17 '^-  .    Das  PrOfungsmittel  wird  hergestellt. 


•2h     '  '  2h      —  ^  4h 

wie  in  der  ersten  Abtheilang  dieser  Aufgabe,  und  man  bekommt 

3          1  ^ 

XXifl)    \ä)\  =  3  .  (ifT)  .  a*  .  /-  X  .  ay  -  -2i  .  ^a^y  -h  2 .  ^  .  ,>x)  — \» 

_2.(-x.dy-^^.(^y^2.g^.^x)- ) 


—  h  .  I X  .  i9x  -H  —  •  t?2x  -f- I 


Aoeh  dieser  Ausdruck  hat  die  Eigenthümtichkeit,  dass  in  der  für  (^)U  noch  wei- 
ter zu  entwickelnden  und   nach  Potenzen  des  x  zu  ordnenden  Reihe  das  erste  Glied 

3  1  8 

31  •  (ifT]  •  a'  •  (x  •  6f^  kernen  Dliferenzcoefficienten  enthält  Verfährt  man  Obrigens 
ganz  wie  bei  der  ersten  Abtheilung,  so  kommt  man  zu  der  Erkenn tniss.  dass  ein  Ein- 
zelstand stattflndet;  und  wenn 

I)    h  positiT  ist,  so  ist  U''  =  ^^\^^  ^^  grOsste  bestimmte  Werth,  den  der 
hier  statlHndende  Einzelstand  erreichen  kann;  wenn  aber 
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(2  -H  bV 
2)    h  oegativ  ist,  so  ist  Ü"  =       aIt        ^^^  kleinste  bestimmte  Werlh,   den  der 

hier  stattfindende  Einzel^tand  erreichen  kann. 


A  ufga  be  5- 

Welche  Function  y  von  x  ist  so  beschaffen,   dass  darch  sie  bei  irgend  einem  nach 
Belieben  gewählten  Werthe  des  x  folgender  Ansdmck 

3        s 

I)    ü  =»  gx  -  lg  nal  hx  4-  2  •  (rSi-y-y^)* 

grösser  oder  kleiner  vird,  als  er  bei  dem  nemllchen  Werthe  des  x  von  allen  andern 
der  gesachten  Function  beständig  nächstanliegenden  Nachbarfanctionen  gemacht  iverden 
kann? 

Der  hier  vorgelegte  Ausdruck  ist  wegen  des  allgemeinen  Radicals  (if  2xy  —  y*)  ein 

3     ^  4 

dreiförmiger.    Um  bequem  caiculiren  zu  können,  setze  man  (iTT)    •  (2xy  —  y^',   und 

3     ^ 

betrachte  nur  den  Factor  (VTT)  als  dreiförmig,  alles  Andere  aber  als  einfSrmig  und 
reell.    Statt  Gleichung  I  bekommt  man  also 

Q  3  4 

II)    ü  «  gx  -  Ig  nat  hx  -h  2  .  (ifi)*  •  (2xy  -  y»)» 
Um  nun  die  Aufgabe  weiter  durchzufahren,  bringe  man  sie  in  zwei  Abtheilungen,  wo- 
bei man  dem  [WT)    zuerst  seine  reelle  und  dann  seine  zwei  imaginären  Formen  beilegt. 

3     ^ 

Wenn  man  dem  (ifT)    seine  reelle  Form  beilegt,  so  geht  11  über  in 


Daraus  folgt 


lU)    U  =  gx  -  Ig  nat  hx  +  I  .  (2xy  -  y^)« 

1  1 

IV)  au  =  ♦  .  (x  -  y)  .  y«  .  (2x  -  y)«  •  dy 

1  X 

V)  ^«ü  -  ♦  .  (x  -  y)  .  y»  .  (2x  -  y)«  .  ^y 

-+-  j  .  (3x«  -  lOxy  ■+•  5y«) .  y    «  .  (2x  —  y)    *  •  dy^ 

Hier  raoss,  wie  gesagt.  Alles  als  eindeutig  und  reell  betrachtet  werden.    Auch  erkennt 

man  an  Gleichung  IV,  dass  man  nur  -j-  =s  0  setzen  kann ;    und  daraus  folgt  entweder 

y  =  X,  oder  y  ■-  9x,  oder  y  =  0. 

1 
I)    Bei  y  =  x  ist  ^ßV  »  —  4  •  x^  •  dy'.  Da  nun  kein  Mutationscoefficient  den  Fac- 
tor (x  —  y)  in  den  Nenner  bekommen  kann ,  so  kann  auch  bei  der  jetzt  fiir  y  erlang- 
st 
ten  Fonction  kein  Mutationscoefficient  die  im  Galcul  unzulässige  Form  -jr- bekommen.  Die 

fOr  Jü  herzustellende  Reihe  läuft  also  nur  nach  ganzen  Potenzen  des  x  fort,  und  alle 

3      ^ 
Glieder  sind  reell.  Weil  d^U  jedenfalls  negativ  ist,  so  ist  U'  =  gx  +;  ^  •  x'  -  Ig  nat  hx 

ein  Maximum-stand. 

i7 
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2)    Bei  y  »  2s  ist  U^  =  gx  -  lg  nat  Iix.    Da  aber  jetzt  -^  » -g-  wird ,  so  mass 

man  für  JH  direct  eine  nach  Potenzen  des  x  aorsteigende  Reiiie  lierstellen.  Man  setze 
also  (gx  -  Ig  nat  hx  +  JU}  statt  U,  und  (2x  +  x  •  $)  statt  y  in  Gleichung  III  Qberall 
ein;  so  bekommt  man 

«1  i 

VI)    ^/ü  =  5  •  (-  5«  •  *)'  •  (2x  -H  X  .  ^)« 


so  dass  fOr  ein  im  Momente  des  Verschwindens  gedachtes  x  das  Jl]  positiv  ist,   also 
ein  Minimum-Stand  stattfindet. 

3)    Bei  y  "»  0,    d.  h.  wenn   y  eine  identische  Function  von  x  ist,    ist    wieder 

d^U        91 
U'  e.  gx  —  Ig  nat  hx.     Auch  ist  wieder  -^  =  -tt-,  und  man  bat  desshalb  wieder  d\} 

dierect  zu  entwickeln,  wobei  sich  ergibt 

«1  i 

VII)    ^^  =  5  .  (x  .  $)«  -  (2x  —  X  .  *)» 


so  dass  dieser  dritte  Fall  dieselben  Besoltate  liefert,  wie  der  vorhergehende. 

Swvite  AbtkeUwic. 

Man  kehre  wieder  zu  Gleichung  II  zurück ,  und  lege  dem  (ifT)    seine  beiden  imagi- 
nären Formen  bei.    Dabei  ist 

3     .  1  1 

VlIO    ^U  «  i  •  (ifl)'  •  (x  -  y)  •  y'  •  (2x  —  y)»  .  dy 

5       4  1  i 

IX)    ^«U  «  ♦ .  (ifl)    •  (x  -  y)  .  y»  .  (2x  -  y)»  •  d«y 

-H  g  •  (»TT)       (2x«  _  lOxy  4-  5y^  .  y    »  .  (2x  -  y)    '  .  dy« 

Aus  VIII  erkennt  man,  dass  man  nur  -r-   =  0  setzen  kann:    und    so    ist   entweder 

dy 

y  =  X ,  oder  y  =t  2x ,  oder  y  =s  0. 

38^8 

1)  Bei  y  =  X  ist  ü'  :=  gx  4-  5  .  (WT)    •  x*  —  Ig  nat  hx,  welcher  Ausdruck ,  eben 

3    ^ 
weil  (iTT)    nur  seine  imaginären  Formen  repräsentirt ,  nicht  weiter  zu  beachten  ist. 

2)  Beiy  =  2xi8tU'=gx  — Ignathx,  uod.^U»|.(lfT)  .(— x.^)«.(2x-l-x  .  ^)« 

Da  Jl]  unter  allen  Umständen  imaginär  ist,  so  ist  das  hiesige  U'  ein  Einzel-stand. 

3)  Bei  y  =  0,    d.  h.  wenn   y  eine  identische  Function   von   x    ist,    ist   wieder 

o       »    4  i  i 

11'  »  gx  —  Ig  nat  ht,  und  ^U  —  g  -  {WTj  (x  •  $)<(3x  --  x  •  $)3 .    Also  auch  dieses  V 

ist  ein  Einzel-stand. 


Aufgabe   6. 

Welche  Function  y  von  x  ist  so  beschaffen,  dass  durch  sie  bei  irgend  einem  nach 
Belieben  gewählten  Werihe  des  x  folgender  Ausdruck 

I)    lT«-b-hk*x  +  m-x'  +  (e-yH-g'  x«)* 

grösser  oder  kleiner  wird,  als  er  bei  dem  uemlichen  Werthe  des  x  von  allen  andern 
der  gesuchten  Function  beständig  nächstanliegenden  Nachbarfunctionen  gemacht  werden 
kann? 
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Durch  Mauren  bekomml  man 

II)    du  «  46  .  (ey  4-  g  •  x»)^  •  dy 

III)    a^U  =  4e  .  (ey  +  g  .  x^f  •  ^y  -h  12  •  e«  •  (ey  -H  g  •  i«)«  .  dy« 
Aas  -j-  =  0  folgt  die  identische  Gleichong  ey  +  g  •  x'  =  0,  und  sonach  ist 

IV)    y-~|.x2 

d^ü  d*U 

Da  aber  dabei  auch  -~-^  =  0  und  -pj  =  0,  dagegen  d^V  «  24 .  e*  •  dy^  ist,  and  un- 
ter allen  Umständen  positiv  bleibt;   so  ist  U'  =  h  +  kx  +  m  •  x'  ein  Minimum-stand. 


Aufgabe  7. 

Man  sucht  y  als  solche  Fonction  von  x,  dass  folgender  Ausdruck 

f)    ü  =  (15  .  g«  .  x2  —  15  •  g^J  •  X  4-  5  .  g«  .  y2  —  3  *  y^) .  y 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 
Darch  Mutiren  bekommt  man 

II)    aü  -  15  .  (gx  ^  yr)  .  (gx  -  g2  H-  y*)  •  dy 

11!)    a^ü  «  15  .  (gx  --  y2)  •  (gl  -  g2  -h  y.«)  •  ^y  H-  30  .  (g»  -  2y2)  •  y  •  ^y^ 

Aus  -p-  =  0  folgt  entweder  gx  —  y'  =  0  oder  gx  —  g*  4-  y*  =  0. 

A)  Ans  gx  — '  y2  =s  0  folgt  y^=sgx  oder  y  =  ifgx.  Man  erkennt  also,  dass  g 
und  X  einerlei  Zeichen  haben  müssen,  weil  sonst  ifgx  imaginär  wäre.  Hier  ist 
ü'  «  2  •  g2  .  X  .  (6x  —  5g)  •  If  gx  und  d«ü  =  30  •  g  •  (g  -  2x)  .  (fTgi)  -  dy^.  Da  die 
für  d^U  und  U'  hergestellten  AusdrQcke  das  Radical  als  gemeinschaftlichen  Factor  be- 
kommen haben,  so  entscheidet  man  sich  (nach  $.  114.  y.  2.  a)  auf  folgende  Weise: 

a)    Hat  das  Radical  die  Bedeutung,  wobei  das  Product  g  •  (g  -  2x)  •  ifgx  positiv 

wird,  so  ist  aoch  ifiV  positiv-,  und  es  findet  ein  Minimum-stand  statt. 
ß)    Hat  das  Radical  die  Bedeutung,  wobei  das  Product  g  •  (g  —  2x)  •  )fgx  nega- 
tiv wird,  so  ist  auch  ^U  negativ;    und  es  findet  ein  Maximum-stand  statt 
(Dabei  beachte  man  jedoch,  dass  in  der  Analysis  jedesmal  p  >  q  ist,  sobald 
die  Differenz  p  —  q  positiv   wird,   dass  also  in  der  Analysis  ein  negativer 
'  Ausdruck  für  desto  grösser  gilt,  je  näher  sein   Werth  bei  Null  liegt;   und 
umgekehrt.) 
•  B)    Aus  gx  -  g2  -H  y*  =  0  folgt  y*  =  g  •  (g  —  x)  oder  y  =.  ^ g  ■  (g  —  ^^    Man 
erkennt  also,  dass  g  und  (g  —  x)  einerlei  Zeichen  haben  müssen,  weil  sonst  iTg  »  (g  —  x) 
imaginär    wäre.    Hier   ist   U^_^_2^  g'  •  (6»'   —   7gx    -f-    g«)  •  W'g  •  (g  —  i)    und 
am  =  30  •  g  .  (2x  -  g)  •  (»^g  •  (g  —  X))  .  dy^.   Da  die  für  d^V  und  U'  hergestellten  Aus- 
drücke das  Radical  als  gemeinschaftlichen  Factor  bekommen  haben,  so  entscheidet  man 

(nach  8*  ^^*«  y«  2-  a)  sich  wiederum  auf  folgende  Weise:  

a)    Hat  das  Radical  die  Bedeutung,  wobei  das  Product  g  *  (2x  —  g)  .  if  g  •  (g  —  x) 

positiv  wird,  so  ist  auch  ^U  positiv,  und  es  findet  ein  Minimum- stand  statt. 

ß^    Hat  das  Radical  die  Bedeutung,  wobei  das  Product  g  •  (2x  —  g)  •  ifg  •  (g  —  x) 

negativ  wird,  so  ist  auch  ^U  negativ;  und  es  findet  ein  Maximum-stand  statt. 

(Man  beachte  hierbei  die  oben  zu  A.ß.  gemachte  Bemerkung.) 
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Aufgabe   8. 
Man  suclit  y  als  solche  Fuiictioo  von  i,  dass  folgender  Auodnick 

1)    ü  -  (3gx  -  3i8  -  y2)  .  (gx  -  1«  -h  y«  -  J  .  X  .  y) 

ein  Maximum-Stand  oder  Minirauni-«land  wird. 
Dorck  Mutiren  bekommt  man 

II)    du  -  4  .  (x  -  y)  .  (y«  -  gx  -4-  X«)  .  dy 

ill)    tJ^U  =  4  .  (x  —  y)  .  (y2  —  gx  -h  1«)  .  a«y  4-  4  .  (gx  —  X«  -h  2xy  —  3  .  y«)  .  ay2 

Aus   -—  =  0  folgt  entweder  x  —  y  «  0  oder  y^  —  gx  -h  x^  =  0. 

A)  Aus  X  —  y  =  0  folgt  y  =  i.    Hier  ist  U'  =  g  •  x^  .  (3g  _  4x)2,  „nd  d^ü 

=  4  •  (g  —  2x)  •  X  •  dy^.  Bei  den  Werthen  des  x,  wobei  das  Prodnct  (g  —  2x)  •  x 
positiv  ist,  flndet  ein  Minimum-stand  statt;  aber  bei  den  Werthen  des  x,  wobei  das 
Product  (g  —  2x)  .  X  negativ  ist .  flndet  ein  Maximum-stand  statt.  

B)  Aus  y2  —  gx  -H  X«  —  0  folgt  y»  =  x  •  (g  —  x)  oder  y  —  Ifx  .  (g  —  x). 
Man   erkennt  also,  dass  x  und  (g  —  x)  einerlei  Zeichen  haben  müssen,  weil  sonst 

If  X  .  (g  —  x)  imaginär  wäre.  Hier  ist  U'  —  4  •  x«  -  (g  —  x)  .  (g  —  x  —  | .  irx.(g  — x)) 

und  d^ü  =  8  •  (x  —  g  -4-  ^\  » (f;^  x))  •  x  •  dy«.  Wegen  des  zweideutigen  Radicals 
entscheidet  man  sich  (nach  $.  114.  y.  2.  b)  auf  folgende  Weise: 

a)    Nimmt  man  das  noch  allgemeine  Radical  positiv,  so  ist  U'  =  4x>  •  (g  —  x)  • 

^g  —  X  —  j  .  K'x  .  (g  —  x)  j  und  d^U  =  8  •  (x  -  g  -h  fjT(g  —  x))  •  x  •  ^y*. 

Bei  den  Werthen  des  x ,  wobei  das  Product  (x  —  g  -h  Kx  •  (ir  —  x))  •  x  po- 
sitiv ist,  findet  ein  Minimom-stand  statt;  aber  bei  den  Werthen  des  x,  wobei 
dieses  Product  negativ  ist,  findet  ein  Maximum-stand  statt 
ß}    Nimmt  man  das  noch  allgemeine  Radical  negativ,  so  ist  U'  =  4  •  x«  •  (g 

-  x)  .  (g-x4-|rx.(g-x))  und  tJ^Ü  =8  •  (x-g-Kx  •  (g-x)) .  i  .dy«. 

Bei  den  Werthen  des  x,  wobei  das  Product  (x  —  g  —  K'x  •  (g  —  x))  •  x  po- 
sitiv ist,  findet  ein  Minimnm-stand  statt;  aber  bei  den  Werthen  des  x,  wobei 
dieses  Product  negativ  ist,  findet  ein  Maximum-stand  statt. 


Aufgabe   9. 
Man  sucht  y  als  solche  Function  von  x,  dass  der  Ausdruck 

I)    ü  =  ax  —  X«  -+-  (y  -  3x)  .  Ifx«  -  y» 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimora-stand  wird. 

Da  hinsichtlich  des  Radicals  keine  Einschränkung  beigefügt  ist,  so  hat  dieser  Aus- 
druck zwei  reelle  Formen,  je  nachdem  man  dem  Radical  seine  positive  oder  negative 

Bedeutung  beilegt.  Jedenfalls  ist  es  bequem ,  (ifT)  •  (y  —  3x)  •  (x«  —  y«)'  zu  setzen , 
und  nur  (iT?)  als  zweifSrmig,  alles  Andere  aber  als  einförmig  zu  betrachten.  Statt  Glei- 
chung I  hat  man  also 

1 
10    ü  —  a  .  X  ~  X«  -f^  (ifl )  •  (y  -  3x)  .  (x«  -  y»)« 

Durch  Mutiren  bekommt  man 

1 
III)    dV  ^  (ifT)  .  (X«  4-  3xy  -  2y2)  .  (x«     -  y«f  «  .  dy 
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Erstens.     Soll  -^  «  0  werden ,  so  muss  x>  H-  3xy  —  2  •  y'  =  0  sein ;  und  daraus 

dy 

folgt  y  =  j  .  (3x  -h  X  .  )fl7) ,  und  ü'  =  ai  -  x« 4-  j^  •  (—  9  -h  yfVf)  .  iT- iO  -  6  •  iff? 

Wenn  man  dem  lfl7  seine  positive  Bedentnng  beilegt,  so  wird  U'  imaginär ;  man  kann 
also  dem  ifi?  nur  seine  negative  Bedeutung  beilegen,  und  bekommt  sonach 


IV)  y  =  j .  (3x  -  X .  rr?) 


uod 


V)    ü'  =  a  .  X  -  x2  -  Ig  .  (9  -h  Kit)  .  r~  10  -h  6  .  kif 


Beröcksiehtigt  man  Gleichung  IV,  so  bekommt  man 

VI)    a«ü  - .  ^y« 

ir-  10  4-  6 .  Kif 


Das  Radical  iT—  10  +  6  •  Kiy  hat  aber  sowohl  seine  positive  als  negative  Bedeu- 
tung, Hat  es  seine  negative  Bedeutung,  so  ist  ^U  negativ,  und  U'  ein  Maximum-stand ; 
hat  es  aber  seine  positive  Bedeutung,  so  ist  ^ü  positiv,  und  U'  ein  Minimum-stand. 
Zugleich  sieht  man,  dass  kein  Mutationscoefficient  einen  andern  Factor  als  (i^  —  y') 
in  den  Nenner  bekommen  kann;  und  sonach  kann  bei  der  jetzt  f&r  y  erlangten  Function 

kein  Mutationscoefßcient  die  Im  Galcul  unzulässige  Form  -^r-  annehmen.  Die  fflr  JV  her^ 

zostellende  Reihe  läuft  also  durchaus  nach  ganzen  Potenzen  des  x  fort,  und  alle  Glie- 
der dieser  Reihe  sind  reell.  Der  Ausdruck  in  VI  gibt  also  das  wahre  Prttfungsmitlel 
ab,  wie  bereits  benOtzt  ist. 

Zweitens.    Soll  -p  =  -g-  werden,  so  muss  x^  —  y«  =  0  sein.    Daraus  folgt 

y  =  Jl  X  und  U'  »  a  •  x  —  x',  welcher  Ausdruck  nur  eiue  einzige  reelle  Form  hat. 
Hier  kann  das  PrQfungsmittel  nur  durch  directe  Reihenentwicklung  gewonnen  werden. 

A)  Bei  y  =  4-  X  ist  //U  —  —  (2x  —  X  .  5J)  .  )f — 2i .  (x  .  5J)  —  (x  •  $)»,  und 
wenn  x  in  den  Moment  des  Verschwindens  gesetzt  wird,  so  ist  ohne  angebbaren  Fehler 

VU)    i/U  —  —  2x  .  r—  2x  •  (x  .  ?J) 

B)  Bei  y  =  —  X  ist  ^ü  =  —  (ix  —  x  .  ^)  .  [Th-  2x  .  (x  .  $)  —  (x-?)«;  und 
wenn  x  in  den  Moment  des  Verschwindens  gesetzt  wird ,  so  ist  ohne  angebbaren  Fehler 


VIII)    ^  —  —  ♦x  .  If  2x  •  (x  .  $) 

Da  J\]  vom  Imaginären  ins  Reelle  oder  umgekehrt  Qbergeht,  so  findet  ein  Gränz-stand 
statt.  In  den  Fällen,  wo  das  unendlichkleine  Jli  reell  und  positiv  ist,  ist  der  Gränz- 
stand  U'  =  ax  —  x^  kleiner  als  seine  reellen  Nachharzustände;  in  den  Fällen,  wo  das 
unendlichkleine  du  reell  und  negativ  ist,  ist  der  Gränz-stand  U'  »-  ax  —  x'  grösser, 
als  seine  reellen  Nachbai4ustände  Vergleicht  man  öbrigens  Gleichung  VU  und  VIII, 
so  sieht  man,  dass  das  in  VII  befindliche  iAJ  reell,  wann  das  in  VIU  befindliche  ima- 
ginär ist,  und  umgekehrt. 

Drittens.  Setzt  man  den  in  Gleichung  I  befindlichen  Factor  y  —  3x  =  0,  so  ist 
y  =  3x,  und,  wiederum  U'  ■-  ax  —  x',  d.  h.  man  hat  für  U'  wieder  einen  Ausdrnck 
mit  einer  einzigen  reellen  Form.  Zur  Prfifung  setze  man  (3x  +  x  •$)  statt  y,  und 
(ax  —  x'  -h  JU)  statt  U;  so  bekommt  man 

^U  »  (x  .  $)  .  if—  8  .  X»  —  6x  .  (x  .  ?)  -  (x  .  $)2 

Bei  einem  im  Momente  des  Verschwindens  befindlichen  x  kann  man  ohne  angebbaren 
Fehler  setzen  ^U  ■»  (x  •  $)  •  If  —  8  •  x«.  Mag  nun  (x  •  $)  positiv  oder  negativ  sein« 
so  ist  dieses  unendlichkleine  JJJ  dennoch  unter  allen  Umständen  imaginär.  Also  bei 
y  =  3x  ist  U'  =  ax  —  x^  ein  Einzel-stand. 
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Dieser  letzte  Fall  ist  nicht  auf  theoretiflchein  Wege,  soodero  dadorch  eriangt  wor- 
den, dass  man  versuchsweise  tür  y  eine  solche  Function  setzte,  deren  nächstanliegenden 
NachbarAinctionen  alle  das  ^U  imaginär  machen;  und  es  ist  zn  bemerken,  dass  auf  diese 
Weise  sehr  oft  Einzel-stände  eriangt  werden  ($.  132.  Nro.  2). 


Anfgabe  10. 
Man  sucht  y  als  solche  Function  von  z,  dass  der  Ausdruck 

I)  ü  =  irr=n[  -<- 1 .  W(y  -  ^y  +  raiy  -  y« 

ein  Bfaximum-stand  oder  Minimum-Stand  wird. 

Da  keines  der  Radicale  einer  Einschränkung  unterworfen  ist,  so  kann  ein  jedes 
nach  Belieben  sowohl  als  positiv  als  auch  als  negativ  genommen  werden,  so  dass  der 
vorgegebene  Ausdruck  acht  verschiedene  eindeutige  Formen  annehmen  kann.  Jedenfalls 
ist  es  bequem,  der  Gleichung  1  folgende  Form 

1       o  1  1 

II)    ür=  (r?) .  (X  -  1)«  H- »  .  (^).(y-2i)«  -h  (FT!)  .  (fcy  -  y«)« 

zu  geben,  und  nur  die  Radicale  (ifT)  als  zweideutig,  alles  Andere  aber  als  eindeutig 

SU  nehmen. 

f 

Der  für  U'  herzustellende  Ausdruck  mnss  jedenfalls  reell  sein.  Der  Factor  (x  —  1)' 
wird  aber  nur  reell,  wenn  z  >  i  ist;  z  muss  also  positiv  sein,  und  desswegen  wird 

8 

der  Theilsatz  (y  —  2x)'  nur  dann  reell,  wenn  y  eine  solche  Function  von  z  >  1  ist,  dass 
y  >  2x  wird.   Es  mnss  also  auch  y  positiv  sein.    Durch  Mutiren  bekommt  man  zunächst 

nn  8V  ^  ^^^  •  (''r="äi)  •  {riif^')  +  (»TT)  -  (x  -  y) 

K2iy  -  y« 

Erstens.     SeUt  man  ^5  —  0,  so  ist  (ifl)   •    (l^y  —  &)  •  (Käx •  y -^«:   + 

(ifT) .  (x  -  y)  =0.  Daraus  folgt  (ift) .  (x  _  y)  -  _  (ifi) .  (r^^IT^) .  (rfa-y-y«) , 
•J«r  (x  —  y)«  —  (y  —  2x) .  (2xy  —  y«),  oder  (x  —  y)»  —  —  (2x  —  y)«  •  y,  oder 

Der  linke  Theil  dieser  Gleichung  ist  jedenfalls  positiv;  also  muss  auch  der  rechte  Theil 
positiv  sein.  Dieses  ist  aber  nur  möglich,  wenn  y  eine  solche  Function  ist,  welche  bei 
Jedem  Werthe  des  x  negativ  bleibt  Da  sich  nun  aus  Gleichung  IV  fOr  y  keine  solche 
Function  ergeben  kann,  welche  bei  irgend  einem  Werthe  des  x  positiv  wird;  und  da, 
wie  schon  oben  auseinandergesetzt  ist ,  bei  negativem  y  der^Ansdruck  U  jedenfalls  ima- 
ginär wird,  während  man  IQr  U  nur  reelle  Formen  sucht;  so  darf  dieser  erste  Fall  nicht 
weiter  beachtet  werden« 
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Zweitens.    Setzt  man  -j-  ■"  q">  «^  ist  entweder  y  =  0  oder  2x  —  y  =.  0. 

A)  Wenn  y  s=  0,  d.  h.  eine  identische  Function  von  x  ist;  so  ist 

Hier  Ist  aber  U'  imaginär,  das  x  mag  positiv  oder  negativ  sein.  Die  Function  y  =  0 
darf  also  nicht  beachtet  werden. 

B)  Bei  fix  —  y  »  0  ist  y  =  2x  und  U'  —  (ifT)  •  Kx  -  I,  Damit  aber  ü'  reell 
bleibt,  muss  x  >  1  sein,  wie  schon  im  AnAinge  auseinandergesetzt  wurde.    Femer  ist 


3T5 
•  a  i  

welcher  Aasdnick,  eben  weil  x  nicht  negativ  sein  darf,  imaginär  bleibt^  das  x  •  $  mag 

positiv  oder  negativ  sein;  and  somit  erkennt  man,  dass  U'  ■-  (VfT)  •  Kx  -—  I  ein  Ein- 
xel-stand  ist. 


Aufgabe  II. 
Man  sucht  fQr  y  eine  solche  Function  von  x,  dass  der  Ausdruck 

I)    ü  =  m  .  X«  —  n  .  x3  -h  3  •  (hx  —  yy  4-  g  .  H'Chx  —  y)» 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum^tand  wird. 

Da  hinsichtlich  des  Radicals  keine  Einschränkung  beigefügt  ist,  so  hat  dieser  Aus- 
druck zwei  reelle  Formen,  je  nachdem  mau  dem  Radical  seine  positive  oder  negative 
Bedeutung  beilegt.    Man  wird  aber  die  Aufgäbe  Idichter  durchführen,  wenn  man 

II)    ü  =  m  .  x«  -  n  .  x3  -H  3  .  (hx  —  y)«  4-  g  •  (?r?)  •  (hx  -  y)« 

setzt,  und  nur  (ifl)  als  iweideutig,  alles  Andere  aber  ab  eindeutig  bebandelt.  Dureb 
Motiren  bekommt  man 

III)    (Jü  5=  -  (hx  -  y) .  (e  4-  J  •  (iri)  .  (bx  -  y)t) .  ^y 

A)  Man  setze  hx  —  y  »  0,  so  ist  y  =  hx,  und  ü'  =  m  •  x^  —  n  •  x^.  Weil 
dabei  ^U  i»  6  •  ^y'  ist,  so  könnte  man  versucht  sein,' zu  behaupten,  es  fände  ein  Mi- 

Dimum-stand  statt.    Da  man  aber  sogleich  sieht,  dass  -p^  =  -jr  wird,  so  muss  man  sich 

öberzeugen,  ob  alle  Glieder  der  für  Jl]  herzustellenden  Reihe  beständig  reell  bleiben. 
Man  setze  also  (hx  +  x  •  $)  statt  y,  und  (m  •  x'  —  n  •  x^  +  JV)  statt  U  in  Gleichung 
II  ein  9  so  bekommt  man 

9 

i^ü  =  3  .  (-  X  .  *]^  4-  g  .  (ifT)  .  (-  X  .  $)2 

Hier  ist  der  erste  Theilsatz  beständig  reell  und  beständig  positiv,  der  zweite  geht  vom 
Imaginären  ins  Reelle  oder  umgekehrt  fiber.  Es  findet  also  ein  Gränz-stand  statt.  Denkt 
man  sieb  den  zweiten  Theilsatz  reell  und  x  im  Momente  des  Versckwindens;  so  ist 
dl]  positiv,  das  Radical  (vT?)  mag  seine  positive  oder  negative  Bedeutung  haben.  Der 
Gränz-stand  ist  also  kleiner,  als  seine  reellen  Nachbarzustände. 

B)  Setzt  man  6  -h  ^  .  (ifT) .  (hx  -  y)«  =  0,  so  ist  (ifi)  •  (hx  ~  y)«  ==~^; 

weil  aber  der  Exponent  5  eine  ungrade  Zahl  ist,  so  ist  (fTT)  •  (hx  —  y)^='  {WT)  •  (hx — y)*/  ; 

und  somit  ist  auch  '(ifT)  •  (hx  —  y)^/  =s  —  ^.  Wenn  man  beiderseits  die  fünfte 
Wurzel  auszieht,  so  bekommt  man 


IV)    (ITT)  .  (hx  ^  y)«  «  If       3i 


Wenn  man  hier  beiderseits  auf  das  Quadrat  erhebt»   so  bekommt  man  bx  —  y 

5 


(r=D^ 


und  daraus  folgt 
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V,  ,  =  ..  -  (fl^)' 

Erhebt  man  Gleichang  IV  beiderseits  aaf  die  vierte   Potenz,   so  bekommt   man 

B      

(hx  "y)^*^(if~7~)'  ^^  erhebt  man  Gleichang  IV  beiderseits  auf  die  neunte 


9 

9 


Potenz,  so  bekommt  man  (iff) .  (hx  -  y)«  -  ()f"^^'  -  {l/f  -  ^/  '  (if^"-^)' 
=  -5--lly— S-).    Gleichung  II  geht  jetit  ober  in 

5 

Dieser  primäre  Zustand  hat  aber  unter  seinen  fQnf  Formen  nur  eine  einzige  reelle ,  und 

seine  vier  imaginären   Formen  dürfen  nicht  weiter  berCkcksichtigt  werden.    Da  femer 

kein  Mutationscoefficient  einen  andern  Factor  als  (h  •  x  ~  y)  in  den  Nenner  bekommen 

9t 
kann,    so  bekommt  auch  kein  Mutationscoefficient  die  im  Galcnl  unzulässige  Form  -jr-; 

und  die  flir  JU  herzustellende  Reihe  läuft  nur  nach  ganzen  Potenzen  des  x  fort,    fif  u- 
th*t  man  Gleichung  III  noch  einmal,  so  bekommt  man  zunächst 

sn]  =  -  (hx  -  y)  •  (e  4-  ^  .  (rff)  .  (hx  -  y)ä)  .  a^y 


(e^.?!?.  (ifT)  .  (hx  -  y)l)  .  ay^ 


-  4 

Nun  ist  {yfl)  •  (hx  —  y)'  =  —  —-;   und  unter  Berttcksichtigung  alles  Vorhergehenden 

bleibt  nur  d^\]  =  —  15  •  ^y^^  woran  man  erkennt,   dass  U'  ein  Maximum-stand  ist 

Es   ist   beachteoswerth,    dass  der   in  VI  aufgestellte  Ausdruck  nur  eine  einzige  reelle 
Form  hat,  während  der  in  I  oder  II  aufgestellte  Ausdruck  zwei  reelle  Formen  hatte. 


Aufgabe   12. 
Man  sucht  y  als  solche  Function  von  x,  dass  der  Ausdruck 

I)    ü  -  g  .  x2  -  hx  -h  (x  -  y)*  -h  2  .  ITCTI^T)^ 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 

Da  hinsichtlich  des  Radicals  keine  Einschränkung*  beigefügt  ist,  so  hat  dieser  Aas- 
druck zwei  reelle  Formen,  je  nachdem  man  dem  Radical  seine  positive  oder  negative 
Bedeutung  beilegt.    Man  wird  aber  die  Aufgabe  leichter  durchrühren,  wenn  man 

9 

II)    ü  -  g  .  X«  -  h  .  X  H-  (x  -  y)*  -«-  2  .  (ifi)  .  (x  —  y)« 

setzt,  und  nur  (iTT)  als  zweideutig,  alles  Andere  aber  als  eindeutig  behandelt.    Durch 
Mutiren  bekommt  man 

ni)    aü  =  -  (x  -  y)3  •  (♦  H-  9  .  (ifT)  .  (x  -  y)«)  -  <Jy 

A)    Setzt  man  x  —  y  s  0,  so  ist  y  =  x,  und  U'  =  g  •  x*  -  h  •  x.    Es  ist  aber 

d^ü  d»ü 

jetzt  -pj  *"  ^^   H3  ™  ^*  ^*^  =  24  •  dy^,  so  dass  man  versucht  sein  kdnnte,  zu  be- 
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haupCeo,  es  Hbide  eio  Minimam-stand  statt.  Da  aber  -^  =  —  ist,  so  kann  die  für  JV 

dy^  0 

herzustellende  Reihe  nicht  nach  laoler  ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigen.  Man  musts 
also  untersuchen ,  ob  alle  Glieder  der  Hkr  JV  herzustellenden  Reihe  reell  werden.  Durch 
die  gewöhnliche  Snbstitalion  geht  II  über  in 

9 
JV  =r   (_   X  .  $)•   -h  2  .  (r i)  .  (  -   X    .   $)» 

Hier  ist  der  erste  Theilaatz  beständig  reell  und  positiv,  dagegen  der  zweite  geht  vom 
Reellen  ins  Imaginäre  Über.  Es  findet  also  ein  Gränz-stand  statt.  Denkt  mau  sich  den 
zweiten  Tbeilsatz  reell,  und  das  x  im  Momente  des  Verschwindens ,  so  ist  Jl]  positiv, 
das  (ifT)  mag  seine  positive  oder  negative  Bedeutung  haben.  Der  Gränz-stand  selbst  ist 

also  kleiner  als  seine  reellen  Nachbarzustände. 

1 
B)    Seist  man  4  -h  9  •  (iTI)  .  (x  —  y)«  «  0.  so  ist 

IV)    [Wl)  .  (X  -  y)^  =  -  ♦ 

Erhebt  man  diese  Gleichung  beiderseits  auf  die  zweite  Potenz,  so  bekommt  mau 
X  —  y  =  — .;  and  daraus  folgt 

Brhebt  man  Gleichuns:  IV  beiderseits  auf  die  achte  Potenz,  so  bekommt  mau  (x  —  y)' 
=  (gr j  ;  und  erhebt  man  Gleichung  IV  beiderseits  auf  die  neunte  Potenz ,  so  bekommt 

man  (iTT)  •  (x  —  y)*  =  —  g  •  (gj)  •    Gleichung  II  geh«  also  jetzt  Ober  in 


VO    ll'-g.x*-hxH-l.  Q* 


Dieser  für  U'  hergestellte  Ausdruck  hat  aber  nur  eine  einzige  Form.  Auch  steigt  jetzt- 
die  für  Jü  herzustellende  Reihe  nur  nach  ganzen  Potenzen  des  x  auf.  Mutirt  man  Glei- 
chung III  noch  einmal,  so  bekommt  man  zunächst 


^211 


=  -  («  -  yy  •  ( *  -+-  9  •  i^(  •  ^  -  yy) '  ^y 

(x-.y)».(l2  4.  j  .  (ifT).(x  -y)i).^« 


i6\'i 


Indem  man  Gleichung  IV  auf  die  vierte  Potenz  erhebt,  bekommt  man  (x  —  y)^  =  (^)  ; 

(Iß  2 
st)   *  ^^^ • 


woran  man  erkennt,  dass  ein  Maximum-stand  stattfindet. 

Bf   ist  beschtenswerth ,  dass    der  in  Vi  aufgestellte   Ausdruck  nur  eine  einzige  Form 
hat.  während  der  in  I  oder  II  aufgestellte  Ansdrnck  zwei  Formen  hatte. 


Aufgabe.   13. 
Man  sucht  für  y  eine  solche  Function  von  x,  dass  der  Ausdruck 


ü  =  X  .  y  H-  p2  .  Ig  nal  qx  +  3g-.  »Thx  •  (x  —  y) 
ein  Maximum-Stand  oder  Mriiimum-stand  wird. 

48 
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Die  beidea  imagioftreb  Formen  des  Radictls  VThx  •  (s  —  y)  solleo  Dichi  berOcIuiich- 
tigt  werden,  da  sie  doch  nur  auf  einen  Einzel-sland  fQhren.  Durch  Muliren  beilommt  man 

Ersten«.    Aus  -J-  «  0  folgt  y  «  -  •  (x*  —  g  •  iTgh),    d.  h.  y  hat   «wei   reelle 

Formen,    je  nachdem  man  dem  Yfgh  seine  positive  oder  negative  Bedeutung  beilegt. 
Ferner  wird  jetzt 

II)    ü'  —  X»  4-  2g  •  iTgh  -4-  p« .  Ig  nat  qx 

so  dass  auch  U'  zwei  reelle  Formen  hat.    l>9i  nun  kein  MutationscoefBcient  einen  an- 

3 

dem  Factor  als  Kx  —  y  in  den  Nenner  bekommen  kann ,  so  kann  auch  kein  Mutations- 
coefficient  die  im  Galcul  nninlilssige  Form  -^   annehmen.     Die   fikr   JV   herzustellende 

Reihe  lauft  also  nur  nach  ganzen  Potenzen  des  x  fort,  und  alle  Glieder  sind  reell.    Da 

—  2x* 
ferner  ^U  = =r  •  ^y'  wird;  so  erkennt  man,  dass  ein  fifaximum-stand  stattfindet, 

_3g.irgh 

wenn  g  •  iTgh  positiv  ist,  und  dass  ein  Minimum-^tand  stattfindet,  wenn  g  •  Ifgh  nega- 
tiv ist. 

H  f  T  9( 

Zweitens.     Aus  ■;?-•==  -g-  f^^^l  y  =  x;  dabei  ist  ü'  =  x*  4-  p*  •  Ig  nat  qx.  Zar 

Prüfung  setze  man  (x'  +  p'  •  Ig  nat  qx  +  /ßj)  statt  U,  und  (x  +  x  •  $)  statt  y  in  die 
ursprüngliche  Gleichung  überall  ein;  so  ergibt  sich 

3  1 

^U  =  -  (3g  .  Yhi)  •  (x  •  *)»  -H  X  .  (x  .  5J) 

Bei  einem  im  Momente  des  Verscliwindens  gedachten  x  kann  ^  sein  Zeichen  wechseln; 
und  sonach  findet  weder  ein  Maxiroum*stand  noch  Minimum-stand  statt. 


A  ufgabe   14. 
Man  sucht  y  als  solche  Function  von  x ,  dass  der  Ausdruck 

3       » 


II  =s  yJ  -+-  3gx  .  y«  —  9  •  g»  •  X*  •  y  +  j  •  K(«gx  —  «»)• 

4 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum^tand  wird. 
Durch  Mutiren  bekommt  man 

au  —  3  .  (y2  -h  2gx  .  y  —  3g«x«)  .  dy 

d^U  =e  3  .  (>»  4-  2gx  .  y  —  3g»  .  x«)  .  d«y  H-  6  .  (y  -h  gx)  .  ay« 

Aus    ^  =  0  folgt  y  —  —  gx  ±.  2gx 

1)  Ist  y  =  —  gx  4-  2gx  =  gx,  so  ist  d^U  «-  12gx  •  dy^;  und  ^U  hat  mit  gx 

dasselbe  Zeichen.    U'  »  —  5g^  •  x^  +  j  •  I^C^gx  —  x^^  ist  ein  Maximum-stand  oder 

Minimum-Stand ,  jenachdem  gx  negativ  oder  positiv  ist 

2)  Ist  y  =  —  gx  ->  2gx  =r  ~  3gx ,  so  ist  d^U  =  —  12gt  •  dy*;  und  ^ü  und  gx 
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babeD  eotgegengesßUle  Zeichen.    Somit  ist  U'  «-  87  •  g^  •  i^  +  7  •  9^(2  •  gx  —  x^^ 
ein  Maiimam-sUnd  oder  Minimum-Stand,  je  nachdem  gx  positiv  oder  negativ  ist 


Aufgabe   15. 

Welche  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinalensystero  bezogenen  Flä- 
chen hat  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Eigenschaft,  dass  sie  folgenden  von  den  Coordinaten 
abhängigen  Ausdruck 

1)    ü  =  b  .  (x  -  w)  H-  3  .  (hxw  -  y)»  -h  g  .  If  (hxw  -  y)» 

bei  irgend  zwei  nach  Belieben  gewählten  Abscissen  x  und  w  grösser  oder  kleiner  macht , 
als  ihn  bei  den  nemlichen  zwei  Abscissen  x  und  w  alle  andern  der  gesuchten  Fläche 
in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nachbarflächen  machen  können? 

Da  hinsichtlich  des  Radicals  keine  Einschränkung  beigefügt  ist,  so  hat  dieser  Aus- 
druck zwei  reelle  Formen,  je  nachdem  man  dem  Radical  seine  positive  oder  negative 
Bedeutung  beilegt.    Man  wird  aber  die  Aufgabe  leichter  durchfuhren,  wenn  man 

9 
11)    ü  =  b  .  (x  -  w)  H-  3  .  (hxw  —  y)2  +  g  .  (ri) .  (hxw  -  y)« 

setzt,  und  nur  (ffl)  als  zweideutig,  alles  Andere  aber  als  eindeutig  behandelt.  Durch 
Mutiren  bekommt  man 

f  II)    ^U  -  -  (hxw  -  y)  .  U  -h  ^  .  (iTT) .  (hxw  -  y)«  j  •  dy 

A)  Man  setze  hxw  —  y  =s  0,  so  bekommt  man  filr  die  gesuchte  Fläche  folgende 
Gleichung 

y  «  h  •  X  •  w 

Dabei  ist  U'  s:  b  •  (x  —  w),  und  ^U  =  h-  6  •  ^y^,  so  dass  man  versucht  sein  könnte, 
tu  behaupten,  es  fände  ein  Minimum-stand  statt.    Da  man  aber  sogleich  sieht,  dass  bei 

den  jetzigen  Specialitäten  -pr-  «■  -rr  wird,  so  muss  man  sieh  überzeugen,  ob  alle  Glie- 
der der  fOr  JV  herzustellenden  Reihe  beständig  reell  bleiben.  Man  setze  also  (hxw 
H-  X  •  $)  statt  y,  und  (b  •  (x  —  w)  +  JfT)  statt  U  in  Gleichung  II  ein,  so  ergibt  sieh 

^  =  3  .  (—  X  .  ^)2  -H  g  .  (iTT)  .  (-  X  .  $)« 

Hier  ist  der  erste  Theilsatz  beständig  reell  und  beständig  positiv,  der  zweite  geht 
vom  Reellen  ins  Imaginäre  oder  umgekehrt  Ober.  Es  findet  also  ein  Gränz-stand  statt. 
Denkt  man  sich  den  zweiten  Theilsatz  reell  und  das  x  im  Momente  des  Verschwindens; 

so  ist  JV  positiv,  das  Radical  (ifT)  mag  seine  positive  oder  negative  Bedeutung  haben. 
Der  Gränz-stand  ist  also  kleiner  als  seine  reellen  Nachbarzustände. 

B)  Setzt  man  6  -f-  ^  .  (iTl)  .  (hxw  -  y)^  =  0,  so  ist  (ifl)  •  (hxw  -  y)* 
=:  —  s^ ;  weil  aber  der  Exponent  5  eine  ungrade  Zahl  ist ,  so  ist  (ffl)  -  (hxw  —  y)* 

=  niTT)   •  (hiw  -  y)«j  ;  und  somit  ist  auch  uWi)  -  (hxw  -  y)'«)    —  -  ^-  W««" 

man  beiderseits  die  fflnfle  Wurzel  auszieht,  so  bekommt  man 

5 


IV)    (ifT)  .  (hxw   -  y)*  =  ]/f^  i 


äi 
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5     

Wenn  man  beiderseits  aufs  Quadrat  erhebt,  so  bekommt  man  hiw  —  y  =  I  ilr    —  ^|  : 
und  die  gesuchte  Fläche  hat  foUende  Gleichaog 

5     

V)  ,=h.x.w_(if-3^y 

Erhebt  man  Gleichung  IV  beidereeils  auf  die  vierte  Polenx,  so  bekommt  man  (h.x.w  —  y)- 

5      

-r  I  llr    —    — I  ;  und  erhebt  man  Gleicliunfi:  IV  beiderseits  auf  die  neunte  Potenz,  so  be- 

^  5 5  5      

i      h-f^ TV 

— r  —  - —  •  1  If    —  K —  I  •    Gleichung  II  gehl  also  über  i 


m 

5 


VI)    U'  =  b.fx 


.)  -  5  •  r^y 


Dieser  für  U'  herffeslellte  Ausdruck  hat  aber  unter  seinen  ftkof  Formen  nur  eine  einzige 
reelle,  und  seine  vier  imaginären  Formen  dörfen  nicht  weiter  beachtet  werden.  Da  fer- 
ner kein  Mutationscoefficient  einen  andern  Factor  als  (hxw  —  y)  in  den  Nenner  be- 
kommen kann,  so  bekommt  auch  kein  Mutationscoefficient  die  im  Caicul  unzulässige 

Form  -TT-;  und  die  fQr  JV  herzustellende  Reihe  läuft  nar  nach  ganzen  Potenzen  des  x 

fort.    Mutirt  man  Gleichung  111  noch  einmal,  so  bekommt  man  zonäclist 

^2C^  «  _  (hxw  -  y)  •  («  -h  ^  -  ^Ifl  ^  .  (hxw  —  y)i)  •  ^y 


(6^5?JJ  .  (ri).(hxw~y)l).^y2 


-  4 

Nun  ist  (iTT)  •  (hxw  —  y)*  =  —  ^ ;  und  unter  BerQcksichtigung  alles  Vorhergehen- 

den  bleibt  nur  ^U  =  —  15  •  dy^,  woran  man  erkennt,  dass  ein  Maximom-staBd  statt- 
finde!. 

Es  ist  beacbtenswerth ,    dass   der  in  VI  aufgestellte  Ansdruck  nur  eine  einzige  reelle 
Form  hst,  während  der  in  I  oder  II  aufgestellte  Ausdruck  xwei  reelle  Formen  hat. 


A  ufgabe    16. 

Welche  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinalensyslem  bezogenen  Flächen 
hat  in  steh  einen  bestimmten  Punkt,  der  so  gelegen  ist,  dass  folgender  von  den  Coor- 
dinalen  dieses  Punktes  abhängige  Ausdruck 

I)    I"  =  6ax  -h  X«  -h  w«  -4-  6y«  —  4by  •  (x  4-  w) 

grösser  oder  kleiner  ist,  als  bei  allen  andern  näcbstgelegenen  Nachbarpunkten,  mögen 
sie  nun  sich  in  der  gesuchten  Fläche  oder  in  den  ihr  überall  pächstanliegenden  Nach- 
barflächen befinden,  der  Fall  sein  kann? 

Diese  Aufgabe  verlangt,  wie  man  sieht,  einen  Maximumwerth  eines  Maximuro-standes 
oder  einen  Minimum werth  eines  Minimnm-standes.  Zu  den  irgend  einem  beliebigen 
Punkte  nächstgelegenen  (sowohl  in  der  gesuchten,  als  in  allen  nächstanliegenden  Nach- 
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barflächea  beGndlicheo)  Nncbbarpunfclen  gehdreii  die  Abscisseo  (i  +  Dx)  und  (w  +  Dw), 
welche  man  (nach  $.  76  ond  156)  auch  darstellen  kann  durch 


-  .  ,?2X-  -h   — 
,2  1.2.3 


An 


III)     w  •+-  X .  ^w  -+-  —  •  «y*w  4-  -4-:;  •  i^W 

^  1.2  1.2.3 

and  die  Ordinate 

IV)    y  4-  X  .  ,a,y  -1-  -^  •  ^d?y  +  ^  .  ^^ 

wo,  wie  (aus  $.  78)  bekannt 

Ay  «  ^y  +  ^  •  «^^  +  ^  •  ^^ 

■^  •  dx  dw  dx  dw 

d5y  H  H  V  ^J^y 

dx2  dx.dw  dw^ 

elc.  etc. 

ist.  Da  aber  die  Werthänderungen  des  x  und  des  w  hier  ganz  unabhängig  und  will- 
kdrlich  sind ,  so  wäre  es  schon  hinreichend ,  statt  der  Reihen  II  und  111  nur  (x  +  x  •  t9x) 
und  (w  -f-  X  .  t?w)  zu  setzen,  wobei  also  ^\  =  0,  «^w  =  0,  r^H  =  0,  i^^w  «=  0  etc. 
ist.    Durch  Mutiren  bekommt  man 

V)    (W  «  4  .  (3y  -   hx  -  hw)  •  ^y 
-H  (4 .  (3y  -  hx  -  hw)  •  ^  -f  6a  -h  2x  —  4hy)  -  i?x 

^  (4 .  (3y  -  hx  -  hw)  .  ^  4-  2w  -  4hy)  -  «?w 

Aus  (S)V  s=  0  Tolgt  zuerst  die  identische  Gleichung 

VI)    3y  —  hx  —  hw  =  0 
und  die  beiden  nichtidentischen  Gleichungen 

VII)    4    (iy  -  hx  —  hw)  .  4^  -f  6a  +  2x  -  4hy  =  0 

VIII)  4  .  (3y  —  hx  —  hw)  .  ^  4-  2w  -  4hy  =  0 

welclic  sich  aber  wegen  Gleichung  VI  zurückziehen  auf 

IX)  6a  4-  2x  —  4hy  ==  0   und  X)    2w    -  4hy  =  0 
Aus  VI  fol(?t  zonächst 

XI)    y  «  ^  .  (X  4-  w) 

Die  gesuchte  Flache  ist  also  eine  Ebene,  welche  durch  den  Anfangs- 
punkt der  Goordin«i(en  geht,  und  bei  welcher  die  in^den  Gdordinalen- 
ebenen  XY  und  WY  liegenden  Spuren  mit  der  Goordinatenaxe  Y  solche 

Winkel  bilden,  deren  goniomctrische  Gotangente  »  x. 

Ffihrt   man    nun    in   IX   und  X   f&r  y   den   Ausdruck    ein,    so   bekommt   man    x 

3  .  (3  —  2hn              .                 6h«  -,  .       ..  -,     ,..    .      . ,  ... 

„  — TT-« "ö —  •  »1  und  w  =  irs s  •  »•    ünler  diesen  Umstanden  bleibt  nur 
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XII)    ,a^L'  =  13  .  ay»  4-  I .  (3  ~  2h0  •  [(^i  -  jt?^«  *  *^)' 

(3  -  2h«)*  J 

Der  Tbeilsatz  mit  dem  MaUlioDscoefflcieiileii  ist  unter  allen  Unstinden  positiv;  dagegen 
das  Aggregat  der  mit  DIfferenxcoefficienlen  versehenen  Theilsätze  ist  nur  dann  sicher 
positiv,  wenn  (3  -  2h^  and  (3  —  4b')  gleichzeitig  positiv  sind;   und  dieses   ist  der 

Fall  bei  allen  von  ( —  5  •  1^3 )  bis  zu  (4-  5  •  t^j   liegenden    Werthen    des   h.     Dabei 

findet  aber  ein  Minimomwerth  eines  Minimum-Standes  statt. 

Bei  allen  zwischen ( — 09)  und  (~  ä  '  ^^)  sowie  bei  allen  xwischen  |+  5  -  iTSf  und 

(+  00)  liegenden  Werthen  des  h  kann  von  einem  sicheren  Zeichenstande  des  mit  Dtf- 
ferenzcoefflcienten  versebenen  Aggregates  keine  Rede  sein;  und  in  diesem  Falle  hat 
der  vorhandene  Minimum-stand  weder  einen  Maiimumwerth  noch  Minimamwerth. 


Aufgabe    17. 

Irgend  eine  AufgaKie  fEIhre  auf  den  Ausdruck 

3 

1)    ü  =  g .  X  .  w  -  h  .  (x«  —  w)  4-  2y  -h  3  .  if  (Sxw  —  y)» 

und  man  sucht  fiir  y  eine  solche  Function  von  x  und  w,   und  zugleich  fikr  x  und  w 

solche  bestimmte  Werthe,   dass  dabei  U  ein  Maximumwerth  eines  Mazimum-standes 

oder  ein  Minimumwerth  eines  Minimum-standes  wird. 

3   

Der  gegebene  Ausdruck  ist  wegen  des  Tbeilsatzes  lf(3xw  —  y)<  ein  dreiAlrmiger; 

8  f 

um  aber  bequem  caiculiren  zu  kdnnen,  setze  man  (iTT)  •  (2z w  -^  y)',   und  betrachte 

3 
nur  den  Factor  {Wl)  als   dreifSrmig,  alles  Andere  aber  als  einförmig  und  reell.    Statt 
Gleichung  1  bekommt  man  also 

II)    U  =  g*x.w  —  h.(i«--w)-+-2y4-3.  [Wl)  •  (2xw  —  y)» 
Um  nun  die  Aufgabe  weiter  durchführen  zu  ktonen,    bringe  man  sie  in  zwei  Abthei- 

8 

lungen,  wobei  man  dem  [Wl)  zuerst  seine  reelle,  und  dann  seine  beiden  imaginiren 
Formen  beilegt. 

Wenn  man  dem  (iTT)  seine  reelle  Bedeutung  beilegt,  so  geht  Gleichung  11  dber  in 

I 

III)    ü  —  gxw  -  h  .  (x2  -  w)  -h  2y  4-  3  .  (2xw  -  y)« 

wo  man  Alles  als  eindeutig  und  reell  zu  betrachten  hat  Um  die  irgend  einem  beliebigen 
Werthe  der  gesuchten  Function  nächst  gelegenen  (sowohl  aus  der  gesuchten  Function, 
als  auch  aus  allen  nachstanliegenden  Nacbbarfonctionen  entstehenden)  Nachbarwerthe 
herzustellen,  Iftsst  man  die  nichtmutablen  Verfinderlichen  x  und  w  Qbergehen  in 

x'  x^ 

X  4-  K  •  i^x  4-  —  •  «^x  4 •  «^ 

1.2  1.2.3 


X  X 

W  4-  X  •  i?w  4 •  »^W  H ^Hf  •. 

1.2  1.2.3 

und  das  mutable  Element  y  Ifisst  man  fibergehen  in 
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2  % 


Mao  bekommt  also  fOr  den  gemüehteo  Matalionscoeincieot  der  ersteo  Ordoaog 

IV)    fi,V  ^2.{i  -  (-Ixw  -  y)~  »)  .  dy 
-4-  Iß .  \i  —  (2xw  -  y)"  •)  .  -^  -+-  gw  —  2hx  +  4w  .  (2xw  —  y)"  » J  .  i?i 

■+-  12  -  (l  -  (2xw  -  y)"  «)  .  ^  H-  gx  4-  h  -H  4x  .  (ixw  -  y)"  » J  •  i?w 

Erstens.    Setxt  man  (^)U  «=  0,  d.  h.  -j-  =  0,  -f«  ««  0,  ■«•  =  0;  so  hat  man 

^  dy  dx  dw 

xaerst  die  ideatische  Gleichang 

1 

V)    I  —  (2xw  —  y)"  «  =  0 

und  auch  noch  die  nichUdentischen  Glelchangen 

VI)  2  .  (l  ~  (2xw  -  y)"  »)  .  ^  4-  gw  -  2hx  4-  4w  .  (2xw  -  y)"  »  =  0 

VII)  2 .  (l  -  (2xw  -  y)    «)  •  ^  -+-  gx  -h  h  -h  4x  .  (2xw  —  y)    »  =  0 
Die  beiden  letzten  Gleichangeo  sieben  sich  aber  wegen  V  zorfkck  auf 

VIU)   gw  —  2hx  -H  4w  .  (2xw  —  y)   «  —  0  und  IX)   gx  4-  h  -h  4i  •  (2xw  ~  y)   «  =  0 . 

Aus  V  folgt 

X)    y  a-  2xw  —  1 

and  wenn  man  diesen  Ausdruck  in  VIII  und  IX  einf&brt,  so  bekommt  man 

XI)    x  =  -r:^   -ndXII)    w=-2.(^f 

Jetzt  bleibt  ftkr  den  gemischten  Mutationscoefficienteo  sweiter  Ordnung  nur 

fi)^\i  =  —  5 .  ay2  —  2h  .  i9x2  -h  2  •  (4  -h  h)  .  i?x  .  tJw 

Daran  erkennt  man,  dass  von  einem  sichern  Zeichenstande  des  fi^H  keine  Rede  sein 
kann.  Ebenso  erkennt  man,  dass  ein  Maximnm-stand  vorhanden  ist,  welcher  aber  we- 
der einen  Maximumwerth  noch  einen  Miniroumwerth  hat 

J    VT  Qt 

Zweitens.    Man  setze  --p-  »  -rr-,  so  hat  man  die  identische  Gleichung 

XIII)    2xw  -  y  —  0 
Daraus  folgt 

XIV)    y  ==:  2xw 

d  y  d  y 

Bs  ist  also  -~^  =s  2w  und  -^  »  2x ,  und  sonach  bekommt  man 
dx  dw 

^  =  2 .  (l  -  (2xw  -  y)~  «)  .  2w  H-  gw  -  2hx  4-  4w  •  (2xw  -  y)"  « 
^  =  2 .  (l  -  (2xw  -  y)"  a)  .  2x  -h  gx  H-  h  +  4x  .  (2xw  -  y)"  « 


oder  vielmehr  ^  i»  4w  +  gw  —  2hz  und  ^  «>  4x  4-  gx  4-  h;  und  daran  erkennt 
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II*  AM' 

OMR,  dasit  man  our  ^    =  0  und  -^-  =  O  setze«    kann,   mu   da»   sich   abermals 

ds  dw 

1  -^  —  7 QSd  w  «  —  4  -  li 1    ergibt    E«  hI  also  der  besüMnite  Werlh  des 

j  =  4  .  li--— )'  „nd  1'    -  -  h  .  (r^!— )^ 

*4  -^-  g'  *4  ^  c' 

Das  Frorongsiiiitlel  enribi  sieh   hier  oor   durch  direde    Reihenent Wickelung.    Aus 

d  V  d  V  ^\y  d  d  Y  ^mJ  ^^' 

)  =2iw  folgt   ^  =2ii-^  =2i,   -^  =Ö,2i'?J?«2,  -r^j  =  o.  :.^'=ö. 
•^  ^      dx  dw  di2  dx.dw  dw^  di-» 

etc.;  und  indem  man  nach  dem  Vorgange  der  Anfgabe  4  verfährt,  bekommt  man 
XV)    M'  =  3  .  ^—  X  .  ay  —  ^  .  (a»j  4-  2  .  ^  .  ^  -H  2  •  ^  '  ^ 

-+-  4  •  ^i  •  ^w )  — -h  2  .  (x  .  i^x  H —  '  ä^x  -h )    -  (x  -  i^w 


\,9 


^w  -H )y  -»-  ä/^x .  ay  -^-^  .  (a«y  H-  2.  ^^^' .  ^i  -4-  2  .  ^  •  ifw 


-H  4  •  1?»  - 

X»         _  V  i  .  X« 


i^w)   -»- 1  —  h.|x.Ä-|-  —  ."i^X  H- I 


-h  g  -  I  (x  •  i>x  -h 1^  -♦- )    •   (x  •  ^w  H-  -^  •  ^W  -»- )  I 

In  der  aas  diesem  Ausdrucke  noch  weiter  zu  entwickelnden  Reihe  enthält  das  erste 

1        i 

Glied  3  •  x'  •  ay'  kernen  Ditrerenzcoeffictenten,   es  bietet  also  auch  nicht  das  Mittel, 

den  gemischten  Zustand  beurtheilen  zu  ktanen.  Man  wml  daher  (wie  in  Aalgabe  4) 
zuerst  den  primären  Zustand  f&r  sich,  und  dann  den  secondären  Zustand  für  sich  nn- 
lersuchen.  Dann  wird  man  erkennen,  dass  wohl  ein  Minimum-Stand  vorhanden  ist, 
welcher  aber  weder  eroen  Maxnnumwerth  noch  Minimomwerth  hat. 


3 

Man  kehre  wieder  zu  Gleichung  11  zurOck,  und  lege  dem   iTT'   seine  beideo  ima- 
ginären Formen  bei. 

Erstens.    Wollte  man  ~-  =:  0  setzen,  so  bekäme  man 

dy 

s  _  i 

XVI)    2  -  2 .  ilTD  .  (2xw  —  y)    »  =  0 

1         5 
Daraus  folgt  'zunächst  (2zw  —  y)'  =  iTf ;  und  wenn  man  beiderseits  auf  die  dritte  Po- 
tenz erhebt,  so  gibt  sich  2xw  —  y  =  1,  so  dass  man  y  *»  2xw  —  1  bekommt  Dabei 

3  s 

geht  Gleichung  XVI  Ober  in  2  —  2  •  (tTT)  =  0.  Nun  repräsentirt  (ifTj  nur  seine  bei- 
den imaginären  Formen,  somit  enthält  letztere  Gleichung  einen  WiderqHUch  mit  sich 
selbst;  und  desshalb  kann  dieser  Fall  nicht  weiter  beachtet  werden. 

Zweitens.     Rei  -f~  =  ir  moss  dennoch  ^^-  =  0  nnd  i^-   =  0  gesetzt  wer- 

dy         0  dw  nx  ** 

den.    Es  findet  dabei  ein  Einzel-stand  statt,  welcher  aber  weder  einen  Maximumwerth 

noch  Minimumwerth  hat. 


Aufgabe    18. 
Man   sucht   y  als  solche  Function  von  x,   dass  das   in   folgender   ungesonderten 


Gleichung 
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I)    U3  —  6  .  ü«  •  y  -h  12  •  ü  .  y2  —  8  .  y3  —  27  .  y«  -h  54 .  xy  —  27  .  x*  =  0 

eathaltene  U  ein  Maximuni-sland  oder  Mioimmn-staDd  wird. 
DurGh  Mnliren  bekommt  man  sonfichst 

irw    jifT        2  .  1J2  —  8  .  ü  .  y  4-  8  .  y»  -h  18  .  y  —  18  .  X     _ 

'^    ^^  = U2^4.ü>y-4-4.y« ^^ 

Erstens.    Setzt  man  dU  «»  0,  so  bekommt  man 

HO    2  .  IJ2  —  8Ü  .  y  H-  8  .  y2  -h  18  .  y  -^  18  .  X  «  0 
Non  eliminire  man  U  ans  I  ond  III,  so  Iiekommt  man 

IV)    r  =  3x  --  y 
Pilbrt  man  (3x  —  y)  an  die  Stelle  des  U  in  I  ein,  so  gibt  sich 

V)  27  .  (x  -  y)«  .  (x  -  y  -  1)  «  0 
Fuhrt  man  ebenso  (3x  —  y)  statt  U  in  III  ein,  so  bekommt  man 

VI)  18  .  (x  -  y)  .  (X  ~  y  -  i)  =  0 

Der  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  Gleichangen  V  und  VI  ist  also  (x  —  y)  •  (x 
—  y  —  1);  also  ist  entweder  x  —  y  =«  0  oder  x  —  y  —  1—0. 
A)    Setzt  man  x  —  y—  1  =0,  so  bekommt  man 

VII)    y  —  X  —  1,    und   VIII)    ü'  =  2x  -h  1 

Dabei  bekommt  man  ^U  =^  —  ^  •  dyS;  and  man  erkennt,  dass  ein  Maximnm-stand  statt- 
findet. Will  man  aber  das  Präfangsmittel  durch  dfrecte  ReihenentHriekelang  herstellen, 
so  setze  man 

U  an  die  Stelle  des  IJ 
and 

((x  —  1)  H-  X  .  ^y  +  —  .  d^y  -h  -^  •  33y  -h )  oder  kurzweg  ((x  —  1)  -h  x.^)  stalty 

f 

in  Gleichung  I  ein;  und  man  bekommt 

—  (8  •  rx  —  1)3  -h  27)  —  6  .  (4  .  x«  -  8x  —  5) .  X  .  5J  —  3  •  (8x  4-  1)  .  x»  ^  ¥» 

—  8  .  x3  .  $3  ^_  12  .  (fx  —  1)2  4-  2  .  (X  —  1) .  X  .  $  4-  x2  .  $2)  .  u 

—  6  .  ((X  -  1)  -f-  X  .  $)  .  U«  4-  U3  =.  Ö 

Aas  dieser  Gleichung  hat  man  nun  (§.  20—46)  alle  nach  steigenden  Potenzen  des  x 
fortlaufenden  Reihen  zu  entwickeln,  von  denen  man  jedoch  nur  diejenigen,  welche  mit 
(2x  +  1)  anfangen ,  zu  beachten  hat.  Man  setze  also  zunächst  (A  •  x^  +  Ri)  an  die 
Stelle  des  U  Oberall  ein;  und  da  — ^8.(x  -  1)^  +  27)  soviel  Ist  als  ~-  (8.(x  —  1)^  -»-  27). x», 
so  hat  man  folgende  Exponenten  miteinander  zu  vergleichen 

0,   a,   (a  -h  1),    (a  -*-  2),   2a,   (2a  +  1),   3a 

und  man  erkennt,  dass  nur  a  ss  0  werden  kann.  Dabei  ergibt  sich  aber  folgende  Coef- 
ficientengleichung 

—  (8 .  fx  —  t)3  -h  27)  -h  12  .  (x  -  1)2  .  A  —  6  .  (x  -  1)  .  A2  -+-  A3  «  0 

oder 

(A  -  2 .  (X  —  1))3  5=  37 

3 

Also  ist  A  ^  2  •  (x  —  1)  +  3  ^  ifT.    Da  aber  hier  nur  die  mit  (2x  +  1)  anfangende 

t_ 
Reihe  betrachtet  werden  darf  ^  so  kann  man  nor  die  re^e  Form  des  Radieala  iTl  bentl^ 
tzen,  d.  h«  man  kann  nur  A  «  2x  -f-  1  setzen.    Fahrt  man  mit  Enlwickelang  dieser 
Reihe  fort,  so  bekommt  man 

49 
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Bei  einem  im  MomeQte  des  Verschwindeos  befindlichen  x  ist  die  Summe  aller  mit  x 
behafleCen  Glieder  dieser  Reihe  negativ  und  anendlichklein,  so  dass  man  ohne  angeb- 
baren Fehler  setzen  kann 


U  —  ü'  =  —  I .  x2  .  $2 


oder 


U  -  U'  -  -  i  .  x2  .  (ay  -h  -^  .  <52y  +  j^  .  ^y  H- f 


Da  non  diese  nnendlichkleine  Differenz  negativ  ial»  so  bat  man  abermals  den  Beweis, 
dass  U'  «  2x  -h  I  ein  Maximom-stand  ist.    Wenn  man  bei  ^U  «  —  -  .  dy^  den  weg- 

gelassenen  Factor  —   wieder  hinsetzt,   so  bekommt  man  genau  das  erste  Glied  des 

zolelzt  Tor  die  Differenz  U  —  U'  hingestellten  Ansdrackes. 
B)    Setzt  man  x  --  y  >»  0,  so  bekommt  man 

IX)    y  =  X,    und   X)    U'  =  2x 
Dabei  gehl  aber  Gleichnng  II  über  in  ^U  =s  ^  •  Jy ;  und  man  moss,  sowohl  um  die  Be- 
deutung der  unbestimmten  Form  ^  lu  ermitteln ,   als  auch  um  das  Pröfongsmittel  ber- 

zuatellen,  jetzt  zur  direoten  Reiheaentwickelung  seine  Zufiicht  nehmen.  Man  setze  also 
U  an  die  Stelle  des  IJ ,  und  (x  +  x  •  $)  an  die  Stelle  des  y  in  Gleicbuog  I  überall 
ein;  so  ergibt  sich 

—  8  .  x3  —  84  .  x2  .  X  .  $  —  3  .  (8x  -H  9)  •  x2  .  $«  —  8  .  x3  .  ^3 
-+-  12  .  (x2  -h  3x  .  X  •  $  H-  X«  .  ¥«)  .  U  —  6  .  (x  4-  X  •  $)  •  U«  -h  U3  =  0 

Aus  dieser  Gleichung  moss  man  alle  nach  Potenzen  des  x  aufsteigenden  Reihen  ent- 
wickeln ;  und  zu  diesem  Ende  setze  man  zunächst  (A  •  x^  +  Ri)  an  die  Stelle  des  U 
ein.  Nun  ist  —  8  •  x^  soviel  als  —  8  •  x^  •  x^;  und  man  hat  abermals  folgende  Expo- 
nenten miteinander  zu  vergleichen: 

0,   a,  (a  4-  I),    (a  +  2).   2a,   (2a  -h  1),   3a 

Man  erkennt,  dass  nur  a  =5  0  werden  kann;    und  dabei  gibt  sich  folgende  Goefficien- 

tengleichuDg: 

—  8  .  x^  H-  12  .  x2  .  A  -  6x  .  A!?  +  A^  =»  0 

oder 

(A  -  2x)3  =  0  ' 

Es  ist  also  A  =»  2x;  und  wenn  man  mit  Entwickelung  der  Reihe  fortfahrt,  so  be- 
kommt man 

3  8  8 

XI)    U  =  2x  -H  3  .  (r?)  .  X»  .  $3  •+.  2  .  X  .  $ 

d.  h.  man  hat  diesmal  einen  geschlossenen  Ausdruck,  und  die  dem  U  =  2x  nSchslan- 
liegenden  Nachbarzustftnde  sind  dreiförmig.  Um  diese  drei  Formen  gehörig  zu  beuAtzeo , 
denke  man  sich  das  U  aus  Gleichung  I  entwickelt,  so  gibt  sich  auch  fQr  U  ein  drei- 
fflrmiger  Ausdruck. 

a)  Mau  scheide  die  reelle  Form  des  U  aus.  Setzt  man  in  diese  reelle  Form  i 
an  die  Stelle  des  y ,  so  gibt  sich  U'  ^a  2x.  Setzt  man  in  diese  reelle  Form  (x  +  x  •  $) 
an  die  Stelle  des  y,  so  gibt  sich  abermals  eine  reelle  Form 

%       1 
XII)    U=.2x  +  3.x8.^8  4-2.x.fJ 
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Bei  einem  im  Momente  des  Verschwindens  befindlichen  x  kenn  man  ohne*  angebbaren 
Fehler  setzen 

U  —  II'  «  3  .  3c»  .  $« 
oder 


U  —  U'  =  3  .  X»  .  |(Jy  -*-  —  .  ^y  -h  -^  .  ^Sy  +  .....  ) 


3 


Hieran  erkennt  man»  dasa  der  ans  der  reellen  Form  des  U  sich  ergebende  Ausdruck 
U'  «  Ih  ein  MInimnm-atand  ist. 

ß)  Man  nehme  jetzt  die  beiden  imaginären  Formen  des  U,  und  setze  auch  in  diese 
X  an  die  Stelle  des  y,  so  gibt  sich  abermals  U'  =  2x.  Setzt  man  aber  (x  +  x  •  $) 
an  die  Stelle  des  y,  so  gibt  sich 

3         1       a 

n  -=  2x  H-  S  •  (ifT) .  X»  .  ¥»  -♦-  2  .  X  .  $ 

3 

wo  das  Rndical  ifi  nur  aeine  beiden  imaginären  Formen  repräsentirl.  Hieran  erkennt 
man,  dasa  der  ans  den  beiden  imaginären  Formen  des  ü  sich  ergebende  Auadniok 
U'  3s  2x  ein  Eiasei-siand  iat. 

Die  Reihe  XI  dient  dazu,  die  wahre  Bedeatnng  der  onbeslimmten  Form  g  kennen 

f 

ZQ  lernen.     Weil  nämlich  x'  die  niedrigste  Potenz  des  x  ist,   so  ist  die  hiesige  nnbe- 

stimmte  Form  ^  soviel  als  -g-. 


sich 


Zweitens.     Ans  ^  —  ^  folgt  ü»  —  4U  •  y  +  4  •  ys  r=  0.    Daraus  gibt  si 

U  »  3y.    Man  hat  also  Jetzt  wieder  y  ==  x  und  0'  =  2x,  wie  vorhin.  Zum  Prüfnngs- 
mittel  hekommt  man  wieder  die  Reihe  XI. 

Nachtrag.  Da  man  zuerst  U'  «»  2x  +  1  und  hierauf  U'  =  2z  bekommen  hat; 
wo  erkennt  man  gradezu,  dass  für  x  kein  solcher  bestimmter  Werth  aufgesucht  werden 
kann,  bei  welchem  diese  beiden  primären  Zustände  einen  grösseren  oder  kleineren 
Werth  bekompen,  als  bei  den  dem  (Ar  x  zn  suchenden  Werthe  unmittelbar  vorbeige- 
henden und  unmittelbar  nachfolgenden  Nachbarwertben  der  Fall  ist,  d.  h.  es  kann  von 
einer  secundären  Beziehung  keine  Rede  sein. 


Aufgabe   19. 

Man  sucht  ttlr  y  eine  solche  Function  von  x,   dass  das  in  folgender  ungesonderteii 
GKeichnng 

I)    Ü3  —  31J»  .  y  H-  y3  H-  g3  .  x3  —  0 

enthaltene  U  ein  Maximnm-stand  oder  Minimum*8tand  wird. 
Durch  Mntiren  bekommt  man  zunächst 

"^    ''^  ü.(ü-2y)         ''y 

Erstens.     Aus  .^  =  0  folgt  entweder  U  +  y  =  0  oder  ü  —  y  »  0. 

A)    Ist  U  H-  y  =  0,  so  ist  U  -"  —  y;  und  wenn  man  (—  y)  statt  U  in  Gleichung 

I  einsetzt,  so  bekommt  man  y  =  4-  y—,  wo  aber  das  Radical  1^3    nur   nach   seiner 

reellen  Bedentung  genommen  werden  darf,   weil  das  Imaginäre  niemals  als  Grösstes 
oder  Kleinstes  gelten  kann. 
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Fuhrt  maa  oud  /  +  -^--i  statt  y  io  Gleichuog  I  turfhcky  so  xeriegt  sich  dieselbe  in 


n) 


rf)r^ 


2ex\*  ffx 

^     =   Oy    und   daraus  folgt   entweder   U'   =   —  -^  oder 


n 


2ffx 
D'  ==  +  -j-.    Da  aber  die  fftr  y  aad  U  za  suehendea  AiisdrOcke  solche  znsammeoge- 

hörige  sein  mfissen,  dass  nicht  nur  Gleichang  I,  sondern  anch  die  Gleiehimg  U  +  y  =  0 
identisch  werden ;  so  kann  man  nur  Ü'  ~  —  y  =  —  -|—  gebrancben ,  and  Ü'  =  -+-  ^ 

3 

mnss  nnberficksichtigt  bleiben.    Unter  diesen  Umstanden  ist  ^U  =  —  -x -  ^y^,  nnd 

man  erkennt,  dass  fQr  ein  positives  gx  ein  Maximoro-stand,  dagegen  ffir  ein  negatives 
gx  ein  MiBinom-stand  stattfindet  (jedoch  mit  steler  Beaehtang ,  dass  in  der  Aaalysis 
jedesmal  p  >  q  ist,  sobald  die  Differenz  p  —  q  positiv  wird).  Will  man  aber  das 
Prfifoogsmittel  durch  direcle  Reihenentwickelnng  gewinnen,   so  setze  man  Ha»  die 

Stelle  des  U,  und  /-— — I-  x  -  91  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichang  I  Aberall  ein;   und 


ü,  und  /-ö-  +  X  .  f\ 

[h        } 


man  bekomn;t 

.r.x     ♦  •  g^  •  x^        3  .  g» .  X«  ^       3gx       -    «.  ,    ^,        3gi    „- 

III)    — 7j 1 1 •  X  .  5  H-  ~-  .  x2  •  f  «  -I-  xJ  .  ^J^  —  ^  .  U» 

—  au»  .  X  .  f  -H  »5  =r  0 

Aus  dieser  Gleichang»  wo,  wie  gesagt,  alle  Radicale  nor  nach  ihrer  reellen  Bedeulong 
genommen  werden  dOrfen,  hat  man  alle  nach  steigenden  Potenzen  des  x  forUaofenden 
Reihen  zn  entwickeln.  Man  setze  also  zunächst  (A  •  x'^  +  Ri)   an  die  Stelle  des  tt  in 

4  .  ff^  •  x^  ^op  •  x^ 

Gleichung  lU  überall  ein,  and  da  — % soviel  ist  als  -^-^ —  •  3^;  so  hat  man  fol- 
gende Exponenten  miteinander  zu  vergleichen: 

0,   2a,   (2a  +  I),  3a 

und  man  erkeifnt,  dass  nur  a  =  0  werden  kann.  Dabei  ergibt  sich  aber  folgende  CoeP 
ficientengleichung : 

n 

oder 


(■ 


3 


Es  ist  also  entweder  A  =  —  -^  oder  A  =  4-  -j-.    Nimmt  man  A  =? 1--,  so 

bekommt  man  folgende  Reihe 

3  3 

Nimmt  man  aber  A  =^  -i — 3-,  so  bekommt  man 


369 


U  =  +  ^  +  (It    gl  .  K9)  .  (x  .  ¥)«  -h  I  .  X  .  ^ 


Die  erste  dieser  Reihen  reprfidentirt  eine  Form  des  tl ;  denn  alle  ihre  Glieder  sind  ein- 
deatig  ond  reell,  wie  man  ans  dem  Gesetze,  dem  die  Coefficientengtetchungen  unter- 
liegen,  nachweisen  kann. 

Die  zweite  dieser  Reihen  reprftsentirt  die  beiden  andern  Formen  des  U;  sie  ist  aber 
eine  von  den  Reihen,  wo  die  Zweiförmigkeit  nicht  schon  beim  ersten  Gliede  beginnt 
Uebrigens  f&ngt  diese  zweite   Reihe  nicht  mit  dem   fiir  U'  brauchbaren    Ausdrucke 

ffx  \  2ffx 

^  —    sondern  mit  dem  als  unbrauchbar  erfundenen  Ausdrucke  -y-;  diese  Reihe 


i-n- 


r3 . 

verdient  also  keine  weitere  BerGcksiobtigung. 

Man  kann  sonach  Aurdie  erste  Reihe  berüeksiehligen;  noä  bei  mem  im  Momente 

des  Verschwindena  gedachten  x  kann  man  ohne  angebbaren  Fehler  setzen 

.3 

U  -  ü'  =  -  J5 .  x«  .  $». 

oder 

3 

»   -   ü'  =   -  J-5  .  x2  .    ( Jy   -h  JL  .  aSy   4-   -!^  .  a3y ,Y 

3gx  \  ^         1.2        ^         1.2.3       ^  / 

Diese  oaendliehkleine  DWerenz  ist  negativ  oder  positiv«  je  aaehdem  g%  positiv  oder 

3 
o    ^^  2 

negativ  ist;  und  wenn  man  bei  d^V  =  —  -s^ •  ^y'  den  weggelassenen  Factor  — 

wieder  hinzusetzt,  so  bekommt  man  genao  das  erste  Glied  des  zuletzt  fifar  die  Differenz 
tl  —  U'  hingestellten  Aasdruckes. 

B)  Ist  U  —  y  =:  0,  so  ist  U  =  y;  und  wenn  man  y  statt  U  in  Gleichung  1  ein- 
setzt, so  bekommt  man  y  ==  gx.  Führt  man  nun  gx  statt  y  in  I  zurück,  so  zerlegt 
sich  dieselbe  in 

(ü  ~  gx)  .  (Ü2  -  2Ü .  gx  -  a.  g2x8)  Ä  0 

Daraus  folgt  entweder  U' »  gx  oder  U'  =  gx  •  (1  +  iTS),  wo  das  Radical  iTS  sowohl 
nach  der  positiven  als  negativen  Bedeutung  genommen  werden  muss.  Da  aber  die  f&r 
U  und  y  zu  suchenden  Ausdrücke  solche  zusammengehörige  sein  müssen,  dass  nicht  nur 
Gleichung  I,  sondern  auch  die  Gleichung  U  —  y  =  0_ identisch  werden;  so  kann  man 
nur  U'  =s  y  =s  gz  gebrauchen,  und  U'  ss  gx  •  (I  -h  ifS)  moss  unberücksichtigt  bleibeo. 

Unter  diesen  Umständen  ist  dm  =  H •  ^y^,   d.  h.  bei  positivem  gx  findet  ein  Mini- 

mum-stand,  ond  bei  negativem  gx  findet  ein  Maxiranni-staBd  statt.  ..Will-  man  aber 
auch  hier  das  Prfifnngsmittel  durch  directe  Reihenentwickelung  gewinnen,  so  setze  man 
wieder  U  an  die  Stelle  des  U,  und  (gx  +  x  •  $)  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichung  I 
tiberall  ein;  und  es  ergibt  sich 

IV)      2g3  .  x3  -h   3  •  g2  .  X2  .  X  .  $    -h  3gX  .  x2  .  5J2    4-    X3  .  «p3  __  3gx  .  U2 

—  3*x-$*U2-hU«  =  0 

Ans  dieser  Gleichung  hat  man  nun  alle  nach  steigenden  Potenzen  des  x  fortlanfenden 
Reihen  zu  entwickeln.  Man  setze  also  zunächst  (A  •  x^'  -f-  Ri)  an  die  Stelle  des  U  in 
Gleichung  IV  überall  ein;,  und  da  2*  g^  •  x^  soviel  ist  als  2  •  tr*  •  x^  •  x^,  so  hat  man 
folgende  Exponenten  miteinander  zu  vergleichen: 

Ö,     2a,    (2a  -H  1),    3a 

und  man  erkennt,  dass  nur  a  «  0  werden  kann.  Dabei  ergibt  sich  aber  folgende 
Coefilcientengleichung 
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2  .  g3  .  x3  -  3A2  .  g«  .  X«  4-  A*  =  0 
oder 

(A  —  gx)  .  (A«  —  2A  .  gx  —  a .  g2  .  x^  =  0 

d*  h.  es  Ui  entweder  A  =  gx  oder  A  r=  gx .  (|  4-  iTä).  Setxt  man  A  =  gx ,  m>  tie- 
konuDt  man  folgende  Reihe 

U  «  gx  +  ~  .  x2 .  ?J2  -  -«  -4-  A'yc^'9^ 

^  gx  3  •  g*  •  X* 

Nimmt  man  aber  A  »  gx  •  (1  +  tTS)  ,  so  bekommt  man 

II  =  gx  .  (1  H-  r 3)  4- 1 .  (3  +  a .  ifä) .  X .  $ 

Die  erste  dieser  Reihen  repräsentirt  eine  Form  des  U,  denn  alle  ihre  Glieder  sind  ein- 
deutig and  reell,  wie  man  aus  dem  Gesetze,  welchem  die  Coeffleieateftgleiehiiiigeii  onter- 
liegen,  nachweisen  kaim.  Sie  fingt  mit  dem  fSr  ü'  brancbbaren  Ansdracke  an,  nnd 
leigt,  dass  ein  Mtnimum-etaad  oder  Maxinram-stand  stattfindet,  je  nachdem  gz  positiv 
oder  negativ  ist- 

Die  zweite  dieser  Reihen  repräsentirt  die  beiden  andern  Formen  des  U.  Da  sie 
aber  nicht  mit  dem  für  U'  brauchbaren  Ansdracke  anfangt,  so  ist  sie  nicht  weiter  zo 
berücksichtigen. 

Zweitens.     Aus  -^  -«  —  folgt  entweder  ü  ■=  0  oder  ü  —  2y  =  0. 

A)  Ist  U'  ■»  0,  d.  h.  ist  U'  eine  Identische  Function  von  x,  so  wird  y  =  —  g  -  z. 
Zwr  Prülong  setze  man  U  an  die  Stdie  des  U,  md  (  -  gx  -4-  x  •  $)  an  die  Stelle  des 
y  in  Gleichung  I  überall  ein,  so  bekommt  man 

V)    8g«  .  X«  .  (x  .  $)  —  3gx  .  X«  .  ?«  +  x3  .  $3  -|.  3gx  .  tl«  --  3Uf  .  X  •  ?f  -h  tl^  5=  0 

Aus  dieser  Gleichung  hat  man  alle  nach  stelaranden  Potenzen  des  x  foHaehreiteoden 
Reihen  zu  entwickeln.  Man  setze  also  zunächst  (A  •  x'^  +  Ri)  an  die  Stelle  des  U  10 
Gleichung  V  fiberall  ein;  so  hat  man  folgende  Exponenten  miteinander  zu  vergleichen: 

I,    2a,    (2a -I-  1),    3a 

Die  ffir  a  sich  ergebenden  Werthe  sind  also  «  "^  s  vnd  a  r=  0.  Setzt  man  a  e»  -, 
so  bekommt  man 

U  =  .IT-  gx)  .  (x.^)^  -H  i  .  (x?)  4-  ^     J  ■         •  (x.»)« 

^  9  •  IT—  gl 


Reihe  reprflsentirt  zwei  Formen  des  tl,  und  zeigt  an,  dass  U'  ib  0  ein  Gränz- 
stand  ist;  denn  U  geht  vom  Imaginären  ins  Reelle  Ober,  wenn  (x  •  $)  vom  Positiven 
ins  Negative  fibergeht- 

Setzt  man  «  ^  0,  ao  bekommt  man 

u  «  --  3 .  gx  H-  j-ip  •  (x  •  *y 

Diese  Reihe  repräsentirt  die  dritte  Form  des  U;  da  sie  aber  nicht  mit  dem  für  U'  brauch- 
baren Ausdrucke  anfängt,  so  ist  sie  nicht  weiter  zu  berOcksichtigen. 

B)    Ist  U  —  2y  =  0,  so  ist  U  a  2y ;   und  wenn  man  2y  statt  U  in  Gleichung  1 

einaetft,   so  bekommt  man  y  •»  -^.    Wenn  man  diesen  Aosdroek  statt  y  In  Gleielrang 

r3 

I  zurückfuhrt,  so  zerlegt  9ich  dieselbe  in  /U  -H  -^^ \  •  /U  —  -^\  =  0,  d.  h.  es  ist  ent- 


"tntv 


weder  U'  »  —  -^  oder  U'  r=  +  ^  .    Da  aber  die  für  U  und  y  zu  suchenden  Aa&- 


9»1 

dr&cke  solche  «isammengehörige  Bein  müssen,   dass  niobi  oar  Gleiebung  i »  sevdem 
«ach  die  Gleichong  U  —  2>'  =0  identisch  werden;  so  kann  man  nor  {J'=:2y^=—~- 

fix 
gebraoehen,  ud  U'  =  —  -^  maM  diesmal  onbertduichtigt  bleiben.  Zur  Prtfting  seixe 

man  tt  ao  die  Stelle  des  U,   und  / -^  +  x  •  $\  an  die  Stelle   des  y  in  Gleichung  I 


U,   und  /^  +  X  .  $\ 


überall  ein,  so  bekommt  man 


3.g.x 


3 


tt«  —  3  .  U2  .  X  .  $  -4-  U3  »  0 


Dieses  ist  aber  genaa  dieselbe  Gleichang ,  wie  Gleichang  111 ;  und  man  bekommt  wieder 

die  iwei  Reihen 

3  8_ 

und 


U=  +  ^  +  ()f^gx.^9).(x.$)i  +1 


n 


^  •  X  •  zp  »  •  .  .  »• 


Die  erste  dieser  Reihen  repräsentlrl  eine  Form  des  tt,   sie  kann  aber  nicht  bifachtet 
werden,  weil  sie  mit  dem  filr  U'  unbrauchbaren  Ausdrucke  anfingt« 

Die  zweite  dieser  Reihen  repräsentirt  die  beiden  andern  Formen  des  U,    sie  fängt 

mit  dem  fttr  U'  als  brauchbar  erfundenen  Ausdrucke  an,  und  Ihut  dar,  dass  r''=  ^ 

K3 
ein  Grftnz-stand  ist  Uebrigens  ist  diese  zweite  Reihe  eine  von  denen,  wo  die  Zwei- 
fSrmigkeit  nieht  schon  beim  ersten  Gliede  beginnt. 


Aufgabe   20. 

Man  sucht  für  y  eine  solche  Function  von  x,    dass  das  in  flMgendeiP  ongefiionderlen 
Gleichang 

I)    U*  —  2x  .  IP  H-  (2  —  ai)  •  a  .  i3 .  U»  H-  x«  •  y«  -  4i3  .  y  -|_  4x^  «  q 

enthaltene  U  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  wird. 
Dvrch  Motiren  bekomnst  niMi  tunAdist 

...     -, x«  *  (2x  —  y) .  .    . 

"U    <^^  —  ü  .  pü2  -  3x  .  U  -f-  (2  -  ax)  .  a  .  x3]  •  "^y 


Erstens.    Aus  -^  =  0  folgt  2x  —  y  ==  0,  oder  y  «»  2x.    Gleichung  f  geht 


d,U_ 

nan  ftber  in 

ni)    (112  —  2x  .  r  +  (2  —  ax)  •  a  .  x3)  .  112  =  0 

Daraus  folgt  ü^  =•  (2  —  ax)  •  x,  U^  —  a  •  x«,  üi  =  0. 

A)   ist  IJ;  -  (2  -  ax)  .  X,  so  ist  ^ü  -  -  (g^ax)«  ^(1 -^nr) .  x'  ^^''  ^^  ^"""^^ 


«tat  Prodael  (1  ^  ai)  •  v  potlliv  »I,  imdti  eni  MtiiiiNMi-sIml  stall;  nd  so  tauge  das 
Prodiict  (1  —  ai)  •  i  negativ  ist,  findet  ein  Minimom-sland  statt 

B)  ist  Ui  «-  a  - 1«,  so  ist  ^ü  =  -h  -= — =—75 r —  •  ^y«.  So  tance  das  Pro- 

^  ^  a*  •  x'  •  (I  —  ax)  •  X     '  ^ 

daci  (f  >-  ax)  •  X  posilit  ist,  findet  jelxC  ein  Miniiw—i  utand  statt;  wmd  so  lamgt  das 
Prodnct  (1  —  ax)  •  x  negativ  ist  9  findet  ein  Maximom-stand  statt 

C)  Ist  U3  =^0,  d.  h.  ist  IT^  eine  idcnliscbe  Fooction  von  x;   so  nimmt  Gleielinng 
II  folgende  Form  an: 

IV)    ai=?-dy. 

Der  so  dj  gehörige  Factor  ist  also  anbestimmt  llan  stelle  das  Profangsmittel  aof  di* 
leelem  Wege  her,  setze  desshalb  U  an  die  Stelle  des  U,  ud  (2x  +  x  •  9)  an  die  Stelle 
des  7  in  Gleiehoiig  1  überall  ein;  so  bekommt  man 

V)    X«  .  X« .  ^  +  (2  —  ax)  .  a  .  x3  •  U«  —  2x  .  m   H  u*  =  0 

Daraus  lassen  sich  folgende  zwei  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihen  entwickeln: 

i 

Ö  «-  (  -  71 ^ f  •(*•*)—  rc ^ — ^-^  •  (x  •  *)* 

^        (i  —  ax)  •  ax '      ^      ^-^        (2  —  ax)*  -  a*  •  x^    "^      ^^ 

und 

tl  =»  (x  ±.  xfl  —  ax))  —  5— 7^ r^ — 73 —rr^ — 7 — ■ — 2 — ^x  '  (*  •  9y 

^  ^       2  •  (1  —  ax)  •  (I  —  ax  +.  I)  •  (x  jL  x(t  —  ax))    ^      ^^ 

Die  erste  dieser  Reihen  repräsentirt  zwei  Formen  des  Q ,  •  und  liefert  die  dem  IJ^  =:  0 
nflehstattliegenden  Nachbarzostände.  Sie  zeigt,  dass,  wenn  (2  —  ax)  •  ax  posiüT, 
U3  BB  0  ein  Einzel-Stand  ist;  und  dass,  wenn  (2  —  ax)  •  ax  negativ  ist,  das  U^  «  0 
zwar  kein  Einzel-stand,  aber  auch  weder  ein  Mazimnm-stand  noch  Minimom-stand  ist 

Diese  Reihe  dient  auch  dazn,  die  Bedeutong  der  anbestimmten  Form  -j-  «»  -  kennen  zu 

lernen;  well  nendich  das  erste  Glied  dieser  Reihe  den  Factor  x  hat,  so  Ist  -^   »>  ^ 

*  dy  0 


V      (2  —  ax)  .  ax/ 


Die  zweite  dieser  Reihen  reprasentirt  die  beiden  andern  aas  Y  herYorgehenden 
Formen  des  U,  liefert  aber  keine  dem  iTg  =  0  nfichstanliegenden  Nachbarzaslände, 
braucht  also  nicht  weiter  berOcksichtigt  zu  werden.  Usst  man  übrigens  bei  dem  Dop- 
pelzeichen nur  die  oberen  gelten,  so  geht  die  zweite  Reihe  Aber  in 


oder  in 


tt  =?  f 2  —  ax)  .  X  —  ^-73 rj-U; c (x  •  *)^ 

'  2  •  (2  ~  ax)*  •  (f  —  ax)  •  x    ^      ^' 

1  x* 

U  •»  (2  —  ax)  •  X  —  TS ^« — y2 =v —  •  —  '  ^y' 

^  ^  (2  —  ax)2  •  (1  —  ax)  •  X      1.2     ^ 


und  dieses  ist  der  unter  A  behandelte  Fall;    denn  wem  man  den  ffir  das  dortige  d*U 


X* 

hergestellton  Ausdrock  mit  dem  weggelassenen  Factor  —   multiplicirt,   so   bekommt 

man  genau  wieder  das  zweite  Glied  der  letzten  Reihe.    Lässt  man  aber  bei  besagten 
Doppelzeiehen  die  unteren  gelten,  so  bekommt  man 


oder 


U  =  a  .  X«  -h  5 — 5:5— ?r % i^'^y 

2  •  aV  •  (I  —  ax)  •  X    ^      ^^ 

aV  •  (1  —  ax)  •  X      1.2     -^ 


und  dieses  ist  der  unter  B  behandelte  Fall. 
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» 

Zweitens.     Aas  ^  »»  —  folgt  entweder  U  =  0  oder  2  •  U^  —  3x  •  U  +  (2 

—  ax)  •  a  •  x^  *»  0. 

A)  Ist  ü'  =»  0,  so  redacirl  sich  Gleichong  I  auf  x^  .  y2  _  4x3  .  y  -4_  4  .  x^  =  0, 
woraus  y  «a  2x  folgt,  so  dass  man  jetzt  wieder  den  letzten  der  behandelten  drei 
Fälle  hat. 

B)  Aus2  .  IP  — 3x  .  ü-f-(2-ax)  •  a  •  x^—O folgt ü'  «j  •  (3  ±  K'S  •  (I  -ax)«-hl) 
und  Gleichung  I  redncirt  sich  auf 

—  U*  -h  X  .  IP  -4-  x2  .  (y  -  2x)2  =  0 
woraus 

y  =  2x  ±  ^  .  1^8  .  (1  —  ax)«  ~  2  Ji  2 .  fS  ^(T^^Hn^W  i 
folgt.    Alles  Weitere  wie  gewöhnlich. 


Aufgabe  21. 

Man  sucht  für  y  eine  solche  Function  von  x,  und  zugleich  f&r  x  einen  solchen  be- 
stimmten Werth,  dass  das  in  folgender  ungesonderten  Gleichung 

0    U^  —  5  U3  .  — ^I-^  -h  x2  .  y2  —  4x3  .  y  +  ♦x*  =  0 
«I  a 

enthaltene  U  ein  Maximumwertb  eines  Maximum-slandes  oder  ein  Minimumwerlh  eines 
Minimum-Standes  werde. 

Durch  gemischtes  Mutiren  bekommt  man 


dy 
dx 


ii\     *fT  a-x2.(2x  —  y)         .    _L  /     a.x2.f2x  — y) 

II)    Aü  «  2ü2.(aü-x2+ax)  •  ^y  "^  (2U2  .  (aU  -  x^  +  ax) 

2 .  (2x  --  a)  »  Ü3  ^  3ax  .  (yg  -  6xy  +  SxQv 
6U2  .  (aü  ~  X»  4-  ax)  / 

Erstens.    Setzt  man  (5)11  »  0,  d.  h.  sowohl  -^  =  0  als  auch  -p  =  0;  so  hat 
man  zunächst  die  identische  Gleichung 

III)    2x  —  y  =  0 
und  in  Folge  dieser  Gleichung  bekommt  man  noch  die  nichtidenlische 

IV)    2  .  (2x  —  a)  .  ü^  —  3ax  .  (y^  —  6xy  4-  Sx«)  =  0 
Aus  III  folgt)  dass  die  gesuchte  Function 

V)    y  =.  2x 
ist;  und  wenn  man  diesen  Ausdruck  in  I  einsetzt»  so  gibt  sich 

entweder  VI)    U;  ==  0   oder    VII)    ü^  =  5  •  '^  ^  ^' 
Da  U|  =  0  eine  identische  Function  von  x  ist,  und  doch  nach  einem  bestimmten  Werthe 

,  4        x2  n^ 

von  X  gefragt  wird ;  so  kann  nur  üj  =  «  • berücksichtigt  werden.    Gleichung 

o  a 

IV  reducirt  sich  nun  auf 

VIII)    2  .  (2i  -  a)  •  ü^  =  0 

Daraus  folgt  x  »  >,  und  somit  ist  U"  »  —  ^.  Mutirt  man  Gleichung  II  noch  einmal, 

SO  ergibt  sich 

50 
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IX)  m-  =  i  •  «y»  +  I  •  -»«' 

Ist  a  posiliv,  so  ist  U"  »»  —  »  ein  Minimum werlh  eioes  llioimam-standes ;  ist  aber  a 

•3 

a 
negativ,  so  ist  U"  «=  —  0  ein  Maiimumwerlh  eioes  Maiimum-standes. 

Will   man    das   Prufiingsmittel    darch   directe   Reiheneiftwickelung    herslelleo,   so 
setze  man 

(U)  an  die  Stelle  des  U 

(a  -h  X  •  (dyy  H .  id?y  4- 1  oder  kurzweg  (a  4-  x  •  iT)  statt  y 

'  1.2  ' 

und 

|g  -h  X  .  «9i  -h  —  .  i^x  4- )  oder  kurzweg   (ä  ^  ^  '  ^)  s*»^*  * 

in  («leichung  I  ein;  und  man  bekommt 
X)    a«  .  (g  JI  -  ^)^  .  x2  +  48  .  ?  .  (^  JI  -  ?)*  .  x3  ^-  4  .  ^2  .  (|  ir  —  ^)^  .  X* 

Aus  dieser  Gleichung  hat  man  nun  für  fi)  alle  nach  steigenden  Potenzen  des  x  fortlau> 
fenden  Reihen  zu  entwickeln.    Man  bekommt  aber  folgende  zwei  Reihen 


3 

XI)   ,u,  =        x^  .  j^3a  .  (1  17  -  $) 


P 

ff    ■'" 

\2  " 

-^ 

7    • 

a 

-3-^ 

81 

■d« 

-») 

3a 

+ 

4$« 

.  x2 

und 


XII)    ,U)  =  -  3  -h 

Die  erste  dieser  Reihen  repräsentirt  drei   Formen  des  (U),  gibt  aber  nicht  die  dem  U" 
=  —  ^  nächstanliegenden  Nachbarzustftndet  ist  also  nicht  weiter  zn  beachten. 

Die  zweite  dieser  Reihen  repräsentirt  die  vierte  Form  des  (U>,  und  gibt  die  dem 
!!''»»_  .  nSchslanliegenden  Nach  barzustände.  Bei  dem  im  Momente  des  Verschwio- 
dens  gedachten  x  kann  man  ohne  angebbaren  Fehler  setzen 


.Xh  -  i:"  = 


8i(^./i-  ^y  -+-4.$« 


3a 


•  X* 


woran  man  erkennt,  dass  V"  =  —  »  ein  Maximumwerth  eines  Maximom-standes  oder 
ein  Minimumwerth  eines  Minimum-standes,  je  nachdem  a  negativ  oder  positiv  ist.  Weil 

y  «  2x,  so  i^t  (^)y  =  dy  -4-  2 .  i?i,  (<J,2y  «  ^y  H-  2 .  -^  .  ,9x  -f-  2  •  ^x,  etc.;   und 

wenn  man  diese  Ausdrucke  in  die  Reihe  XII  einsetzt,  und  abermals  nach  Potenzen  des 
X  ordnet,  so  bekommt  man 

27     _         8      _\        x2 


XIII)    ,u,  =  -?-.(g.ay»-H^.^x*).-f- 


Bei  einem  im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  x  kann  man  ohne  angebbaren  Fehler 

f27     _         8      _\        x« 


,U.  -  V"  «  (g  .  ay.  ^   -  .  ,.2)    .  ± 
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setzen,   woran  man  wieder  erkennt,  dass  U''  «=  —  ^  ein  Maitniumwerth  eines  Maii- 

mam-standes  oder  ein  Minimarawerth  eines  Minimum-Standes,  je  nachdem  a  negativ 

oder  positiv  ist  Wenn  man  in  Gleichung  IX  den  dort  weggelassenen  Factor  —  wieder 

hinsetzt,  so  bekommt  man  genau  den  zuletzt  für  die  Differenz  (U)  —  U''  hingestellten 
Ausdruck. 

Zweitens.    Man  setze  -?-  =  tt*  so  hat  man  entweder  U  =  0  oder  aU  —  \^ 

dy         0  '        ^ 

-4-  ax  ■=  0. 

Da  U'  =  0  eine  identische  Function  von  x  ist,  und  doch  nach  einem  bestimmten 

Werthe  des  x  gefragt  wird;  so  kann  U  =  0  nicht  weiter  berücksichtigt  werden.    Da-* 

^9 ax 

gegen  aus  aü  —  x'  4-  ax  =  0  folgt  U'  =  ;   und  wenn  man  diesen  Ausdruck 

a 

1       /x^  -"^  ax  \^ 
in  Gleichung  I  einf&hrt,  so  bekommt  man  s  •  ( )     -H   «*  •  (y    —   ^x)*  =  0, 

woraus  y  =:  2x  H-  x  •  ( )     •  W  5   folgt.     Diese   für  y  gefundene   Function   ist 

gelegt  erhält.    Der  für  x  gesuchte  bestimmte  Werth  ist  wieder  »  ^,  so  dass  jetzt  U" 

a  .  . 
j  ist 


( 


Zur  Herstellung  des  PrQfungsmtttels  setze  mau 

(Q)  an  die  Stelle  des  U 

a  H -z^  H-  X  •  i^jV  H •  (^^y  -h I  oder  kurzweg  |  a  -h -=l  4-  x  •  ili  statt  v 

und 

(|  -H  X  .  «yx  -H  —  .  i?2x  4- \  oder  kurzweg  (~  -h  x  •  $)  statt  x 

in  Gleichung  I  fiberall  ein,  und  entwickle  fiür  (U)  alle  nach  Potenzen  des  x  aufsteigenden 
Reihen.  Zulelzt  ffihre  man  ftkr  (^)y,  (d)^y,  etc.  die  Ausdrficke  ein,  und  ordne  aufs  Neue 
nach  Potenzen  des  x. 

Weil  aber  jetzt  y  =  2x  -f  x  •  (^^-^)    •  |f  gi  »o  "»^ 

.<5,y  -  (5y  -f-  (2  +  jj,-  .    ^  -j.,9x 

und  wenn  man  för  x  den  Werth  einsetzt,  so  gibt  sich 

2  2 

Auf  gleiche  Weise  ergibt  sich 

2  2  1 

und  so  fort. 
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Aufgabe  23. 


Mao  sucht  für  y  eine  solche  Function  von  x,  dass  das  io  foigeoder  angesundedeD 
Gleichung 

5 

1)    U3  ~  U  -h  a  .  r(y  —  ax)6  =  0 
enthallene  U  ein  Maximnm-stand  oder  llinimum-sfand  wird. 

5 

Das  Radical  W(y  —  ax)*  ist  fuDfl(5rmig;  um  aber  bequem  caiculiren  zo  können, 
setze  man 

5  .  6 

II)    U^  —  ü  -h  a  .  (ifT)  .  (y  -  ax)*  =  0 

6 

und  betrachte  nur  den  Factor  (ffl)  als  (unfli9rmig,  alles  Andere  aber  als  einförmig  und 
reell.    Um  die  Aufgabe  weiter  durchführen  zu  können,  bringe  man  sie  in  zwei  Abthei- 

5 

lungen,   wobei  man  dem  {Wl)  zuerst  seine  reelle  und  dann  seine  vier  imaginären  For- 
men beilegt. 

Brate  AUhcUug. 

Wenn  man  dem  (ifT]  seine  reelle  Bedeutung  beilegt,  so  geht  Gleichung  11  fiber  in 

6 

III)    Ü3  -  ü  -h  a  .  (y  -  ax)«  =  0 

wo  Alles  reell  und  einförmig  ist.    Daraus  folgt 

t 

^  5  .  (3U2  —  i)     ^ 

Erstens.    Aus  --^  ==  0  folgt  y  =  ax,  und  dabei  reducirt  sich  Gleichung  III  auf 

U3  —  u  =  0,  so  dass  man  hat 

U;  =0,    Ü2  =  -h  I,   U3  =  -  1 

und  man  erkennt,  dass,  weil  diese  drei  für  U  gefundenen  Ausdrucke  ganz  unabhängig 

sind  von  dem  Werthe  des  x,  auch  von  einer  secundären  Beziehung  keine  Rede  sein 

6a 
kann.    Hier  wird  ^U  =  —  -^  •  dy^^  so  dass  man   das  Pröfungsroittel  durch   direcCe 

Reihenentwicklung  herstellen  muss. 

Hier  hat  man  ein  Beispiel,  wo  der  aus  einer  ungesonderten  Glei- 
chung abgeleitete  zweite  Mutationscoefficient  in  den  Nenner  einen 
Factor  bekommt,  welcher  im  Nenner  des  ersten  Mntationscoefficienten 
noch  nicht  vorhanden  war. 

Man  setze  nun  U  an  die  Stelle  des  U,  und  (ax  -h  x  •  $)  an  die  Stelle  des  y  in 
Gleichung  III  Qberall  ein,  so  bekommt  man 

6 

IV)    a  .  (x  .  $)*  -  U  -h  U3  =  0 
Daraus  ergeben  sich  folgende  zwei  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihen: 

V)    U  =  ±  1  -  I  .  (x.$)5  T  I  •  ilf  •  (X  -ÜJ)^  -  f  .   (|r.(x  ■  ?)^ 

39      /a\4      .      _.T 


?  •  (ir  ■  (« • « 


und 
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«  18  M  i« 

VI)    U  =  a  .  (x  .  »)*  4-  a^  .  (x  .  $)  «   +  Sa^  •  (x  •  ^)  «   -h  12  .  a^  .  (x  •  $)  * 

64 

-h  55  .  a»  .  (x  .  $)  * 

Die  Radicale  (x  •  $)^  i  (>«•$)  ^  «  6tc.  etc.  sind  alle  als  eioformig  and  reell  za  nehmen, 

6 

weil  in  Gleichang  lU  das  entsprechende  Radical  (y  —  ax)^  nur  als  einförmig  and  reell 
gefiommen   worden  ist    Die  Reihe  Y  repräsentirt  also  zwei  Formen  des  U,  so  dass 

Uj  =  +  1  and  U3  =  —  1  Maximum-Stände  oder  Minimum-stftnde  sind,  je  nachdem  a 

positiv  oder  negativ  ist.    Die  Reihe  Tl  reprftsenlirt  die  dritte  Form  des  U,  ond  sagt, 

dass  Ui  =  0  ein  Maximam-stand  oder  Minimam-stand  ist,  je  nachdem  a  negativ  oder 

positiv  ist. 

Zweitens.    Aus  ^  =  ^  folgt  3Ü»  -  1  =  0,  also  ist  ü'  —  |y  j.  Führt  man 

6 

diesen  Ausdruck  in  III  ein,  so  bekommt  man  y  r=  ax  +  W  I --=)  ,  von  welcher 


Function  man  jedoch  nur  die  reellen  Formen  berficksichtigen  darf. 
Und  so  fort. 

Zweite  AfetheU«i4p. 

5 

Legt  man  in  Gleichung  II  dem  Radical  (iTT)  seine  vier  imaginären  Formen  bei,  so 
bekommt  man 

vm  ^u  = -,  gg^gj) '  (y -"  ^^)^  <5v 

Erstens.    Aus  -J-  =  0  folgt  wieder  y  =  ax,  ond  ü^  ^  0,  Ü2  =  -H  1, 1)3  =  —  1. 
Man  findet  aber,  dass  jetzt  die  für  U'  erhaltenen  Ausdrücke  Einzel-stände  sind. 

Zweitens.     Aus  -^-  =  -^  folgt  wieder  U'  =  Wo*  und  dabei  geht  Gleichang 
II  Über  in  -  5  }y  5  +  a  •  ()fT)  .  (y  -  ax)*  =  0,  oder  a  •  (n)  •  (y  -  ax)« 

BB  -  .  ijr   ö*    ^enn  man  hier  beiderseits  auf  die  fünfte  Potenz  erhebt,  so  bekommt 
man 

6 

y  —  ax 

drücke  in  II  ein,  so  bekommt  man 


a*  •  (y  —  ax)*  ■«  f -A  ,  oder  (y  —  ax)*  —  l -— I  ;     ood  'daraus    folgt 

^^  ^         \3  •  If  3/  ^^  ^         \3a  •  r3/  "^ 

6   

=  W  I -=)  .    Führt  man  nun  die  für  ü  und  für  (y  —  ax)  erlangten  Aus- 


0  


oder 


5 
Weil  aber  (ifl)  nur  seine  vier  imaginären  Formen  repräsentirt,  so  enthält  letztere  Glei- 
chung einen  Widersprach:  und  somit  ist  dieser  zweite  Fall  nicht  welter  zu  beachten. 
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A  u  fga  be  23. 

Mao  sachl  (Qr  y  eine  solche   FudcIioo   von  x  und   w,   and  zugleich  für  x  und  w 
solche  besUmmte  Werthe,  dass  das  in  Tolgender  Gleichaog 

I)  ü^  —  8  .  (ai  -h  xw  —  x2  —  w2)  •  y  •  U  4-  c^  •  y*  =  0 

enthaltene  U  ein  Maximomwerth  eines  Maximura-standes  oder  ein  Minimumwerth  eines 
Minimom-standes  wird. 

Man  setze  znr  Ahkärzang  m  statt  2U^  —  4  •  (ax  +  xw  —  x^  —  w^  *  y,  so  ist 

II)  (^)ü  •«'—  •  (4<ax  -f  xw  —  x2  —  w«i .  ü  —  c»  .  y)  .  ay 

"^  iS"  '   f*  •  (a  -♦■  ^  —  2x)  .  yü  H-  (4  .  rax  4-  xw  -  X«  —  w«) .  ü  —  c»  .  y)  .  ^1  •  ^x 

-+-  j^  •  r*  .  (x  -  2w)  .  yü  -+.  (♦  .  (ax  -h  xw  -  x«  -  w»;  •  ü  -.  c»  •  y)  •  ^1  •  t?w 

Erstens.    Setzt  man  rdjU  =  0,  d.  h.  sowohl  -—  »  0  als  auch  «4-    '^  0  ood 

dy  dx 

d  r 

p.  SS  0;  so  hat  man  zonächst  die  identische  Cileichuog 

I  ^l 


III)    4 .  (ax  -h  xw  —  X»  —  w2)  .  ü  —  c?  •  y  =  0 
Daraas  folgt 

iV)    y  =  ^  •  (ax  -h  xw  ^  x2  -  w»)  .  U 

Eliminirt  man  y  aus  I,  so  gibt  sich 

V)    IP .  (ll»  —  1| .  (ax  ^  xw  -  X«  -  w2)*)  =  0 

Aus  dieser  Gleichung  folg!  zonächst  U  ==  0«  welclies  Resollat,  da  es  eine  Identische 
Gleichung  ist,  nicht  weiter  berücksichtigt  zu  werden  braucht,  da  dabei  von  einem  be- 
stimmten Werthe  des  x  und  des  w  keine  Rede  sein  köonte.  Aus  V  folgt  aber  aoch  noch 


VO    ü'  =  *  .  (ax  H-  XW  -  x2  -  w«)  .  ffl 

ood  sooach  gibt  sich  aus  Gleichuog  IV,  dass 

VII)    y  =  ^  .  (ax  -H  xw  -  X«  --  w«)*  .  Ffl 

In  Folge  voo  Gleichoog  II  bekommt  mao  aber  aoch  noch  die  beiden  nichtidentisehen 
Gleichongen 

VIII)    a  +  w  —  2x  =  0,  und   IX)    x  -  2w  =  0 

2a  a 

Daraus  folgt  x  =  -^  ond  w  =  ?,  so  dass  jetzt  der  ffir  U  gesuchte  bestimmte  Werlh  ist 

X)    ü"  =  ^  .  iTi 
^  3c 

Das  Radicai  Wl  zeigt  an,  dass  alle  damit  multiplicirten  Ausdrfkcke  ein   zweidenügesi 
Vorzeichen  haben.    In  Folge  alles  Vorhergehenden  ist  jetzt 

XI)      m'^  =   ""   S    •    n^)     •  ^y^   -^   4  .   ((^X    -    ^W)2  H-    .5^x2   -h    ,9W«)1   •  Wl 

Da  das  zweideutige  Radicai  iTT  sowohl  in  Gleichung  X  als  auch  in  XI  gemeinschaflii- 
eher  Factor  ist,  so  entscheidet  man  sich  (§.  114.  y.  3.  a)  auf  folgende  Weise: 

a)    Hat  das  Radicai  die  Redeutung,  wobei  das  Product  c  •  Hfl  positiv  wird:  so  isl 


3d9 

U"  positiv  und  iS?ll  nesfaliv;  es  findet  also  ein  Maiimom-wertli  eines  MaxiDiam- 
Standes  statt. 

0)  Hat  das  Radicai  die  Bedeutung,  wobei  das  Product  c  •  Ifl  negativ  wird,  so 
ist  U"  negativ  und  (dfV  poisitiv;  es  findet  also  ein  Minimumwerth  eines  Minimum- 
Standes  statt t  jedoch  in  dem  Sinne«  dass  in  der  Aoalyafs  ein  negativer  Ausdruck  für 
desto  kleiner  gilt,  je  weiter  sein  Werth  von  Null  absteht. 

Will  man  das  Prüfungsmitlel  durch  direete  Reihenentwicklung  herstellen,  so  setze  man 

(U;  an  die  Stelle  des  U 
(  ^  \.   .  ifT  -H  X  .  ,J,y  -H  ^  .  ^^?y  -h )  oder  kurzweg  (  ^  'J^-  •  iTT-f-x  •  Jt)  stafty 

/2a  X*  \  /3a  \ 

(-5-  -f-  X  .  i?i  H .  i92x  -h j  oder  kurzweg  (y  +  ^  *  5?j  8^*^  ^ 

und 

(^  -f-  X  .  i?w  -h  ^  •  «?^w  -h j  oder  kurzweg  (0  *♦■  »  •  Ct)  statt  w 

in  Gleichung  I  ein.     Dann  bekommt  man 
8a2 


"f  •  X   • 

3 


iT .  ,u,  +  ^  •  (^ .  »f  n .  («2  -  *  •  o  +  o«) .  i» .  ,u, 

•  * 


Setzt  man  hier  (nach  $.  20  bis  §•  ^)  zunächst  <U)  »  (A  •  x<^  h-  Ri),  so  findet  man, 
dass  nur  a  =  0  werden  kann,  dass  also  aus  Gleichung  Xlf  sich  keine  Reihe  ergibt, 
die  ein  mit  irgend  einer  Potenz  des  x  beharieles  erstes  Glied  hat.  Die  erste  Coefficien- 
tengleichung  ist 

welche  Gleichung  sich  gradezu  zerlegt  in 

X„D(*-^.^).[A..(^.n).A..(^.n)'.A 

Daraus  folgt  zunächst 

XIV)  A  =  !^ .  ri 

Entwickelt  man  die  mit  diesem  Ausdrucke  anfangende  und  nach  Potenzen  des  x  auf- 
steigende Reihe  noch  weiter;  so  bekommt  man 

Diese  Reihe  repräsentirt  nur  eine  der  vier  aus  XII  sich  fttr  (U)  ergebenden  Formen ; 

zugleich  stellt  sie  die  dem  U"  =  -^  •  Wi  nächstanliegenden  Nachbarzusfände  dar,    so 

dass  die  übrigen  drei  fQr  (U)  noch  herzustellenden  Formen  nicht  weiter  berficksichtigt 
zu  werden  brauchen.  Auch  erkennt  man  an  dieser  Reihe  gradezu,  dass  ein  Maximum- 
werth  eines  Maximum-standes  oder  ein  Minimumwerth  eines  Minimum-Standes  staltfin- 
det, je  nachdem  c  •  ifl  positiv  oder  negativ  ist,  wie  schon  einmal  auseinandergesetzt 
wurde. 
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d  y  d  y 

Nan  ist  (^)y  =  ^y  H-  -^  •  i?x  -H  -^  •  ^w ;  ond  wenn  man  aas  Gleichung  VII  für 

d  y  d  y 

die  partiellen  DifferenUalqaolienlen  -^  ond  -p^  die  Ausdrücke  ableitet,    und  die  ffir  x 

und  w  gefundenen  Werthe  einführt;  so  bleibt  in  diesem  Falle  nur  Ay  =  ^y.  Auf  Abo- 
liche Weise  verfahre  man  mit  (^y.  Und  so  fort  Fährt  man  nun  fQr  J7,  $»  D  die 
Ausdrucke  ein,  und  ordnet  man  aufs  Neue  nach  aufsteigenden  Potenzen  des  x;  so  gehl 
Gleichung  XV  über  in 

xvi)   (U,  =  ^ •  ^^l  •  [(1^)  •  ^y' -^ H(^  —  ^^^  +  ^« -H «>w«)^  'Ti'^ 

Aus  XVI  ergibt  sich  also  genau  dasselbe  Prfifungsmiltel,  wie  aus  XI. 

H  f  T  9f 

Zweitens.    Man  setze  -^  ■»  -g-,  so  hat  man  die  identlsdie  Gleichung 

XVII)    2U3  —  4(ax  4-  iw  -  X«  -  w«)  .  y  =  0 
Eliminirt  man  y,  so  geht  Gleichung  I  über  in 

XVIII)   2? .  (c2  .  Ü2  -  12  •  fax  4-  xw  —  x2  —  w«))  =  0 

4 .  (ax  +  xw  -  x2  -  w2)* 

Daraus  folgt  zuerst  U  =  0,  welches  Resultat,  da  es  eine  identische  Gleichung  ist,  nicht 
weiter  berficksichligt  zu  werden  braucht,  weil  dabei  von  einem  bestimmten  Werthe  des 
X  und  des  w  keine  Rede  sein  kann.  Aus  XVIII  folgt  auch  noch  femer  die  identische 
Gleichung  * 

XIX)    c«  .  ü»  —  12  •  (ax  -h  xw  -  X«  —  w«)  =  0 

Diese  Gleichung  mit  I  verbunden  gibt 

XX)    y  =  ^  •  (ai  -h  iw  ~  X«  -  w^O*  •  If5 
und 

XXI)    U'  =  ?  .  (ax  H-  xw  -  x2  -  w2)  .  ffl 

2a  a 

Man  bekommt  also  hier  wieder  x  =  -^  und  w  =  ^,  so  dass  jetzt 

XXII)    ü"  =  ^  •  If3 

ist.  Das  Radical  lf3  zeigt  an,  dass  alle  damit  multiplicirten  Ausdrucke  ein  doppeltes 
Vorzeichen  haben.  Das  Prüfungsmiltel  wird  durch  directe  Reihenentwicklung  herge- 
stellt, wie  schon  einmal  geschehen  ist. 


Aufgabe   24. 
Es  sei  folgender  Ausdruck 

I)    U  =  a  +  ^(x  .  y  -  y2)*  -h  \Wh  •  x  —  x«) 

vorgelegt.  Man  habe  zu  untersuchen,  ob  bei  irgend  einer  Function  y  von  x  und  bei 
irgend  einem  festen  Werthe  des  x  der  vorgelegte  Ausdruck  ein  ausgezeichneter  Zustand 
werden  und  dieser  Zustand  einen  ausgezeichneten  Werth  annehmen  kann. 

Jedes  der  beiden  Radicale  ist  dreiformig,  so  dass  der  vorgelegte  Ausdruck  neun- 

3_  i 

förmig  ist.    Um  aber  bequem  caiculiren  zu  können ,  setze  man  (lf  T)  •  (x  •  y  —  y')^  statt 
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lr(x  .  y  _  y2)4  „na  (ifT)'  .  (b  .  X  --  X«)'  statt  («Tb  •  x  —  x«)*,  und  betrachte  blos  die 

S_  3 

FacCoren  (vTl)  aod  (fff)^  als  dreifSrmig,  alles  Andere  aber  als  eiofSmiig  und  reell. 

Bntc  Abthelluig. 

Man  anCersQche  zuerst  die  Form 

♦  i 

U  =  a  ■+■  (xy  —  y»)*  4-  (bx  —  x«)« 

wo,  wie  gesagt,  Alles  als  reell  behandelt  werden  mass. 

Zweite  AMhcUvHg. 

Man  untersuche  die  Form 

3  4  i 

ü  =  a  -H  (iTl)  .  (xy  -  y«)»  H-  (bx  -  x«)« 

3 

WO  der  Factor  (Wl)  seine  beiden  imaginftren  Formen  repräsentirt,  alles  Andere  aber 
reell  iat 

DHtte  AfetheUvag. 

Man  untersuche  die  Form 

ü  «  a  -f-  (xy  -  y«)«  -H  (iTT)*  .  (bx  -  x«)» 

wo  der  Factor  (ifT]  seine  beiden  imaginären  Formen  repräsentirt ,  alles  Andere  aber 
reell  ist. 

Vimrtm  Ahthmlimm^. 

Man  untersuche  die  Form 

3  A3  9 

ü  =  a  4-  (iTl)  •  (xy  -  y«)*  ■+■  (*T)^  •  (bi  -  x«)^ 

3  3 

WO  jeder  der  Facloren  {Wl)  und  (ifT)  seine  beiden  imaginären  Formen  repräsentirt 
Dieser  letzte  Ausdruck  ist  sonach  vierfOrmig,  und  liefert  einen  EInzelwerth  eines  Ein- 
zel-standes. 


Aufgabe  35. 

WeldM  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkeUge  Goordinatensystem  bezogenen  räum- 
lichen Gurven  hat  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Eigenschaft,  dass  sie  das  Product  irgend 
einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  mit  den  beiden  zugehörigen  Ordinaten  und  mit 
dieser  um  ihre  beiden  Ordinaten  verminderten  Abscisse  grösser  oder  kleiner  macht,  als 
es  bei  der  nemlichen  Abscisse  alle  andern  der  gesuchten  Gurve  in  jedem  Punkte  nächst- 
anliegenden Nachbarcurven  machen  können? 

Die  hier  gestellte  Aufgabe,  welche  einen  Maximum-stand  oder  Minimum- stand  sucht, 
fOhrt  auf  den  allgemeinen  Ausdruck 

I)    lJ==x»y«z*(x  —  y  —  z) 

wo  X  jede  beliebige  Abscisse  und  y  und  z  die  jedesmaligen  Ordinaten  der  gesuchten 
Gurve  sind.  Die  Ordinaten  der  Gurven,  welche  der  gesuchten  Gurve  in  jedem  Punkte 
nächstanliegen,  werden  dargestellt  durch 


II)    y  -H  X  .  ay  4-  —  •  ^y  -h  j^  •  ^3y 


5t 
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-^  1.8  1.2.3 


Aus  I  bekomml  man  doreh  Motiren 

IV)  dU  =»  (x  —  2y  —  i)  •  X  .  z  .  ay  +  (x  —  y  —  2z)  •  X  •  y  •  dz 

V)  a^ü  =  (x  —  2y  —  z)  .  X  .  z  .  a«y  H-  (x  —  y  -  az)  .  X  •  y  .  4«z 
—  2x  .  z  •  dy2  +  2x  •  (x  —  2y  —  2z)  .  dy  •  dz  —  2x  .  y  .  dz2 

Hier  wird  dU  =  0  in  folgenden  vier  Fällen: 

1)  wenn  x  —  2y  —  z  =  0  and  x  —  y  —  2z  =r  0 

2)  wenn  x  —  2y  —  z  =  0  nnd  y  =  0 

3)  wenn  z  =  0  und  x  —  y  —  2z  =  0 

4)  wenn  z  =  0  und  y  =  0 

Erster  Fall.    Wenn  x  —  2y  —  z  «»  0  nnd  x  —  y  —  2z  =  0,  so  gibt  sich 

>  =  ^  •  X  und  z  a  ^  .  X,  Die  gesuchte  räumliche  Gurve  ist  also  eine  dorch  den  An- 
fangspunkt der  Goordinaten  gehende  Grade,  deren  in  den  Goordinatenebenen  XY  und 
XZ  liegenden  Projectionen  mit  der  Abscissenaxe  einen  Winkel  einschliessen ,  dessen  go* 

niometrische  Tangente  «=  ^. 

Gleichung  V  redncirt  sich  nun  auf 

VI)    d«ü  =  -  I .  x2  .  [(dy  ■+■  i  .  dz)^  -h  I .  d2«J 

Dieser  Ausdruck  bleibt  unter  allen  Umständen  negativ;  nnd  somit  erkennt  man,  dass 
U'  =  ^  •  x^  ein  Maximum-Stand  ist.  Will  man  aber  das  PrQfungsmittel  durch  direcle 
Reihenentwicklung  herstellen,  so  setze  man 

^^  .  z^  +  JV)  an  die  Stelle  des  U 
( ö  -H  X  .  dy  -H  —  •  d*y  4- )  oder  kurzweg  (•  +  ^  •  ^)  ^^^^  y 


und 


f  ^  4-  X  .  dz  +  —  •  d'z  -h I  oder  kurzweg  (ü  "♦"  '^ '  Ct  i  statt 


in  Gleichung  I  ein,  reducire  soviel  als  mdgllch,  und  man  bekommt 

^ü  «  —  I .  X?  .  x«  .  ($«  4-  S^ .  D  4-  D2)  —  X  .  x3  .  $  .  D  .  (?J  +  O) 

Wenn  man  hier  för  $  und  D  die  Ausdrücke  zurückführt,  so  gibt  sich  folgende  nach 
,  ganzen  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe: 

VII)    ^ü  =  —  ^  .  x2  .  x2  .  (dy2  4-  dy  .  dz  -h  dz«)  — 


x^ 

Wenn  man  in  Gleichung  VI  den  weggelassenen  Factor  —  wieder  hinzusetzt,  so  be- 

1.2 

kommt  man  genau  das  erste  Glied  der  in  VII  hingestellten  Reihe.    Durch  die  direcle 
Reihenentwicklung  ist  also  abermals  bewiesen,  dass  ein  Maximum-stand  stattfindet 

Zweiter  Fall.  Wenn  x  —  2y  —  z  =  0  und  y  =  0;  so  bekommt  man  für  y 
eine  identische  Function,  und  z  =  x.  Die  gesuchte  räumliche  Gurve  ist  also  jetzt  eine 
durch  den  Anfangspunkt  der  Gogrdinaten  gehende  Grade,  welche  ganz  In  der  Goordl- 
natenebene  XZ  liegt,  und  mit  der  Abscissenaxe  einen  halben  rechten  Winkel  einechliesst. 
Dabei  reducirl  sich  Gleichung  V  auf 
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VIII)  a»ü  =  -  2x»  .  (dy^  H-  dy  •  dz) 

Dieser  Aasdruck  kann  aber  Dicht  anter  allen  Umständen  einerlei  Zeichen  behalten,  und 
somit  findet  Jetzt  weder  ein  Maximum-stand  noch  Minimum-stand  statt. 

Dritter  Fall.  Wenn  x  —  y  —  2z  ■>  0  und  z=:  0;  so  bekommt  man  für  z  eine 
identische  Function ,  und  y  =  x.  Die  gesuchte  räumliche  Curve  ist  also  eine  durch  den 
Anfangspunkt  der  Goordinaten  gehende  Grade,  welche  ganz  in  der  Coordinatenebene 
XY  liegt,  und  mit  der  Abscissenaxe  einen  halben  rechten  Winkel  einschliesst  Dabei 
reducirt  sich  Gleichung  V  auf 

IX)  <5«U  =  —  2  .  x«  .  (^y  .  dz  -H  ^z«) 

Dieser  Ausdruck  kann  aber  nicht  unter  allen  Umständen  einerlei  Zeichen  behalten,  und 
somit  findet  jetzt  weder  ein  Maiimum^stand  noch  Minimum^stand  statt. 

Vierler  Fall.  Wenn  y  =  0  und  z  =  0,  so  tut  man  die  ganz  In  die  Abeeissen- 
axe  lallende  Grade.    Dabei  reducirt  sich  Gleichung  V  auf 

X)    ^ü  =  2z»  .  dy  .  dz 

woran  man  erkennt,  dass  auch  jetzt  weder  ein  Mazimom-stand  noch  Minimuin-etand 
stattfindet. 


Aufgabe  96. 

Man  sucht  y  und  z  als  solche  Functionen  von  z,  dass  der  Ausdruck 

1)    ü  =5  y»  —  z  .  y  -h  (ax  —  z)* 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stahd  wird. 
Durch  Mullren  bekommt  man 

U)    dU  —  (2y  —  x)  .  dy  -  4  •  (az  —  z)*  •  dz 

lU)    a»ü  —  (2y  —  x)  .  d^  -  4  .  (ax  —  z)3  .  Ä  4-  2  .  dy«  -H  12  .  (ax  —  z)«  •  dz« 

Hier  bekommt  man  die  beiden  identischeD  Gleichungen 

IV)    2y  -  X  =  0  und  V)    ax  —  z  =  0 

1  X« 

Es  ist  also  y  SS  ^  •  X  und  z  =  ax;  und  somit  ist  U'  =  ^  -j-.     Dabei    reducirt    sich 

Gleichung  HI  anf  d«U  =  2  •  dy«,  so  dass  man,  weil  letzterer  Ausdruck  nichts  von  der 
Motation  des  z  enthält,  das  Prüfungsmittel  durch  directe  Reihenentwicklung  herstellen 

moss.    Man  setze  also  (—  V  "^  ^)  ^^^^  ^'  (|  "^  ^  '  ')  ^^*'^  y*  ^^^  (az  H-  x  •  D) 

statt  z  in  Gleichung  1  Qberall  ein;  so  bekommt  man 

VI)    i^  =  X«  .  $«  -H  X*  .  O* 

Bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  x  ist  das  Zeichen  des  JV*  mit  dem 
Zeichen  des  x«  •  $«  einerlei;  allein  dieser  mit  der  niedrigsten  Potenz  des  x  behanete 
Theilsalz  enthält  nur  die  Mutation  des  y,  während  zfU  einerlei  Zeichen  haben  muss  bei 
jedem  unendlichkleinen  Werthe  sowohl  der  Mutation  des  y  als  auch  der  Mutation  des 
z ,  also  auch ,  wenn  z.  B.  die  Mutation  des  y  zu  NuN ,  d.  h.  wenn  $  =  0  wird.  In  die- 
sem Falle  ist  aber  /#U  =  x^  •  D^,  so  dass  jetzt  das  J\]  ebensogut  positiv  ist,  als  zuvor, 
wo  $  Dicht  NuU  war.     Da  nun  JV  unter  allen  Umständen  positiv  bleibt,  so  ist  U' 

x« 
=  —  -j-  ein  Minimum-Stand. 
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Aufgabe   27. 
Man  sochl  (ür  y  und  z  aolche  Panetionttn  von  i,  daas  der  Atudmck 

3 

1)  ü  =  a«  -H  (ax  -  y«)*  +  ^(x«  -  hiy 

ein  Maxiinam-8land  oder  Minimam-stand  wird. 

Dieser  Ausdruck  ist  wegen  des  Radicals  dreiförmig.    Um  aber  bequem  calcaliren 
zu  können,  seUe  man 

H)    ü  =  a»  -h  (ax  -  yO*  -H  {^)  •  (»»  -  hz)^ 

s 
und  betrachte  nmr  den  Factor  (Wl)  als  dreifftrmigy  alles  Andere  aber  als  eiiifSnnig  und 
reell. 

Man  gebe  dem  Faelor  ifT  seine  reelle  Bedeutung,   und  Glelchmig  H  geht  Ober  in 

III)    ü  =  a«  -f-  (ax  -  y«)*  +  (x«  -  bz)« 

wo,  wie  gesagt,  Alles  als  eindeutig  und  reell  betrachtet  werden  muss.  Durch  Mutiren 
bekommt  man 

IV)    W  =  -  4  .  (ax  -  y«)  .  y  .  ay  -  I ^ j  .  dt 

(x2  -  bz)» 

Hier  kann  man  nur  -j-  «  0  und  -f-  =  -ir  setzen,  und  es  Ist 

dy        dz    0 

f )  entweder  y  :»  0  und  x'  —  bz  c=  0 

2)  oder  ax  —  y«  =  0  und  x*  —  bz  =  0 

A)  Ist  y  =  0^  d.  h.  ist  y  eine  identUche  Function  ¥on  x,   und  z  :ss  -->;   so  ist 

D 

ü'  =  a«  .  (I  -f-  x2). 

Zur  Herstellung  des  PrQfongsmittels  setze  man  a^  •  (f  +  x^  +  ^  an  die  Stelle 

des  ü,  (0  +  X  •  $)  oder  schlechthin  x  •  $  an  die  Stelle  des  y,  und  (x  "^^  ^  '  ^)  *" 
die  Stelle  des  z  in  Gleichung  III  überall  ein;  so  bekommt  man 

8        S  S 

V)    JV  =  b»  .  x»  .  e»  —  2ax  .  X«  .  ?«  +  X* .  ?* 

Bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  x  hat  /fU  allerdings  mit  dem  ersten 
Gliede  dasselbe  Zeichen ,  d.  h.  JU  ist  positiv ;  allein  der  mit  der  niedrigsten  Potenz  des 
X  behaflejle  Thellsatz  enthält  nichts  von  der  Mutation  des  y,  während  doch  JV  einerlei 
Zeichen  haben  soll  bei  jedem  anendlichkleinen  Werlhe  sowohl  der  Mutation  des  y  als 
auch  der  Mutation  des  z,  also  auch  wenn  z.  B.  die  Mutation  des  z  zu  Null,  d.  h.  wenn 
Ct  es  0  wird.    In  diesem  Falle  i^t  aber 

//ü  =  —  2ax  .  x«  .  $2  ■+■  X*  .  $* 

so  dass  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  x  das  Jf5  sein  Zeichen 
wechseln  kann.  Da  nun  das  JU  nicht  bei  jedem  unendlichkleinen  Werthe  der  Mutation 
des  y  und  des  z  dasselbe  unwandelbare  Zeichen  behält;  so  kann  jetzt  von  einem  voll- 
ständigen Maximum-Stande  oder  Minimum-standc  keine  Rede  sein. 

-r—  X* 

B)  Ist  ax  —  y«  =  0  und  x«  —  bz  =  0,  so  ist  y  =  If ax  und  z  =  ^ .     Femer 

ist  IT'  =  a^,  so  dass,  weil  U'  vom  Werthe  des  x  unabhängig  ist,  von  einer  seeundären 
Beziehung  keine  Rede  sein    kann.    Zur   Herstellung   des   PrQfungsmittels   setze    man 


405 

(a^  +  ^V)  an  die  Stelle  des  U,  (if»  +  x  -  $)  an  die  Stelle  des  y ,  and  (^  +x  •  o\ 
an  die  Stelle  des  z  in  Gleidinng  III  überall  ein;  so  bekommt  man 

s  1 

VI)    i^  —  b»  .  (x  .  D)«  +  i^lfü  -h  X  .  $)«  .  X«  .  $« 

Bei  dem  im  Momente  des  Yerscbwindens  gedachten  x  hat  ^  allerdings  mit  dem  ersten 
Gliede  dasselbe  Zeichen ,  d.  h.  ^  ist  positiv ;  allein  der  mit  der  niedrigsten  Potenz  des 
X  behaflete  Theilsatz  enthält  nichts  von  der  Mutation  des  y,  während  doch  JU  einerlei 
Zeichen  haben  soll  bei  Jedem  onendlichkleinen  Werthe  sowohl  der  Motation  des  y  als 
auch  der  Mutation  des  z ,  also  anch  wenn  z.  B.  die  Mutation  des  z  zu  Null ,  d.  h.  wenn 
0  =  0  wird.    In  diesem  Falle  ist  aber 

JV  =  (Älfü  -H  X  .  $)«  .  x2  .  5J« 

80  dass  Jetzt  bei  dem  im  Momente  des  Yerscbwindens  gedachten  x  das  d^  eben  so  gut 
positiv  ist,  als  vorher,  wo  D  nicht  Null  war.  Da  nun  Jü  unter  allen  Umständen  po- 
sitiv bleibt,  so  iaC  U'  »  a>  ein  Minimom-sUnd. 

Zweite  ikbtheUvif . 

Man  kehre  nun.  wieder  zu  Gleichung  II  zurlkck,  und  lege  dem  (iTT)  eine  seiner  bei- 
den imaginären  Formen  bei. 

A)  Ist  wieder  y  =  0  und  z<  —  bz  =  0,  so  bekommt  man  wieder  den  reellen  Aus- 
druck U'  =  a'*(l  H-  x^,  und  die  zugehörigen  nächstanliegenden  Nachbarzustände 
sind 

3         111 

dV  =  {jTl}  .b«  .X»  .D*  -  aix.x».?J»4-x*.^ 

woran  man  erkennt,  dass  jetzt,  soviel  von  der  Mutation  des  z  abhängt»  ein  Binsel-stand 
stattfindet. 

B)  Ist  ax  —  y'  =  0  und  x'  —  bz  ^  0,  so  bekommt  man  wieder  den  reellen 
Ausdruck  U'  =  a^;  und  die  dazugehörigen  nächstanliegenden  Nachbarzustände  sind 

3  1      1        8 

^  =  (ri) .  b«  .  X»  .  D»  +  (SlTü  -f-  X  .  *)«  .  X«  .  ^ 

woran  man  erkennt,  dass  jetzt  wieder,  soviel  von  der  Mutation  des  z  abhangt,  ein 
Einzel-Stand  stattfindet 


A  ufgabe  28. 
Man  sucht  fQr  y  und  z  solche  Functionen  von  x,  dass  der  Ausdruck 


3 


I)    ü  =  jj^  -f-  2y«  —  4z  -h  9 .  ^'(gx  —  y«)*  +  6  •  (if  z  —  hx)* 
ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 

Jedes  der  Badtcale  if  (rx  —  y^^  und  (iTz  —  hx)  hat  drei  Formen,  so  dass  der 
hier  vorgegebene  Ausdruck  als  neunfSrmig  gelten  kann.  Um  aber  bequem  calculiren 
za  kennen,  so  setze  man 

3  f  3 3  t  S 

(iTl)  .  (gx  -  yO«  statt  l^(gx  -  y2)«,  und  [Wl)^  •  (z  -  hx)«  statt  (ifz  -  hi)* 

3  3     .j 

und  betrachte  bloss  die  Facforen  {ifl)    und  (iTT)    als  dreiförmig ,  alles  Andere  aber  als 
einidrmig  und  reell.    Statt  Gleichung  I  bekommt  man  jetzt 

.2  3  8  3  2 

II)    u  ^  .-A_  H^  2y»  -  4z  H-  9  .  (ifT)  •  (gi  -  yO'  -H  6  •  (iTT)*  •  (z  -^  hx)'» 

"  ■  ■      t      ^Ä 
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ma^im 


M«n  kehre  nun  wieder  lo  Gleichung  .11  zorack,  und  verfoinde 

s 

d)    die  reelle  Form  des  (WT)  zoersi  mit  der  einen  nnd  dann  mit  der  andern  imagi- 

3 

nären  Form  des  (iTT)';  so  bekommt  man  zwei  weitere  Formen  des  U.  Hierauf  verbinde  man 

3 

ß)    zuerst  die  eine  und  dann  die  andere  imaginäre  Form  des  (iTl)  mit  der  reellen 

3 

Form  des  (iTT)^.    Dadurch  bekommt  man  wieder  zwei  weitere  Formen  des  U.   Hiemf 
verbinde  man 

3 

y)    je  eine  der  imaginären  Formen  des  (iTi)  mit  je  einer  der  imaginären  Formen 

3 

des  (l^)';  so  bekommt  man  vier  weitere  Fonnen  des  U. 

Jede  dieser  hier  besagten  acht  Formen  ffthrt  auf  keinen  andern  reellen  prioiareo 
Zustand,  als  auf  einen  solchen,  der  als  Einzel-stand  sich  erprobL 


A  ufgabe   29. 

Welche  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen  räum- 
lichen Curven  hat  in  sich  einen  bestimmten  Punkt,  der  so  gelegen  ist,  dass  folgender 
von  den  Coordinaten  dieses  Punktes  abhängige  Ausdruck 

I)    ü  =  1»  4-  y«  -f-  z«  —  xy  —  xz  —  yz  H-  hl  —  g* .  Ig  nat  ~ 

grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei  allen  nächstgelegenen  Nachbarpunkfen»  mögen  äe 
sich  in  der  gesuchten  Gurve  oder  in  den  ihr  überall  nächstanliegenden  Nachbarcurven 
befinden,  der  Fall  sein  kann? 

Diese  Aufgabe  sucht  fQr  y  nnd  z  solche  Functionen  von  x  und  zugleich  flir  x  einen 
solchen  festen  Werth .  dass  der  hier  vorgelegte  Ausdruck  ein  Maximumwerth  eines  Ma- 
ximum-Standes oder  ein  Mlnimurawerth  eines  Minimum-standes  wird.  Durch  gemischtes 
Mutiren  bekommt  man  (nach  g-  ^  oder  g.  153) 

II)    ^^^l]  «  (2y  —  z  -  x)  .  dy,  +  (2z  -  y  —  x)  .  ^z, 
+  ((2y  -  z  -  X)  .g  +  (2z  -  y  -  I)  .  g  -h  2x  -  y  -  z  H-  ILHjU?)  .  ^, 

Daraus  folgen  zunächst  die  beiden  identiscben  Gleichungen 

in)    «y  —  z  —  X  —  0.    nnd  IV)    2z  —  y  —  x  «==  0 

und  die  nichtidentische  Gleichung 

welche  sich  aber  wegen  III  und  IV  zurQckzieht  auf 

V)    2x  ~  y  -  z  4-  '^'*  ""^  =  0 

Aus  III  und  IV  ergibt  sich  '  '■*' 

VI)    y  ==  X    und  VU)    z  -  x 

d.  h.  die  gesuchte  räumliche  Gurve  ist  die  durch  Gleichung  VI  und  VII  bestimmte  Grade. 
Aus  V  ergibt  sieh 

Vin)    X  =  f 
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d.  h.  der  gesochte  Pankt  hat  die  feste  Abseisse  ■^.  E8i8tal8oD"=gs  •  ^1  — lgn<t|^j; 
ond  in  Folge  alles  Vorhergehenden  bleibt  nur 

IX)  ^9?ü  =  (iy,  -  a«o»  +  *y^  +  'A  +  (ff  •  <>«» 

■ 

Dieser  Aosdnick  ist  anler  allen  UmstAndeD  posili?;   eg  findet  also  ein  Minimomwerth 
eines  Minimam-standes  statt. 

(Man  vergleiche  noch  Aufgabe  30,  31,  32.) 


A  ufgabe.  30. 

Welche  nnter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinatensystem  bezogenen  Flä- 
chen hat  in  sich  einen  besümmlen  Punkt,  der  so  gelegen  ist,  dass  folgender  von  den 
Coordinaten  dieses  Ponktes  abhängige  Ausdruck 

I)    ü  =  x2  -h  y«  4-  z«  —  xy  —  XI  —  yz  -f-  hx  —  g«  •  Ig  nat  — 

grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei  allen  nächslgelegenen  Naehbarpunkten,  mögen  sie 
sich  in  der  gesuchten  Fläche  oder  in  den  ihr  überall  näcbstanliegenden  Nachbarflichen 
befinden«  der  Fall  sein  kann? 

Diese  Aufgabe  sucht  für  z  eine  solche  Function  von  x  und  y  und  zugleich  fi)r  x 
und  y  noch  solche  feste  Werthe ,  dass  der  hier  vorgelegte  Ausdruck  ein  Mazimnmwerth 
eines  Maximum-Standes  oder  ein  Minimomwerth  eines  Minimnm-standes  wird.  Durch 
gemischtes  Mutiren  bekommt  man  diesmal  (nach  $.  8t  oder  $.  157): 

n)    (W  =  (2z  -  X  ^  y)  .  ^z,„  -h  ((2z  -  X  -  y)  .  ^  4-  2y  -  z   -   z)  •  ^ 

-h  ((2z  -  X  -  y).^  4-  2x  -  y  ^  ^  ^  "ll^^) 

Daraus  folgt  zunächst  die  nach  x  und  nach  y  identische  Gleichung 

110    2z  —  X  -  y  =  0 
und  die  beiden  nichtidentischen  Gleichungen 


^\ 


and 


(2z   -  X  -  y)  .  ^  4-  2y  -  X  -  z  «  0 
(2z-x-y).ij4-2x-y-z4-  ^"^  ^  ^^  =  0 


welche  sich  aber  wegen  IfFbezOglich  zurflckzlehen  auf 

hx  —  ffB 
rV)    2y  —  X  —  z  —  0,    undV)    2x~y-z-l-     \^        =  0 

Aus  in  ergibt  sich 

VI)    z  =  i.(x-hy) 

d.  h.  die  gesuchte  Fläche  ist  die  durch  Gleichung  VI  bestimmte  Ebene.    Aus  IV  und 
V  ergibt  sich 

VII)  y  =  Y'  "**^  ^^y  *  "=  ? 

d«  h.  der  gesuchte  Punkt  hat  die  beiden  festen  Abscissen  x  =  ^  und  y  =  ^.    Es  ist 

also,  wie  in  voriger  Aufgabe,  so  auch  jetzt  ü"  •-  g*  •  (l  —  Ig  nat  -r^— ) ;    ond    in 

Folge  alles  Vorhergehenden  bleibt  nur 

52 


410 


IX)  (dfv  =  s .  dl*  y  ^- 1  .  (i9i  -  ^)2  +  \^f .  ^x2 


g 

Dieser  Ausdruck  ist  unter  allen  Uinsläuden  positiv;  es  findet  also  ein  Minimiimwerlh 
eines  Minimum-Standes  statt. 

(Man  vergleiche  noch  Aufgabe  99 ,  31,  32.) 


Aufgabe  31. 

Man  sucht  eine  Fläche  und  eine  nach  ihrer  ganzen  Ausdehnung  in  dieser  Fläche 
liegende  Curve,  welche  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Eigenschaft  hat,  dass  folgender  von 
den  Coordinaten  abhängige  Ausdruck 

I)    ü  ««  x2  4-  y2  4-  2«  —  xy  —  xz  —  yz  4-  hx  -  g2  .  Ig  nat  — 

l>ei  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  i  grösser  oder  kleiner  wird,  als  er 
bei  der  nemlichen  Abscisse  x  von  allen  andern  der  gesuchten  Curve  überall  nächstan- 
liegenden Nachbarcurven,  mögen  sich  diese  in  der  gesuchten  Fläche  oder  in  den  ihr 
Stetsfort  nächstanllegendeo  Nachbarflächen  befinden,  gemacht  werden  kann. 

Diese  Aufgabe  sucht  fQr  z  eine  solche  Function  von  x  and  y,  und  zugleich  f&r  > 
eine  solche  Function  von  x,  dass  der  hier  vorgelegte  Ausdruck  ein  Maxim um-stand  oder 
Minimom-stand  wird.  Durch  zasammengesetites  Motiren  bekommt  man  (nach  Seite  130) 
zunächst 

11)    ,d,ü  «  (2z  -  X  -  y)  .  az,,,  -h  ((2z  -  t  -  y)  •  -^  -+-  2y  -  X  -  z)  .  ay. 

Die  Ausdrücke  dz^^y,  ^z,,,,  etc.  sind,  wie  anch  durch  die  Bezeichnung  angedeutet  ist, 
Functionen  von  x  und  y  zugleich;  dagegen  die  Ausdrücke  dy^,  ^y^*  clc.  sind  nur 
Functionen  von  x.    Man  bekommt  zuerst  die  nach  x  und  y  identische  Gleichung 

III)    2z  —  X  —  y  =  0 

und  sodann  auch  noch  die  nur  nach  x  identische  Gleichung 

IV)    (2z  -  X  -  y)  .  i^  H-  2y  —  X  -  z  =  0 

j 

welche  sich  aber  in  Folge  der  Gleichung  III  zurückzieht  auf 

V)    2y  —  X  —  z  =  0 
Aus  III  folgt 

VO    x«^(x-hy) 

d.  h.  die  gesuchte  Fläche  ist  die  durch  letztere  Gleichung  bestimmte  Bbene.  Eliminirf 
man  z  aus  III  und  V ,  so  ergibt  sich 

VII)    y  «-  X,    und   VIII)    z  =  x 

d.  h.  die  gesuchte  räumliche  Curve,  welche  nach  ihrer  ganzen  Ausdehnung  in  der  ge- 
suchten Fläche  liegt,  ist  die  durch  die  Gleichungen  VII  und  VIII  bestimmte  Grade.  In 
Folge  alles  Vorhergehenden  bleibt  jetzt  nur 

IX)  idfv  -  2 .  a«2 ,  +  I  -  ayi 

Dieser  Ausdruck  bleibt  unter  allen  Umständen  positiv,  und  somit  ist 

U'  a  h  •  X  -  g'  •  lg  nat  — 

ein  Minimum-Stand. 

(Man  vergleiche  noch  Aufgabe  29,  30,  32.) 
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Aufgabe   3^ 

Man  sucht  eiue  Fläche,  ciue  uach  ihrer  ffanzeu  Ausdehnung  in  dieser  Fläche  lie- 
gende Corve,  und  einen  zo  dieser  Gurve  gehörigen  Punkt,  welcher  so  gelegen  ist.  dass 
dabei  folgender  von  den  Coordinaten  abhängige  Ausdruck 

1)    u  «.  x^  +  y'  H-  I«  —  xy  —  iz  —  yi  -t-  hl  —  g«  •  lg  nat  — 

grösser  oder  kleiner  wird,  als  es  der  Fall  sein  kann  bei  allen  andern  dem  gesuchten  Punkte 
nächstanliegenden  Nachbarpunkten,  welche  entweder  zur  gesuchten  Gur?e  gehören  oder 
zu  den  ihr  überall  nächstanliegenden  Nachbarcurven,  mögen  nun  diese  in  der  gesuchten 
Fläche  oder  in  den  ihr  fiberall  nächstanliegenden  Nachbarflächen  sich  befinden. 

Diese  Aufgabe  sucht  für  z  eine  solche  Function  von  x  und  y,  zugleich  für  y  eine 
solche  Function  von  x,  und  zugleich  für  x  einen  solchen  festen  Werth,  dass  der  vor- 
gelegte Ausdruck  ein  Maximumwerth  eines  Maximum-Standes  oder  ein  MinimumwerUi 
eines  Minimum-Standes  wird.  Durch  zusammengesetztes  gemischtes  Mutiren  bekommt 
man  (nach  Seite  131)  zunächst 

II)    [A]ü«(2z-  X-  y).<Jz„,-h  ((2z-i-  y).^H-2y-x~^z).ay. 

((*-.-rt.(M.|  +  *ä)^(^_._.).g-^8.-,-,-K!ü=^).,. 

Die  Aasdrücke  ^z.,,,  ^x,r  ^^^'  sind»  wie  auch  durch  die  Bezeichnung  angedeutet  ist, 
Functionen  von  x  und  y  zugleich ;  dagegen  die  Ausdrücke  dy^ ,  ^y.  etc.  sind  nur  Func- 
tionen von  x.  Man  bekommt  zuerst  die  nach  x  und  y  identische  Gleichung 

ni)    2z  —  X  —  y  =  0 

sodann  die  nur  nach  x  identische  Gleichung 

IV)    (&  -  X  -  y) .  ^  +  2y  -  «  -  z  =  0 

und  zuletzt  noch  die  nichtidentische  Gleichung 


V)    (2x_,_y).(^.g  +  ^)4-(2y-x-z).gH-2,-y-z-H 


•?£:=«' «0 


Wegen  111  zieht  sich  Gleichung  IV  zurück  auf 

VI)    2y  —  X  —  z=:0 
Wegen  111  und  IV  zieht  sich  V  zurück  aof 


Ans  lU  folgt 


hx  —  ff> 
VII)    2i  -  y  —  z  -t-  25 L  «  0 


VIII)    z-  J.(x-4-y) 


d.  h.  die  gesachle  Fläche  ist  die  dorch  letztere  Gleichung  bestimmte  Ebene.  Aus  III 
und  VI  folgt 

IX)    y  =  X    und    X)    z  =  x 

d.  h.  die  gesuchte  räumliche  Curve,  welche  nach  ihrer  ganzen  Ausdehnung  in  der  ge- 
suchten Fläche  liegt,  ist  die  durch  die  Gleichungen  IX  und  X  bestimmte  Grade.  Aus 
III,  VI  und  VII  folgt 

XI)    x  =  ^ 

«2 

d.  h.  der  gesochte  Punkt  hat  die  bestimmte  Abscisse  t--  In  Folge  alles  Vorhergehenden 
bleibt  jetzt  nur 
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S    .  -    .    ihv2 


XII)  lAfü  =  2.az|^  +  i'^yJ  -+•  (J)  •*»» 

Dieser  Amdraek  ist  Doter  allen  umständen  positiT;  somit  ist  ü*  =  g*  •  (l  —  Ig  nat  v~-) 

ein  Minimomwerth  eines  Minimnm-standes. 
(Man  verg^eiebe  Aufgabe  29,  30,  31.) 


Aafgabe   33. 
Man  sucht  für  y  und  z  solebe  Functionen  von  x,  dass  der  Ausdruck 

3 

I)    ü  =  by  -h  I  .  )f  a».(«~by-l.««)' 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird. 

Das  Radical  hat  drei  Formen;  jedoch  soll  hier  nur  die  reelle  beröcksichtigt  werden, 
eine  Einschränkung,  welche  durch  die  ganze  Untei'suchung  festzuhalten  ist 

Durch  Mutiren  bekommt  man  zunächst 

-  b  .  a'  -h  b  .  j/xz  -  by  -  J  .  z«                      a^(x  -  1 .  z) 
II)    SV 3 ^y  +  ^ ^^ --J^ dz 

\/x  •  z  —  b  •  y  —  I  •  2*  F  *  •  z  —  b  •  y  —  j  •  z* 

Erstens.    Setzt  man  sowohl -^  »  0  als  auch  -^  =  0,   so  bekommt  man  fol- 

dy  dz 

gende  zwei  Gleichungen 

—  a'  4-  l/xz  —  by  —  j  •  z«  «  0  und  x  —  g  •  z  =  0 

Daraus  folgt  y  —  ''  ~  ^^  und  z  =  2i.   Femer  ist  ^ü  —  —  i^f  *  ^  —  §    "    ^^^ 

woran  man  erkennt,  dass  U'  «>  ^  •  (a^  +  Sx^)  ein  Maximum-stand  ist 

Zweitens.    Setzt  man  -f~  =  0  und  -j-  =  ir>  so  bekommt  man  folgende  zwei 

dy  dz  U 

Gleichungen 

2  3^ 3^ 

—  a'  +  |/iz  —  by  —  j .  z«  =  0  und  |/iz  —  by  —  j  •  z«  =  0 

s 
In  Folge  der  aweiten  dieser  Gleichungen  zieht  sich  die  erste  zuröck  auf  —  a'  =  0, 
welches  aber  der  Voraussetzung  widerspricht.    Desshalb  kann  auch  dieser  zweite  Fall 
nicht  weiter  ber&cksichtigt  werden. 

Drittens.    Man  setze  -^  ■•  -tt  Qod  -^  =  0,   so  bekommt  man  die  beiden 

dy         0  dz 

Gleichungen 

3 


r 


iz  —  by  —  j  •  z^  «»  0  und  x  —  g .  z  =  0 


j2 

Daraus  folgt  y  =  -=-  und  z  »  2z.    Femer  ist  U'  =  x'.   Dabei  beachte  man  sorgfältig, 
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das8  der  QaoUent  ^  die  Form  ^  annimmt.  Um  das  PrQfongsmitlel  herzustellen,  setze 

man  (x^  +  JU)  an  die  Stelle  des  ü,  /^  +  x  •  $)  an  die  Stelle  des  y,  nnd  (2x+x  •  D) 

an  die  Stelle  des  z  in  Gleichung  I  flherall  ein,  redacire  soviel  als  mdglich,  nnd  es  gibt 
sich  zunächst 

III)    ^ü  -  b  .  X  .  $  -t-  I .  a'  .  ( b  .  X  .  $  ^  ^  .  jc«  .  Oßy 

Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  in  eine  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe,  so 
bekommt  man 

5 


IV) 


9  3  t 

^ü  =.  I .  (ab)8  .  (x  .  $)^  H-  b  .  (x  .  $)  +  j  .  a«  .  3^ 


•  X 


8 


KbTp 


KCb  .  5P)4  ^Cb  .  $y 

Bei  einem  im  Momente  des  Yerschwindens  gedachten  x  ist  allerdings  die  Summe  aller 
unendIJchvielen  Glieder  dieser  Reihe  positiv ;  allein  das  mit  der  niedrigsten  Potenz  des  x 
behaftete  Glied  enthält  nichts  von  der  Mutation  des  z,  während  doch  JV  einerlei  Zei- 
chen haben  muss  bei  jedem  unendlichkleinen  Werthe  sowohl  der  Mutation  des  y  als 
auch  der  Mutation  des  z,  also  auch  wenn  z.  B.  die  Mutation  des  y  zu  Null,  d.  h.  wenn 
$  =r  0  wird.    In  diesem  Falle  geht  die  Reihe  IV  ober  in 


1      I      CU^      I       i      /1\2    J      D*      I 

a     •  — —  •  X     — 
a  0 


V,  ^=l..».f.J-|.(jy 


Da  hier  Null  in  den  Nenner  kommt,  so  erkennt  man,  dass  bei  $  ■»  0  die  Reihe  eine 
andere  Form  annehmen  muss.  Man  kehre  also  wieder  zu  Gleichung  III  zurück ,  welche 
sich  bei  $  =  0  zurückzieht  auf 


VI)    ^  =  I  •  a»  •  (5  •  x2  .  D^y 


60  dass  jetzt  bei  dem  im  Momente  des  Verschwindens  gedachten  x  das  JV  ebenso  gut 
positiv  ist,  als  vorher,  wo  $  nicht  Null  war.  Da  nun  ^U  unter  allen  Umständen  posi- 
tiv bleibt,  so  ist  U'  =  x^  ein  Minimum-stand. 

Es  ist  noch  übrig,  anszumitteln.  was  die  unbestimmte  Form  -j-  =  g  für  eine  Be- 
deutung habe.    Zu  diesem  Zwecke  kehre  man  zu  der  Reihe  IV  zurück.    Das  erste  mit 

1       !        Ct2        I 
der  Mutation  des  z  behaftete  Glied  ist  t  *  a    *  -3 *  ^ %  ond  zeigt,  dass  der  unbe- 

stimmten  Form  -r-  «  x  die  Bedeutung  Null  zukommt-     (Man  vergleiehe  den  ersten 

dz        u 

Fall  der  folgenden  Aufgabe.) 

Viertens.    Man  setze  -^  »  -^  und  -4-  =  -^r-,  so  bekommt  man  nur  die  ein- 

dy         0  dz         0 

1 

zige  Gleichung  xz  —  by  —  x  •  z^  =3  0.    Daraus  folgt 

VII)  y  =  ^^ 

Dieser   vierte  Fall  f&hrt  also  auf  eine  diophantische  Gleichung,  d.  h.  man  kann  fiir  z 
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jede  beliebige  Function  von  x  annehmen;  Gleicbong  VII  gibt  dann  die  dem  y  entsprc- 

I 

chende  Function  von  x.  Hierbei  ist  IJ'  =  j  •  (4xz  —  z^.    Um  das  Prlifungsmittel  her- 
zustellen, setze  man  1  j  •  (4xz  —  z')  H-  ^/ü  1  an  die  Stelle  des  ü,  I — jr h  x  •  $  I 

an  die  Stelle  des  y ,  und  (z  +  x  «D)  an  die  Stelle  des  z  in  Gleichung  I  fiberall  ein; 
so  bekommt  man  zunächst 

vin)  ^  =  b.x.$-i-|.a^.nx-D  —  g.z.D-b.?j)x-j.x?.  sy^y 

Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  in  eine  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reilie,  so 
bekommt  man 

IX)    ^  -  I .  a'  .  ( X  .  O  —  g  z  .  O  -  b  .  $  j'  .  x'  -H  b  .  X  .  $  H- 

Da  nun  das  mit  der  niedrigsten  Potenz  des  x  behaftete  Glied  sowohl  die  Mutation  des 

4zz  z' 

y  als  auch  die  Mutation  des  z  enthält,  so  erkennt  man,  dass  U'  = v ein  Mi- 
nimum-Stand ist,  man  mag  ffir  z  was  immer  für  eine  beliebige  Function  von  x  wählen. 


Aufgabe   34. 

Man  sucht  für  y  und  z  solche  Functionen  von  x,    dass  das  in  folgender  Gleichung 

I)    ü»  —  Jüyz  +  3i  .  y«  -h  z3  =  0 

enthaltene  U  ein  Maximuro-stand  oder  Minimum-stand  wird. 
Durch  Mutiren  bekommt  man 

Fi%    *WT       Uz  —  2xy     ,         Uy  —  z«    . 

^  U^  —  yz       ^       U*  —  yz 

Erstens.  Man  setze  -f~  =  0  und  -r-  =  0,  so  geben  sich  die  beiden  identischen 

dy  dz  ° 

Gleichungen  Uz  —  2xy  «  0  und  Uy  —  z«  «  0.    Daraus  folgt  y  =  -jr-j  und  z  =  ^^^ ; 
und  durch  Einf&hrung  dieser  Ausdrücke  in  Gleichung  I  bekommt  man 

III)    Ü3  •  (16  .  x3  -  U^  =  0 

s 
Daraus  folgt  entweder  U'  =  2x  •  ffS  oder  U'  =  0. 

A)  Nimmt  man  U'  =  2x  •  ffS,  so  ist  y  =  4x  und  z  =  2x  •  iTI;  wo  aber,  wie  be- 
kannt, nur  die  reellen  Formen  berücksichtigt  werden  dörfen.  Mutirt  man  noch  ein- 
mal, und  nimmt  nur  die  reellen  Formen,  so  bekommt  maa 

am  =  — L-  .  [(i5y  ~  dz  .  K2)«  -h  [H  .  h)«] 

2x.n 

3 

Daran  erkennt  man,  dass  U'  =  2x  •  K2  ein  Minimum-stand  ist,    wenn  x  positiv;    und 

3 

dass  U'  =  2x  •  K2  ein  Maximum-stand  ist,  wenn  x  negativ. 

B)  Nimmt  man  U'  =  0,  so  ist  auch  y  =  0  und  z  «  0;    und  es  ist  dV  =  R  *  ^y 


415 

H  •  dz.    Mao  stelle  also  jeizl  das  Prflrongsmütel  aof  directem  Wege  her,    und  setze 

tt  ao  die  Stelle  des  U,  (0  +  x  •  $)  oder  schlechthin  x  •  $  an  die  Stelle  des  y,  ond 
(0  +  X  •  D)  oder  schlechthin  x  •  D  an  die  Stelle  des  z  in  Gleichung  I  überall  ein. 
Dadurch  bekommt  man 

IV)    3x  .  x«  .  ¥*  4-  x3    Ct3  —  3  .  x«  .  $  .  O  .  U  +  U3  =  0 
woraus  sich  folgende  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihe 

V)     U=  (-]f3;)  .  ?P»  .  x*  -  ^  .  ip^  .  D  .  x5 1 (1)^  .  D«  .  X»  .  .  .  . 

if3i  a.röi^ 


ergibt.  Diese  Reihe  repräsentirt  die  drei  Formen  des  U  zugleich,  von  denen  man  aber 
nur  die  reelle  zu  berücksichtigen  hat.  Wegen  U'  =  0  ist  diese  Reihe  mit  der  Diffe- 
renz (U  —  U')  ganz  gleichbedeutend;  deren  Zeichen  ist  bei  dem  im  Momente  des  Ver- 

3 

Schwindens  gedachten  x  allerdings  mit  dem  Zeichen  des  ( —  iTSx)  einerlei,  allein  dieser 
mit  der  niedrigsten  Potenz  d^  x  behaftete  Theilsatz  enthält  nur  die  Mutation  des  y, 
während  (U  —  U')  einerlei  Zeichen  haben  muss  bei  jedem  unendlichkleinen  Werthe 
sowohl  der  Mutation  des  y  als  auch  der  Mutation  des  t,  also  auch  wenn  z.  R.  die  Mu- 
tation des  y  zu  Null,  d.  h.  wenn  $  =  0  wird.  In  diesem  Falle  geht  die  Reihe  V 
über  in 


3.  WW 


■  (D*  •"«•>* 


d.  h.  jetzt  muss  die  Reihe  V  eine  andere  Form  annehmen.  Man  kehre  also  zu  Glei- 
chung iV  zurück,  welche  sich  bei  $  =s  0  reducirt  auf  x^  •  D^  -h  U^  «>  0,  und  daraus 
folgt 

8 

VII)    U  =  (—  ifT)  .  X  .  D 

so  dass  jetzt  das  U  sein  Zeichen  wechseln  kann.  Da  nun  die  Differenz  (U  —  U')  nicht 
bei  jedem  unendlichkleinen  Werthe  der  Mutation  des  y  und  des  z  ein  unwandelbares 
Zeichen  behält;  so  kann  von  einem  vollständigen  Maximum-stande  oder  Minimum-stande 
keine  Rede  sein.    Es  ist  noch  übrig ,  auszumitteln ,  was  die  beiden  unbestimmten  Formen 

--r-  =  $  nnd  -T-  =  R  für  eine  Redeutung  haben.  Zu  diesem  Zwecke  kehre  man 
dy        0  dz        0 

zo  der  Reihe  V   zurück.    Das   erste   mit   der   Mutation   des   y    behaftete   Glied   ist 

J II  d  U       0  (Ä 

(—  )r3x)  •  $^  •  x^,  und  zeigt,  dass  der  unbestimmten  Form  -j-  =  gdie  Redeutung  g 

i         L  i 

zokommt.    Das  erste  mit  der  Mutation  des  z  behaftete  Glied  ist  -^ —  •  $'  •  O  •  x*'' , 

ifSi 

und  zeigt,  dass  der  unbestimmten  Form  -p-  =  ^  die  Redeutung  Null  zukommt.    (Man 

vergleiche  den  dritten  Fall  der  vorhergehenden  Aufgabe.) 

Zweitens.    Setzt  man  -f-  =  0  und  -r-  =  — t   ao  bekommt  man  die  Gleichun- 

dy  dz         0 

gen  Uz  —  2iy  =  0  und  U*  —  yz  »  0.    Dabei  beachte  man  sorgfältig,  dass  der  Quo- 

d  U  n  z' 

tient  --p-  die  Form  ^   annimmt.    Aus   diesen   beiden    Gleichungen    folgt  ^  "^^  ä~  ^^^ 

z3 

y  =  -^-^.    Eliminirt  man  U  und  y  aus  I ,  so  gibt  sich 
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VIII)    z3  .  (16x3  —  z3)  =  0 


3 

Daraus  folgt  entweder  z  =  2x  •  )f2  oder  2  =  0. 

3  3 

A)  Nimmt  man  z  =  2x  •  lf2,  so  ist  y  =  4x  ond  ü  =  2x  •  lf4,  wo  aber  nor  die 
reellen  Formen  beröckslchtigt  werden  dürfen.    Zur  Prfifang  setze  man  U  an  die  Stelle 

3 

des  U,  (4z  +  X  •  $)  an  die  Stelle  des  y,  and  (3z  •  K2  +  x  •  D)  an  die  Stelle  des  z  in 
Gleichong  I  überall  ein;  so  bekommt  man 

a  3 

IX)    64x3  -h  12  . 1»  .  (2?  H-  D  .  ri)  .  X  +  3x  .  ($«  +  2D»  •  K§)  •  X»  -h  k3  .  03 

3  3 

—  24x2  .K2.ll   -6z.($-.  K2-f-2.0)-x.U  —  3.^.D.x2.Uh-U3  =  0 
Die  hieraas  sich  ergebende  Reihenform  ist  keine  andere«  als 

U  =  A-|-B.x'»-{-C.x=  + 

d.  h.  das  erste  Glied  aller  ans  IX  sich  ergebenden  Reihen  enthAlt  kein  x.  Die  erste 
Goefficientengleichang  ist 

3_ 

A3  —  24  .  A  .  x»  .  1^2  -+-  64  •  xi  =  0 

oder 

3  3 

(A  -  2x  .  KD*  .  (A  H-  4x  .  »^)  =  0 

3 

Daraas  folgt  zunächst  A  =  2x  •  KI,  und  die  damit  anfangende  Reihe  ist 

3  f  1  /  3  3    \ 

X)    u  =  2x  .  Ki  H-  (2x)5  .  (D  .  x)?  -h  ( j  .  ?  .  X  .  Ki  -h  ^ .  O  .  X  .  KSJ 

3 

Diese  Reihe  reprftsentirt  zwei  Formen  des  U ,  und  liefert  die  dem  U'  =  2x  •  K4  nächst- 
anliegenden Nachbarzustände,  so  dass  die  noch  ans  Gleichung  IX  zu  entwickelnde  Reihe, 
welche  die  dritte  Form  des  U  repräsentirt,  nicht  weiter  berücksichtigt  zu  werden  braucht. 
An  der  Reihe  X  erkennt  man ,   dass ,   soviel  von  der  Mutation  des  z  abhangt ,   ein 

1  ^ 

Gränz-stand  stattfindet.  Das  erste  mit  der  Mutation  des  y  behaftete  Glied  ist  7  •  $  -  x  -  K4; 

und  somit  ist  die  unbestimmte  Form  -f-  =  ^  =  t  •  K7  * 

dy        0       4 

B)  Nimmt  man  z  =  0,  so  ist  auch  y  =  0  und  D'  ::=  0.  Dieser  Fall  ist  aber  in 
vorliegender  Aufgabe  schon  einmal  durchgeführt  worden. 

Drittens.     Setzt  man  -f~  =  -tt  and  -r-  =  0,  so  bekommt  man  die  Gleichungen 

dy         0  dz 

f]2  _  yz  =  0  und  Uy  —  z^  =  0.    Dabei  beachte  man  sorgfältig,  dass  der  Quotient 

d  U  n  z'  U^ 

-p-  die  Form  g  annimmt.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  y  =  ij-  und  y  =  — . 

Es  ist  also  U  =  y  »  z  und  Gleichung  I  geht  über  in 

XI)    z«  .  (3x  —  z)  =  0 

Es  ist  also  entweder  z  =  3x  oder  z  =  0. 

A)  Nimmt  man  z  =  3x,  so  ist  auch  y  =  3z  und  U'  =  3x.  Zur  Prüfung  setze 
man  U  an  die  Stelle  des  U,  (3x  +  x  •  $)  an  die  Stelle  des  y,  und  (3x  +  x  *  D)  an 
die  Stelle  des  z  in  Gleichung  I  fiberall  ein;  so  bekommt  man 

XII)    54  .  x3  +  9  .  X»  .  (2$  4-  3D)  .  X  -f-  3x  .  ($«  -h  3  .  O«)  •  **  +  03  .  x3 
—  27.X2.U  —  9-x-($-h£X).x.U  —  3.$.D-x«.U-hU3  =  0 
Die  hieraus  sich  ergebende  Reihenform  ist  keine  andere  als 
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d.  h.  das  erste  Glied  aller  aus  XII  sich  ergebenden  Reihen  enthält  kein  x.  Die  erste 
CoelOcientengleichung  ist  54  .  x^  —  27  •  x«  •  A  +  A3=  0,  oder  (A  —  3x)2  •  (A  -t-  6x)  =0, 
and  die  mit  A  =  3x  anfangende  Reihe  ist 


xni) 


-  ^        /4  i  \ 

tl  -=  3x  4-  fx)«  .  (5p  .  x)5  H-  f  g  .  5P  .  x  4-  2  •  £t  .  x| 


Diese  Reihe  repräsentirt  zwei  Formen  des  U,  und  liefert  die  dem  V*  =  3x  nächstan- 
liegenden  Nachbarzustände,  so  dass  die;  noch  ans  Gleichung  XII  jeu  entwickelnde  Reihe» 
welche  die  dritte  Form  des  U  repräsentirt ,  nicht  weiter  berücksichtigt  zn  werden  braucht. 
An  der  Reihe  XIII  erkennt  man,   dass,   soviel  von  der  Mutation  des  y  abhangt»  ein 

Gränz'Stand  stattfindet    Das  erste  mit  der  Mutation  des  z  behaftete  Glied  ist  ^.D.x; 

und  somit  ist  die  unbestimmte  Form  —-  =  -  ==  r- . 

dz        0       2 

R)    Nimmt  man  2=0,  so  ist  auch  y  =  0  und  U'  =  0.    Dieser  Fall  ist  aber  in 

vorliegender  Aufgabe  schon  einnral  durchgefilhrt  worden. 

Viertens.    Man  setze  -^  =  -^  und  --p  ^^  -g-,  so  bekommt  man  nur  die  einzige 
Gleichung  (P  —  yz  =  0     Daraus  folgt  U  =  ±.  Kyz ,  und  Gleichung  1  geht  ober 

±  yz  •  Kyz  T  3yz  •  iTyi  4-  3  •  x  •  y«  h-  z^  =  0 

Daraus  folgt 

T  2yz  •  1^  =  —  3  •  X  •  y^  —  z^ 
oder 

XIV)    4y3  .  23  =  9  .  X«  .  y*  +  6x  .  y2  .  z3  4-  z« 

Dieser  vierte  Fall  führt  also  auf  eine  diophantische  Gleichung,  d.  h.  man  kann  für  y 
irgend  eine  willkürliche  Function  von  x  annehmen,  und  sodann  z  bestimmen,  oder  um- 
gekehrt. Redeutet  nun  <p(T)  eine  ganz  willkürliche  Function  von  x,  und  setzt  man 
z.  R.  y  =5  z  .  <3p(x),  so  geht  dabei  Gleichung  XIV  Ober  in  4  •  z^  •  (9>(x))3  =  9  •  x^  •  z^  •  (^d))^ 
4-  6x  •  z^  •  (<pwy  4-  z^.  Man  dividire  ans  dieser  Gleichung  z*  weg,  so  gibt  sich  eine 
Gleichung  des  zweiten  Grades,  aus  welcher 

XV)    «  -  3x  ■  (^r«y .       ^    ^  j;^y '_  ^ 

oder  In  anderer  Form 

3x  -  (y(x))g  '[\  ±^-  (y(X))  *  K^^fx)] 


XVI)    z 


[l  4-  2  .  («p(x))  .  KgXx)]  .[—*-»-  2  .  (ytxO  •  Kig)(x)] 

folgt 

A)     LAsst    man    bei    dem    Doppelzeichen    das    positive    gelten,    so    gibt    sich 

3i.(<3p(xi)2  A,      .  .  .  ^  3x.(<3P(x)P 

z  =  H ^^    ^ .     Also  ist  y  =  z  •  qp(i)  =  4 — - — -  -y — 

—  14-2-  (g)(X))  •  Yq>{\)  —14-2.  (g>(x))  •  Y(p(\) 

und  U'  =  A  Kyi  —  i:.  3x  .  (y(x))_>jr^__     Indem  man  aber  diese  för  y,  z  und  ü' 

—  I  4-  2  •  (<3p(x))  •  r^öö 

erhaltenen  Ausdrücke  in  I  einfuhrt,  erkennt  man,  dass  nur  U'  -=  H —       ^    — --.  — 

—  I  4- 2  .  (<3p(xi)  .  rqp(x) 

beibehalten  werden  darf. 

R)    LAsst  man  in  Gleichung  XVI  bei  dem  Doppelzeichen  das  negative  gelten,  so 

gibt  .ich  >^ ?LlX2!«)L_,,«..^« 3x^?«L=.„„d 

14-2-  (<3p(x))  •  rgxx)  I  4-  2  •  (gKx))  •  f  <p(x) 

53 
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U'  «>  ±.  Kyi  «s  ±^ '  {,f^  f    — ^       .    in^m  mgn  a^er  auch  jelit  die  f&r  y »  z  und  U' 

I  4-  2  •  (g)(X))  '  r  g^fi) 

erhalteoen  Ausdrucke  in  I  einfQhri,  erkennl  mao,  dass  nur  ü'  =  H *  *     ■ — — — ^ 

*  1  -h  2  •  (^yKx))  •  f  <jp(xj 

beibehalien  werden  darf. 

Man  kann  also  für  gKx)  was  immer  für  eine  beliebige  reelle  Function  von  x  anneh- 
men, 84^  ergeben  sich  gradeau  die  zusammengehörigen  Ausdrücke  für  y,  z  und  U,  wo- 
durch die  beiden  Gleichungen  ü»  —  yz  =«  0  und  U^  —  3üyz  -h  3i  .  y«  -h  z^  =  0  zu- 
gleich identisch  werden. 

Das  PrQfungsmittel  wird  jedesmal  durch  directe  Reihenentwickelung  hergestellt 


A  ufgabe  35. 
Man  sucht  fQr  y  und  z  solche  Funclionen  von  z,  dass  das  in  folgender  Gleichung 

I)    U3   ~  8ü  .  v2  -f-  6iyz  -  2z3  -  (^^7"  ^^  4- z^y -n6  ^  ^ 

K(a2  -  az  -h  »2)3 

enthaltene  U  ein  Mazimura-stand  oder  Minimum-stand  wird. 

Mao  beachte,  dass  das  Radical  Ka*  —  ax  -h  x*  nar  seine  posilire  BedeaCimg  hat. 
Dorch  Maliren  bekommt  man 

")   'ü-  (ü  +  y)  .  (U  -  y)    'y  +  (ü  +  y)  .(U  -  y)    ^' 

Erstens.    Man  setze  -~-  =  0  und  -p-  «  0,  so  gibt  sich  üy  —  zz  ?—  0  und 
z'  —  zy  "»  0;  und  aus  diesen  Gleichungen  folgt 

III)    y=p,und    IV)    z-i' 

Eliminirt  man  y  und  z  aus  1,  so^kommt  man 

Ü3  +  i^  -.  (a^  -  ai  -4-  x^y  H-  1^  ^  ^ 
U^  r(a«  -  az  H-  z«)3 

welche  Gleichung  sich  gradezu  umformen  lässt  in 

r6\2 


(l]3  -  (a^  —  ax  +  xg)3  H"  z6\g  _  /(ag  —  az  -|-  zQs  .^  ^sy 
\  2.r(ag  -  az  H-  x2)V         \  2  .  ^(a«  —  ax  h-  x2)3  / 


Daraus  folgt 

y.    jj^  _  (a«  —  ax  -t-  zy  -f  x^  ±  Qa»  —  ax  4-  x¥  —  z^) 

2  .  rCP  —  ax  4-  xg)3 

Lässt  man  bei  dem  Ooppelzeichen  das  obere  gelten ,  so  ist 

3  

VI)    u;  «  (ifT)  .  rÄ2  _  ax  -H  X« 

Weil  das  Radical  Ka*  —  ax  -f-  x^  nur  seine  positive  Bedeutung  hat,  so  sind  durch 
Gleichung  VI  nur  drei  verschiedene  Formen  des  U  gegeben,  von  denen  man  natfirlich 
nur  die  reelle  beachten  darf.  LAsst  man  aber  bei  dem  Doppelzeiehen  das  negative  gel- 
ten, so  ist 


VII)  üi  =  (ifT)  •  ^ 

'  Ka«  -  ax  H-i« 


Durch  diese  Gleichung  sind,  eben  well  das  Radical  Ka'  —  ax  +  x'  nur  seine  positive 
Bedeutung  hat,  gleichfalls  nur  drei  Formen  des  U  gegeben,  von  denen  man  wieder  nur 
die  reelle  beachten  darf. 


Ist  nun  ü'i  »  Ka^  —  axH-  x«,  «o  ist  y  »»  -= -—-x  und  z  =  -~= 
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X2 


a2-_axH-x2  Ka2- ax  H-  x«' 

uQd  diese  drei  zusammeDgebdrigen  Ausdrücke  machen  Gleichung  I  identisch. 

1  .    u      IT'  **  •  i  a*  —  ax  4-  x2      ^ 

Ist  aber  ü«  =  -;=====,  so  ist  y  «« und  z  -=•  r  a«  —  ax  h-  x»; 

*        Ka«  —  ax  -+-  x«  x 

und  diese  drei  zusammengehdrigen  Ausdrucke  machen  wieder  die  Gleichung  1  identisch. 
Mutirt  man  noch  einmal,  so  bleibt  nur 

^"■>    ^  -  ü.(ü  +  y).  (ü-  y)  •  t("  -^y  -  ^  •  ^^y  +  ^'  •  ""^ 

Der  in  den  eckigen  Klammem  eingeschlossene  Factor  ist  jedenfalls  positiv;  es  kommt 
also  nur  auf  den  ausserhalb  der  eckigen  Klammern  befindlichen  Factor  an,  ob  ein  Ma- 
ximom-stand  oder  Minimum-stand  stattfindet. 

Zwei tens.  Man  setze  -^  =  0  und  -j-  ""  o* '  *®  bekomm!  man  Uy  —  «  =  0 
und  (U  +  y)  •  (U  —  y)  =  0.  Dabei  beachte  man  sorgfilhig,  dass  der  Quotient  --p 
die  Form  t:  annimmt. 


A)    Nimmt  man  Uy   —  zz  »  0  und  U  +  y  ==  0»  so  gibt  sich  U  =  —  y  und 

m 


y3 

z  =  —  ^,  und  Gleichung  1  geht  über  ii 

IX)  ^-   ---  T--  ,^^'(«;-"-^'^)^^»^ 

2 .  K(a2  —  an-x2)3 

woraus  sich  y  gradezu  als  Function  von  x  bestimmen  lässt.    Das  Prttfongsmltlel  gibt 
sich  durch  directe  Reihenentwicklung,  wodurch  man  zugleich  zurKenntniss  der  Bedeu- 

tung  der  unbestimmten  Form  -~-  =  ^  gelangt. 

B)    Nimmt  man   Uy  —  xz  =  0  und  U  —   y  =  0;  so  gibt  sich  U  =  y  und 

y2 

z  =  -h  ^,  und  Gleichung  1  geht  ßber  in 

2  .  K(a2  -  ax  -H  x^^ 
woraus  sich  wieder  y  als  Function  von  x  bestimmen  lässt.    Und  so  fort.  ' 

Drittens.    Man  setze  --p  =  -^  und  ■—  =  0,  so  bekommt  man  (U  4-  y)  •  (U 

—  y)  =  0  und  z^  —  xy  =  0.    Dabei  beachte  mau  sorgfSlUg,  dass  der  Quotient  -^ 

dz 

die  Form  g  annimmt,  deren  Bedeutung  sich  bei  der  directen  Reihenentwicklung  ergibt. 
A)    Nimmt  man   U   -t-   y  =  0  und   z^  —   xy   =  0;  so  gibt  sich  y  =  —    und 


X 


X8 

U  =  —   — ,  und  Gleichung  1  geht  tiber  in 

XI)    -^  -o-^   .,__,3.(.»-.,  +  ,»y-e.x» 

a .  K(a»  —  »X  +  x')3 

B)    Nimmt  man  U  —  y  «  0  und  z^  —  xy  =  0;  so  gibt  sich  y  =  —  und  U  =  —  , 
und  Gleichung  I  geht  fiber  in 

XII)    -«       ^^    -^-       »^•(a«-.i+»')3  +  .> 

2  .  r(a«  -  ai  -h  x«)3 


djl  _  £       .  «I.C 


VierleBib    Mas  idie    .     —  ^   ^     —  -a^, 

dj         0  dz         0' 

»«e  Clfirii—g  (C  +  y)  •  (U  —  y)  =  a 

A)    MmüI  Mao  U  +  y  =  0,  m  IMobbI  buo  ü  =^  ->  t.  Md  CIricfcig  I  pM 


fi^  -  «  +  ^ 


B>    NiMrt  aao  U  —  >  =  0,  flo  bekoanl  nao  U  =  +  y,  «d  Gliliii^  I  gda 
aber  ia 

XIV)    feyz  -  2  .  y3  -  «  .  ,*  -  <^^^,^^J^  ==  0 

r(a»  —  ax  4-  »y 

Die  GlacboDgen  XIII  nod  \IV.  aaT  wdebe  dieser  vierte  FaU  gcf&brt  bat,  «mI  aber 
diopbaatiMhe  GleicbaiigeB,  d.  h.  aua  kana  für  y  irgead  eise  vflikiriicbe  Fancfioa  voa 
X  aooebmeo,  ond  aodaoo  x  besüfluaen,  oder  amgekebrL  Das  PrAfaBgaaiittcl  wird 
jedesmal  doreh  direele  ReiheiieotwickliiDg  hergesleiit 


A  B  f  g  a  b  e   36. 
Mao  socbt  y  ood  z  als  solche  Foocliooeo  too  x,  dass  das  ia  Ibigeoder  Gleicbaog 

I)    x-(lP  +  y3  +  fO  =  L''-y«  +  ü-y'-«-t-ü.y-z« 

eotballcne  U  do  iIaxioioio*slaod  oder  MinioiBOhsUmd  wird. 
Dorcb  Moltreo  tiekoauot  oiao 

">    ^^-3U«.x-iü.yz-y^.z-y.z«-^ 
2üyi  +  ü  .   y»  4-  C  •  y  —  3x  -  z« 


3C«  .  X  —  2Uyz  —  y«  •  z  —  y  .  1« 


dz 


Ersteos.    Mao  setze  ^  =:  0  ood  ~-  =  0,  so  bekomiot  oiao 

dy  dz 

III)  2üyz  +  U  •  z'  +  f}*  •  z  —  3x  •  y3  =:0  ood  IV)  2Uyz  -h  ü  •  y«  -h  C  •  y  — 3x  .  z2=0 

Vergleicbt  quo  diese  beideo  Gleichoogeo,  so  erkeoot  maa,  dass  die  eioe  io  die  aodere 
fibergebt,  weon  y  ond  z  oiiteioaoder  verlaoscbt  werden;  ood  somit  ist  klar,  dass  y  =  z 
werden  moss,  da»  was  aocb  immer  der  Calcol  liefern  mag,  der  llkr  das  eine  Element 
sieb  ergebende  Aosdrock  ancb  jedesmal  för  das  andere  passt.  Die  Differenz  der  beiden 
letzteo  Gleichongen  ist 

V)    (z  -  y)  .  [IP  -h  (3x  +  U)  .  (y  4-  z)]  ==  0 

Dieser  Gleiehong  wird  nan  ebenfalls  genfigt,  wenn  y  »»  z  ist;  nnd  setzt  man  y  statt  z 
in  III  and  lY  ein,  so  gehen  diese  beide  Gleichongen  über  in 

VI)    IP  —  3y  .  (x  -  ü)  -  0 

Setzt  man  femer  y  statt  z  in  Gleiehong  I  eio,  so  gibt  sich 

VII)    2y3  .  (x  —  ü)  =  Ü2  .  (y»  -  X  .  ü) 

Weon  man  nnn  3y  •  (x  —  U)  statt  IP  aos  VI  entnimmt,  und  in  VII  einsetzt;  so  be- 
kommt man 

viio  IT  =  I 
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y 


8 


Wird  |-  ao  die  Stelle  des  U  enlweder  in  Gleichang  1,  oder  in  111,  oder  in  IV,  oder 

VI  eingesetzt,  so  gibt  sieh  jedesmal 

IX)    y3  -h  Ihi .  y«  —  27  .    x»  =  0 

Es  gibt  non  fQr  y  und  somit  auch  fQr  z  drei  verschiedene  Ansdrfkcke,  welche  näberangs- 
weise  folgende  sind: 

yj  =  Zj  —  -h  X  .  1,5962673 

y2  =  *2 x-1,9581102 

y^  —  I3  =  —  1 . 8,6381566 

Die  hier  gegebenen  Zahlen  sind  aber  nur  bis  zar  sechsten  Deeimalstelle  genao.    Es  er- 


geben  sich  nun  fQr  U'  =  ^  ebenfalls  drei  verschiedene  Aosdrflcke,  welche  folgende  sind: 

p.  ^  (+,♦  1.59Mff73  ....)»  ^  ^    ^^^^^^3g^ 

b; _  (-x.l.958IIOa....)» ^ ^ . ^^^^^ 

Ifalirt  man  Doch  eiomal,  und  berAcksichtigl  man  alles  Vorhergehende;  so  gibt  sich 

1)    Bei  y|  =  Z|  =  +  X  •  1,5962673 ....  findet,  wenn  x  positiv  ist,  ein  Minimom- 

stand  statt;  dagegen  findet,  wenn  x  negativ  ist,  ein  Maximam-stand  statt 

3)    Bei  y2  =  Z2  =  —  X  •  I«9581I02 ....  findet  weder  ein  Maximam-stand  noch 

Minimnm-stand  statt, 

3)    Bei  y3  =  Z3  =  —  X  •  8,6381566 findet,  wenn  z  positiv  ist,  ein  Maximum- 
Stand  statt;  dagegen  findet,  wenn  x  negativ  ist,  ein  Minimnm*«tand  statt 

j  TT  i1  TT         9^ 

Zweitens.    Man  setze  —  =  ^  »nd  — -  =  -tt,  so   bekommt   man   die   beiden 

dy  dz         0* 

Gleichungen 

XI)  SlJyz  +  ü  •  z«  -H  ü»  •  z  —  3x  .  y«=rO  and  XII)  31J«  •  x  —  2üyz  — y«  •  z  — y  •  z»— 0 

welche  in  Verbindong  mK  1  fttr  y,  z  und  U  Fnnctionen  von  x  liefern.    Dabei  wird 

-1-  =  - ;  allein  die  directe  Reihenentwicklang  gibt  gradezn  die  wahre  Bedentnng  die- 
dy        u  • 

ser  nnbestimmten  Form. 

Drittens.    Man  setze  -4-  =  -s*  und  -f-  =  0,  so  bekommt  man   die  beiden 
•  dy         0  dz  * 

Gleichangen 

XIII)  3Ü«  .  x  —  2Uyz  — y2 .  z-y  .  z»=0  ondXIV)  2Uyz  +  U  .  y»H-ü»  •  y- 3x  •  z«=:0 

welche  in  Verbindong  mit  I  fQr  y,  z  ond  U  Fanctionen  von  x  liefern.    Dabei  wird 

-^  =  g;  allein  die  directe  Reihenentwicklung  gibt  gradezo  die  wahre  Bedentnng  dieser 
unbestimmten  Form. 

Viertens.     Man  setze  -f-  =  ^r  and  --f-  =  -rr«  *o  bekommt  man  die  einzige 

dy         0  dz         0 '  " 

Gleichung 
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XV)    3lJ«.i--2ü-yz  —  y«.2  —  y.z»=:0 

welche  mit  1  Terbondeo  werden  moM.  Allein  jeUt  ist  die  Aufgabe  eine  diophaotisclie, 
d.  Ik  man  kann  entweder  für  y  eine  beliebige  FonetioB  von  x  annehmen ,  und  sodann 
z  bestimmen,  oder  omgekehrt  • 


Aafgabe  37. 

Man  socbt  das  Verbiltniss  zweier  Zahlen  y  and  z,  deren  Prodael  ein  Maumom- 
stand  ist,  anter  der  Bedingang,  dass  das  Dreifache  der  ersten  Zahl  nebsl  dem  Vier- 
ficlien  der  zweiten  jedesmal  ein  yollkommenes  Quadrat  sei. 

Die  Aa^^abe  verlangt  also,  dass 

1)    U=ry.z 

ein  Ifazimom-etand  werde,  während  noch  die  Bedingongsgleichang 

10    3  .  y  +  4  •  z  =  x» 

erfiUlt  wird.    Diese  Aufgabe  kann  mit  gleicher  Leichtigkeit  darchgelQbrt  werden,  maa 
mag  y  oder  z  als  mittelbar  mutabel  behandeln.    Man  behandle  z  als  mittelbar  mutabel. 


Man  eliminire  z  vor  dem  Mntiren,  so  geht  I  über  in 

D  =  i.y.(i»-5y) 

1  13 

Daraus  folgt  aU  =  j  •  (x«  —  6y)  •  ^y  und  ^ü  =  j  •  (x«  —  6y)  •  a^y  —  5  .  ^y«.     Aus 

^  =  Ofolgly  =  ^.  Also  ist  z  =  ^  und  ü'  =  |.  (?)*.   Dabei  ist  ^U  =  -  |  •  ^y«; 
und  sonach  findet  ein  Maximum-stand  statt 

Bwelie  AviSauig. 

Man  eliminire  die  Mutationscoefficienten  des  z  auf  directem  Wege.    Aus  1  folgt 

ni)    W  =  z  .  ^y  H-  y  .  az 
und 

IV)    a^U  =  z  •  d^y  +  y  •  d^z  -h  3  -  dy  •  ^z 

Aas  II  folgt 

V)3ay-l-4.az  =  0  • 

und 

VI)3.a«y-f-4.a«z  —  0 

Man  eliminire  dz  ans  III,  was  mittelst  V  geschieht;  so  bekommt  man 

VII)    au  =  ^  "^  ^y  >  ay 
Man  eliminire  St  und  a^z  aus  IV,  was  mittelst  V  und  VI  geschieht;  so  bekommt  man 

VIII)    a«u  =  ^'  "^  ^y .  aay  -  5  .  ay« 

Hier  kann  der  bei  ay  befindliche  Factor  nar  zu  Null  werden.    Man  bekommt  also 

IX)    4z  -  3y  =  0 
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Aus  1 ,  II  and  IX  gibt  sich  non  y  =  7  >  *  ==  '0'  ^^^  ^'  ^  3 '  (s)  '  ^^"^^^  ^^^  ^^^^ 

3 
jetzt  d^U  :s:  —  5  *  ^y'*    Somit  ist  Alles,  wie  bei  der  ersten  AafldsQDg. 

Dritle  AviSsviig. 

Mao  eliminire  die  MotalioDscoelBcienten  des  z  mittelst  eines  Multiplicators.  Man 
moltiplicire  Gleichnng^V  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  jedenfklls  aber)  nichtmatablen 
Function  £  von  x,  so  ist  auch  noch  das  Product  £  •  (8  •  dy  +  4  •  <)z)  =  0,  und  kann 
zo  III  addirt  werden^  ohne  dass  d\]  sich  im  Geringsten  Ändert.  Vollzieht  man  die  Ad- 
dition, so  bekommt  man 

au  «■  z  .  dy  -H  y  .  dz  -+-  8  •  (3  .  dy  -h  4  •  dz) 

Ordnet  man  anders,  so  gibt  sich 

X)    du  =  (z  -4-  3«)  .  dy  4t  (y  4-  4S)  .  dz 

Man  moltiplicire  auch  Gleichung  VI  mit  derselben  Function  8  von  1,  so  ist  auch  noch 
das  Product  2  -  (ß  •  ^  +  4  •  d^z)  =  0,  und  kann  zu  TV  addirt  werden,  ohne  dass  d^U 
sieh  im  Geringsten  ändert.    Vollzieht  man  die  Addition,  so  bekommt  man 

d^ü  =  z  •  d«y  4-  y  .  d^z  -h  2  .  dy  .  dz  4-  «  •  (3  •  d»y  -+-  4  .  d^z) 

Ordnet  man  anders,  so  gibt  sich 

XI)    a*ü  =  (z  4-  3«)  .  d«y  4-  (y  4-  4«)  .  d^z  4-  2  •  dy  .  dz 

Da  nun  in  Gleichung  X  das  mittelbare  dz  nicht  vorkommen  darf,  so  denke  man  sich 
anter  9  eine  solche  Function,  dass  identisch  stattfindet 

XII)  y  4-  4«  =  0 

Gleichung  X  redocirt  sich  also  jetzt  auf  dlJ  =  (z  +  3£)  •  dy,  und  daraus  folgt 

XIII)  z  4-  38  =  0 

X*  1'  1*  „         I     /i\* 

Aus  I,  II,  XII  und  XIII  gibt  sich  nun  8  :^  —  gj,  Y  =g-  >  *=  g"  °"^  3  '  (2/  ' 

Wegen  XII  und  XIII  reducirt  sich  XI  zunächst  auf 

XIV)    dnj  =  2.dy.dz 

Indem    man    jetzt    mittelst   V   das   dz    aus   XIV    eliminirt,    bekommt   man   wieder 

3 
d^U  =  —  5  •  dy'.    Somit  ist  Alles ,  wie  bei  den  zwei  vorhergehenden  Auflösungen. 


A  u  fga  b  e   38. 

Man  sucht  f&r  y  und  z  solche  Functionen  von  x,  dass  der  Ausdruck 

3 

I)    lJ  =  gyH-h-z4-  l^(ex  —  X»)* 

ein  Maximom-stand  oder  Minimum-stand  wird,  während  noch  die  Bedingungsgleichung 

II)    y«  4-  z«  =  x» 

erIfUlt  werden  soll. 

.1 

Die  beiden  imaginären  Formen  des  Radicals  1f  (ex  —  x«)*  dttrfen  nicht  berOeksich- 
Ugt  werden,  weil  der  herzustellende  primäre  Zustand  reell  sein  muss. 

Man  ftthre  die  Auti^abe  in  der  Weise  durch,  dass  z  als  mittelbar  mutabel  betrach- 
tet wird. 
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Man  eliminire  i  vor  dem  IfotireD.    Aus  II  ergibt  sich  z  =  Wx^  —  y^,  und  I  gehl 
Ober  io 

3  

ni)    ü  ==  g  .  y  +  h  .  ir»«  -  y»  -h  ^(ex  —  x»)* 


des  Radicals  1f x«  —  y«  ist  keine  Einschrftokoag  beigefügt;  es  muss  also 
nach  seiner  positiren  und  oeg^itiveD  Bedeotuog  bertteksiehtigt  werden.  Ans  Gleichong 
m  folgt  non 


,v)    ^ü  =  =iJä.±J:;S3 .  ^y 

Erstens.    Ans  ^  =  0  folgt  —  hy  +  g  •  rx«  —  y«  =  0,   nnd  somit  ist  y  = 

,  s 

,  ■    ^      ,  z  =:  _  ,  und  U'  =  X  .  irg«-h  h«  +  ^(ei  —  x«)*.    unter  diesen  üm- 

ständen  ist  nnr  a«ü  =  —  ^^^'^  •  (x  .  W^  H-  h«)  •  ^y«.    Ist  non  (x  .  lf?Tw)  posiüy, 

so  ist  ^ü  negativ,  nnd  U'  ein  Maximnm-stand;  ist  aber  (x  •  if g«  -h  h«)  negativ,  so  ist 
^'U  positiv,  nnd  0'  ein  Minimum-stand. 

H  TT  Sf 

Zweitens.     Aus  ^  =  -2.  folgt  rx«  — y«  =  0,   also  ist  jetzt  y  =  A  x,   nnd 

s  s  0,  d.  h.  I  ist  eine  identisehe  Fonction  von  z.   Ferner  ist  U'  =  ±.  gx  +  V^nl  ^  i^*. 

3 

Zur  PrQfting  seUe  man  (A  x  -4-  x  •  $)  statt  y ,  nnd  (ii  gx  +  ^(01  —  y«)*  -*-  ^ü)  a^atl 
U  in  Gleichong  III  überall  ein,  so  bekommt  man 

^ü  =  g  •  (>e  .  $)  H-  h  .  If  T  2x  .  (x  .  5J)  -  (x  .  $)« 

Dieser  Aosdrock  kann  vom  ImaginAren  ins  Reelle  fibergeben,  ond  somit  findet  ein 
GrSnz-stand  statt.  Denkt  man  sich  x  im  Momente  des  Versehwindens,  ond  gibt  man 
dem  (x*$)  eine  solche  Bedeotong.  dass^/ü reell  wird;  dann,  aber  aoch  nur  dann, 
kann  man  ohne  angebbaren  Fehler  ^  =s  h  •  if  T  2x  •  (x  •  ^)  setzen.  Ist  non  das  on- 
eadlichkleine  ond  reelle  ^J5  positiv,  so  ist  der  GrSnz-stand  kleiner,  als  seine  reellen 
Nachbarstände ;  ist  aber  das  onendlichkleine  ond  reelle  //U  negativ ,  so  ist  der  Grinz- 
stand  grösser,  als  seine  reellen  Nachbarstfinde. 

Zwelie  AaflSs«Mg. 

Man  motire  zuerst,   ond  eliminire  dann  die  mittelbaren  Motationscoefficienten  aof 
directem  Wege.    Aos  I  folgt 

V)    ^U  =:  g  •  ay  +  h  -  az,  VO  am  =  g  •  asy  +  h  .  ^s,  etc. 

Aos  II  aber  folgt 

VII)    y  •  ay  +  z  •  az  =  0,  VIII)  y  •  a«y  -h  z  •  a«z  -H  ay»  -h  az»  =  0,  etc. 

Elimiairt  man  jetzt  az  ond  a^z,  so  gehen  die  Gleichongen  V  ond  VI  fiber  in 

IX)   «i  =  ii^.ay 

Prstens.  Mansette  ^  =b  0,  so  ist  gz  —  hy  =s  0.    Diese  Gleichang,  Terbaadea 
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mitiandlf,  liefert  y  =  ^,Iz ,  y  =  _  nnd  U'  «  x  •  ifg«  ■+-  h«H-  K(ex  — i«)*. 

Unter  diesen  Dmaländen  geht  Gleichung  X  Qber  in  m]  =  —  ^  ^2^^  '  (*  '  ^g*  -*-  h*)  -  <'y'^ 
wie  schon  bei  der  ersten  Aufldsnng  der  Fall  war. 

Zweitens.    Setzt  man  -p  =  -^r-,  so  folgt  ans  Gleichnng  IX,  dass  z  =  0,  d.  h. 

dass  %  eine  identische  Function  von  x  ist.    Die  Gleichnng  z  >:*  0,  yerbanden  mit  I  und 

II,  liefert  nun  y  -•  ±.  x,  und  U'  «  ±  gx  +  K'(ex  —  x^)*.  Zur  Prüfung  setze  man  vor- 
erst (±.  X  4-  X  •  $)  statt  y,  und  (0  +  Jt)  oder  bloss  3  statt  z  in  Gleichung  II  über- 
all ein,  so  bekommt  man  (nach  g.  46} 

±  2x  .  (x  •  $)  H-  (x  .  $y  H-  32  =  0 

Daraus  folgt 

3  »  »f T2J •  (x  .  $)  -  (x  .  ^y 

Führt  man  nun  (if T  2x  •  (x  .  ?)  —  (x  .  $)«)  statt  z,   (±.  x  -h   x  •  ^J)  statt   y,    und 

3 

[±g'X   +  K^ex^^^^x^  +  ^U]  statt  U  in  Gleichung  I  überall  ein,  so  gibt  sich 


^U  —  g  .  (x  .  $)  -h  h  .  »f  T  2x  .  (x  .  $)  -  (x  .  $)« 
wie  bei  der  ersten  Auflösung.     . 

Dritte  A«i«raiig. 

Man  eliminire  die  Mutalionscoefficienten  des  z  mittelst  eines  Multiplicators.  Man 
mnltiplicire  Gleichung  VII  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nicbtmutab- 
len  Function  £  von  x,  so  isl  auch  noch  das  Product  S  •  (y  •  dy  +  z  •  dz)  =  0,  und 
kann  zu  V  addirt  werden,  ohne  dass  ^U  sich  im  Geringsten  ändert  Vollzieht  man  die 
Addition,  so  bekommt  man 

XI)    aü  =  (g  H-  «y)  •  ay  H-  (h  H-  «z)  •  dz 

Man  multiplicire  auch  Gleichung  YIII  mit  derselben  Function  i  von  x,  so  ist  auch  noch 
das  Product  ?  •  (y  •  a^y  -f-  z  •  a*z  H-  ^y«  h-  dz'^  =  0,  und  kann  zu  VI  addirt  werden, 
ohne  dass  ^  sich  im  Geringsten  ändert.    Vollzieht  man  die  Addition ,  so  bekommt  man 

xn)    am  =  (g  4-  ?  •  y)  •  a»y  -h  (h  -h  «  •  z)  .  a^z  -h  «  .  ay«  4-  8  .  az« 

Da  das  mittelbare  az  in  Gleichung  XI  nicht  vorkommen  darf,  so  denke  man  sich  unter 
i  eine  solche  Function  von  x,  dass  identisch  stattfinde! 

XUI)    h  4-  «z  =  0 

Gleichung  XI  redicirt  sich  also  auf 

XIV)    au  =  (g  4-  8y)  ■  ay 

Ers  tens.  Setzt  man  -4-  »0,  so  ist  g  +  S  •  y  »  0«  Diese  Gleichung,  verbunden  mit 

II  und  Xni,  Uefert  «  == iSTt^L,  y  -         ^      ,  2  =         ^^  ü'  = 

»  rg2  H-  h2  Ifg2  4-h« 

3 

X  •  lfg*4-h«  4-  K(ex  — X«)* .  Unter  diesen  Umständen  reducirt  sich  Gleichung  XII 
auf  W] = £  -  ray^  +  az3) ;  und  wenn  man  für  S  und  az  die  Ausdrücke  einführt,  so  bekommt 

man  a^U  =  —  - — g —  •  (i  •  Irg«  ■+■  h«j  •  ay«,  wie  bei  den  zwei  vorigen  Auflösungen. 

Jk 

Zweitens.    Aus  Gleichnng  XIII  folgt  S  s=: ,  und  somit  geht  Gleichung  XIV 

Über  in 

54 
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XV)   au  =  S ^  .  sy 


d  U         9 
Will  maD  nao  -f-  =  tt  setzen ,  so  mius  z  =  0.  d.  b.  i  mves  eise  ideatiiche  FaaeÜOB 

dy         0 

voo  %  seiD.    (Das  Weitere  ist  wie  bei  der  iwetten  AoflSsoDg.) 


Aofgabe  39. 

Ea  seien  i,  y,  z  die  drei  Winkel  eines  Dreiecks.  Welche  Fottctionen  Ton  x  müs- 
sen dann  y  ond  z  sein,  wenn  die  Summe  der  Sinns  der  drei  Winkel  ein  Ifazimom-stand 
werden  soll? 

Hier  soll 

I)    U  a  sin  X  +  sin  y  +  sin  z 
ein  Mazinrtim-stand  werden,  wahrend  noch  die  Bedingung 

U)    X  H-  y  -*-  z  =  2R 
besteht,  wo  2R  zwei  rechte  Winkel  bedeutet.    Aus  I  folgt 

III)    au  —  ay  •  cos  y  -f-  ^z  •  cos  z 
IV)    a*U  =s  a*y  •  cos  y  -h  a*z  •  cos  z  —  dy2  .  sin  y  —  az'  •  sin  z 
Aus  II  folgt 

V)    ay  -h  az  =  0,        VI)    32y  -h  a^z  =  0,  etc. 
Ans  111  und  V  folgt 

VII)    dV  =  (cos  y  —  cos  z)  •  dy 
Ans  IV,  V  und  VI  folgt  ferner 

VIII)    OTJ  =  (cos  y  —  cos  z)  •  a^y  —  (sin  y  4-  sin  z)  •  dy^ 

Man  setze  -^  =  0,  so  folgt  aus  VII  zunächst  cos  y  »  cos  z,  und  daraus  folgt  im  All- 
gemeinen y=:4n-R±.z,  won  Null  oder  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet  Es  mQs- 
sen  aber  alle  Winkel  des  Dreiecks  positiv  sein;  und  dieser  Umstand,  verbunden  mit 
Gleichung  II,  gibt,  dass  y  =  z  sein  muss.  Sonach  folgt  aus  Gleichung  II  weiter,  dass 

2R  —  X       .  2R  —  X 

y  «  — j—  und  z  -  — g—  . 

Das  Dreieck  ist  also  gleichschenkelig. 

Unter  diesen  Umständen  reducirt  sich  Gleichung  VIII  auf  ^HI  =  —  2  •  (sin  y)  •  dy'. 
Da  nun  y  positiv  und  kleiner  als  zwei  Rechte  ist,   so  ist  auch  sin  y  positiv.    Somit  ist 

fiV  negativ,  und  U'  «  sin  x  +  2  •  sin  — ^ —  ein  Maximum-stand. 


Aufgabe   40. 

Es  seien  x,  y,  z  die  drei  Winkel  eines  Dreiecks.  Welche  Functionen  von  x  mes- 
sen dann  y  und  z  sein,  wenn  das  Prodnct  der  Sinus  aller  drei  Winkel  ein  Maximom- 
stand  werden  soll? 

Hier  soll 

I)    U  =:  sin  X  •  sin  y  •  sin  z 
ein  Maximum-«tand  werden,  während  noch  die  Bedingung 

II)    X  H-  y  -f-  z  =  2R 
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besieht,  wo  SR  iwei  rechte  WiniLel  bedeatet    Am  1  folgt 

III)  dV  »  (sia  X  •  cos  y  •  sin  i)  •  dy  +  (sin  x  •  sin  y  •  cos  z)  •  dz 

IV)  ^U  B»  (siD  X  •  cos  y  •  sin  z)  •  ^y  +  (sin  x  •  sin  y  •  cos  z)  •  ^z 

—  (sin  X  •  sJD  y  •  sin  z)  •  ^y^  +  2  •  (sin  x  •  cos  y  •  cos  z)  •  dy  •  dz 

—  (sin  z  •  sin  y  •  sin  z)  •  dz^ 
Aus  II  folgt. 

V)    dy  -h  dz  «  0,        VI)    d«y  -f-  <Pz  =»  0,  etc. 

Aus  111  und  V  ergibt  sich 

VII)    dV  =  sin  X  •  (cos  y  •  siu  z  —  sin  y  •  cos  z)  •  dy 
oder 

Vni)    dl]  =  sin  X  •  sin  (z  —  y)  •  Sy 

Setzt  man~^  =  0,  so  moss  z  i»  y  sein.    Diese  Gleichung,   mit  II  verbunden,   gibt 

I.I.-  2R--X       .  2R  —  X,. 

auch  hier  y  =  — ^ —  und  i  =  — ^ —  ,  d.  h. 

Aoch  hier  ist  das  Dreieck  gleich^chenkelig. 
Unter  diesen  Umständen  bleibt  nur 

d^U  Ä  —  2  •  sin  X  •  (cos  y  •  cos  z  -+-  sin  y  •  sin  z)  •  dy^ 

=  —  2  •  sin  X  •  cos  (z  —  y)  •  dy^ 

=  —  2  .  (sin  x)  .  dy2 

denn  weil  z  »  y,   so  ist  cos  (z  —  y)  =  I.    Da  nun  S^\]  immer  negativ  bleibt,   so  ist 

2R--x\2 


ü'  =s  sin  X  •  i  sin  — 5 — 1    ein  Maximum-stand. 


Aufgabe  41. 

Es  seien  x,  y,  z  die  drei  Winkel  eines  Dreiecks«  und  man  sucht  für  y  und  z  solche 
Fanctionen  von  x,  und  zugleich  für  x  einen  solchen  Werth,  dass  die  Summe  der  Sinus 
dieser  drei  Winkel  ein  Maximnmwerth  eines  Maximum-standes  wird. 

Hier  soll 

I)    U  =  sin  X  +  sin  y  -J-  sin  z 

ein  Maximnmwerth  eines  Maximum-Standes  werden,  während  noch  die  Bedingung 

11)    X  -h  y  4-  z  =  2R 

besteht,  wo  2R  zwei  rechte  Winkel  bedeutet. 

Man  führe  die  Aufgabe  so  durch,  dass  z  als  mittelbar  mutabel  betrachtet  wird. 

Brate  AaUaug. 
Man  eliminire  z  vor  dem  Mutiren,  so  geht  Gleichung  I  über  in 

III)    U  =  sin  X  +  sin  y  +  sin  (x  -f-  y) 
Daraus  folgt 

IV)    (d,U  =  [cos  y  -h  cos  (x  -h  y)]  •  dy 

-I-  [cos  X  -h  -j^  •  cos  y  -f-  (1  -f  -~)  •  cos  (x  4-  y)]  •  ^ 

und 
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V)    (d?V  ==  [cos  y  +  CO«  (X  +  y)]  •  d«y  —  [sin  y  -h  sio  (x  -h  y>]  •  ay' 

^y   -.-  „  _L_  /4  _L  <*r 


-I-  [cos  X  +  ^  .  cos  y  +  (l  -h  ;p)  •  cos  (x  4-  y)]  •  t?«x 
4-  [-  siD  X  H- j^  .  cos  y  -  {^f  •  8in  y  +  5^  •  «»  («  -H  y) 

-  (*  +  ajf-«n(»  +  y)]-^»^ 

Aus  Gleichong  IV  folgt  zuerst  die  identische  Gleichung 

Vi)    cos  y  -+•  cos  (x  H-  y)  =  0 
und  hierauf  auch  noch  die  nichtidentische  Gleichung 

VII)    cos  X  +  ^ .  cos  y  -h   (l  4-  j5I)  •  cos  (x  +  y)  —  0 

Da  nun  die  drei  Winkel  im  Dreieck  zusammen  nur  zwei  Rechte  hetragen,  so  kann  mau 
Gleichung  VI  nur  äbergehen  lassen  in 

cos  y  —  cos  (2R  —  x  —  y)  =  0 
woraus  y  =  — 5 —  folgt.    Wenn  man  diesen  Ausdruck  in  II  einAhrt,  so  bekommt 

man  auch  z  ==  ^ —  .     Nun  1^^  ^   =  '"  5 «   Q^d    Gleichung    VII   geht   über  in 

1           2R— x^l  2Rh-x^-.  2R— x^ 

cos  X  —  5  •  cos  — 5 h  s  •  cos  — 5 —  =  0,  oder  in  cos  x  —  cos  — 5 —  ««  0, 

woraus  x  =  -ip  folgt.     Es  ist  also  auch  y  ■»  -^  und  z  "-  -ä-  »  d.  h. 

Das  gesuchte  Dreieck  ist  das  gleichseitige. 

dv  1         d^Y 

Da  aber  -^  =  —  ^  und  j^  =:  0,  so  reducirt  sich  nach  allem  Vorhergehenden  Glei- 
chung V  auf 

Da  nun  sowohl  der  mit  dem  Mutationscoefficient  als  auch  der  mit  dem  DifferenzeoefTi- 

2R 
cient  versehene  Theilsatz  unter  allen  Umständen  negativ  bleibt,  so  ist  U"  «  3  •  sin  -«- 

ein  Maximomwerth  eines  Maximum-Standes. 

Man  mulire  zuerst  und  eliminire  die  mittelbaren  MutationscoefBcienten  auf  directem 
Wege.    Aus  I  folgt  zunächst 

dy  ,  dz 

-i. .  cos  y  +-=- 
dx  ^      dx 

und 

IX)    A«ü  =  (cos  y)  •  ^y  4-  (cos  z)  •  ^z  —  (sin  y)  •  ^y«  -  (sin  z)  •  dt^ 

fdy  dz  1     ^ 

cos  X  H-  -p  .  cos  y  -f-  -p  •  cos  z  J  •  ^x 

4   [-sinx+jl.cosy-(^)    .  sm  y  +  gp  •  cos  z  -  (^)   •  sm  z]  •  ^t^ 
Aus  11  aber  folgt 

X)    ^y  +  ^z  +   (1    +  5i  +  5;)  •  ^1  =  0 


VIII)    (d)V  =  (cos  y)  •  ^y  +  (cos  z)  •  ^z  -H  [cos  x  -h  -r^  •  cos  y  +  -r^  •  cos  z]  •  i^x 


429 
and 

xo  ^  +  ^  +  (.  +  |  +  3.>).«  +  (g  +  g).,..  =  . 

Weil  aber  Gleichung  II  fQr  jeden  Werth  des  x  gellen  soll,  so  ist 

und  Gleichong  X  and  XI  redaciren  sich  auf 

XII)    ^  +  dl  =  0,       Xlil)    d«y  +  <J«z  =  0,  etc. 
Eliminirt  man  nun  dz,  so  geht  Gleichung  VIII  über  in 

XrV)    [d)J]  «  (cos  y  —  cos  z)  •  dy  +  (cos  z  +  ^«cosy  +  g-*coszj«t?x 

Man  hat  also  zunächst  die  identische  Gleichung 

XV)    cos  y  —  cos  z  e  0 
und  hierauf  hat  man  noch  die  nichtidentische  Gleichung 

XVI)     cosi+^-cosy  +  T"'<^tM  zäO 

Aus  XV  und  II  bekommt  man  y  =  — ^^  und  z  ■»  — ^^ .  Daraus  folgt  55  =  ""  5 
und  ;i-  =  — '  0«  ^'^  Gleichung  XVI  geht  also  Ober  in  cos  x  —  cos  — g —  =  0,   und 

somit  hat  man  x  =  y  -»  z  »  -ip,  d.  h. 

Das  gesuchte  Dreieck  ist  das  gleichseitige. 

d'y  d'z 

Da  femer  -n  s=  0  und  -r-^  »  0,  so  reducirt  sich  Gleichung  IX  auf 

Also  Alles,  wie  bei  der  ersten  Auflösung. 

Dritte  A«lSe«Bg. 

Man  eliminire  die  mittelbaren  MulationscoelBcienten  mittelst  eines  MoltipUcators« 
Zu  diesem  Ende  verwandle  man  Gleichung  II  in  die  identische  x-|-y4-z  —  2R  =  0, 
und  mulliplicire  diese  Gleichung  mit  einer  (vorerst  unbestimmten ,  jedenfalls  aber)  nicht- 
mutablen  Function  8  von  x ;  so  hat  man  das  Product  8  •  (x  +  y  +  ^  —  ^)  =  0* 
Dieses  Product  kann  man  zu  Gleichung  I  addiren,  ohne  dass  dadurch  das  U  geändert 
whrd;  und  man  bekommt 

ü  =  sin  X  +  sin  y  +  sin  z  +  «  •  (x  +  y  -h  z  —  2R) 

Mutirt  man,  so  gibt  sich 

,d)ü  =  («  +  cos  y)  •  dy  +  (?  4-  cos  z)  •  dt 

+  [cos  X  +  ^  .  cos  y  +  jj  .  cos  z  +  jjL  .  d(?  .  rx  +  y  +  z  -  2R))]  *9x 

und 

fi^  =  («  +  cos  y)  •  d«y  +  («  4-  cos  z)  •  d«z  —  (sin  y)  *  ay«  —  (sin  z)  •  dz« 

+  [cos  X  +  j^  •  cos  y  +  T^  •  cos  2  +  jp  •  d(8  •  (X  +  y  +  2  —  ^Ä))]  •  »9«x 
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,    r  ^    d^y  /dy\2  .    d«z  /dt\^ 

+  X  .  d2(e  .  (X  4-  y  -h  2  —  2R))]  .  ,?x2 

Weil  aber  x  +  y  +  z  —  2Rs=0  eine  identische  Gleichung  ist,  so  ist  auch 
gj  •  d(«(x  4-  y  -h  z  -  2R})  =0,  ^  •  d2(«  •  <z  +  y  -h  z  —  2R))  =  0  etc.  Es  bleibt 
also  zunächst  nur 

(^ü  =:  (8  -h  COS  y)  •  ^y  -♦-  (8  H-  cos  z)  •  ^z  -i-  (cos  x  -h  —  •  cos  y  -|-  -p  •  cos  z\  •  &\ 

Da  nun  in  dem  Ausdrucke  f&r  (d)l]  das  mittelbare  dz  nicht  vorkommen  darf,   so  denke 
man  sich  unter  8  eine  solche  Function  von  x,  dass  identisch  stattfindet 

XVII)     8  +  008  z  =  0 

Es  bleibt  also  nur 

,^ü  =  (g  4-  cos  y)  •  iy  -*-  (cos  X  -♦-  -p  •  cos  y  +  ^  •  cos  z  j  •  ^x 

Daraus  folgt  zunächst  die  identische  Gleichung 

XVIIl)    «  -h  cos  y  =  0 
und  sodann  die  nichtidentische  Gleichung 

XIX)     cos  X  -h  —  •  cos  y  4-  :r-  •  cos  z  =  0 
''  dx  "^    '   dx 

Ans  XVII  folgt  ?  =  —  cos  z;  ans  II  und  XVIII  folgt  y  =  — ^^  und  z  =  — ^— : 

2R 
und  sonach  folgt  aus  XIX  x  =  y  =r  z  =  -^-9  d.  h. 

o 

Das  gesuchte  Dreieck  ist  das  gleichseitige. 

Da  nun  :r"  =  —  siT-  =  — s»  -r?  =  0 ,  -=—»  =  0>    «o  reducirt  sich  unter  Be- 
dx  2'  dx  2     dx2  dx* 

rücksichtigung  alles  Vorhergehenden  (5?l]  auf 
(^ü  -=  —  (sin  y)  .  ay«  —  (sin  z)  •  dz^  -  [sin  x  H-  (^^  •  sin  y  H-  {^f  •  sin  z]  -  i?i« 

Aus  XII  folgt  aber  ^z  =  —  dy,  und  führt  man  noch  für  sin  y,  sin  z,  ^,  -p  die  Aos- 
drttcke  ein,  so  bekommt  man 

Also  Alles,  wie  bei  den  zwei  vorigen  Auflösungen. 


Aufgabe  42. 
Man  sucht  für  z  und  v  solche  Functionen  von  x  und  y,  dass  der  Ausdruck 

I)    ü  =  gy  -h  hz  -h  kv  + 


x2.y2 


ein  Maximi|iih6tand  oder  Mioiiiium-stand  wird,   während  noch  die  Bedingungsgleichuog 

11)    y2  +  «*  +  V»  =  X« 
erfüllt  werden  soll. 
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Um  die  Mnltiplicatorenmethod«  aozuwendeD,   forme  man  Gleichung  II  io  folgeode 
identische  am 

III)     2»  -h  v2  +  y«  —  x2  =  0 

Diese  Gleichung  muss  von  jedem  beliebigen  Werthe  des  i  und  von  jedem  beliebigen 
Werthe  des  y  erfüllt  werden.  Man  multiplieire  nun  Gleichong  III  mit  einer  (vorerst 
unbekannten ,  jedenfalls  aber)  nichtmutablen  Function  8  von  x  und  y ,  und  addire  dieses 
Product  zu  Gleichung  I ;  so  ist  noch  vollkommen  genau 

IV)    ü  =  gy  +  hz  +  kv  +    f 'y'    4-  £  .  (22  ^  v2  +  y2  -  x«) 

X*  "T"  y* 

Mutirt  man  nun,  so  bekommt  man 

V)    ^ü  =  (h  4-  2«z)  .  dz  +  (k  +  2?v)  .  dy 

\t)    ^ü  =  (h  +  28z)  .  ^z  +  (k  +  28v)  .  <J2v  +  28  .  (dz«  +  Sy^ 

Behandelt  man  nun  t  als  das  mittelbar  mutable  Element,  so  hat  man  sich  unter  8  eine 
solche  Function  von  x  und  y  zu  denken ,  dass  (Ür  jeden  Werth  des  x  und  ffir  jeden 
Werth  des  y  stattfindet 

VII)    k  +  28v  =  0 

Gleichung  V  reducirt  sich  also  auf 

Vni)    aü  =  (h  +  2«z)  .  dz 

Erstens.  Setzt  man --p  =  0,  so  muss  noch  für  jeden  Werth  des  x  und  für  jeden 

Werth  des  y  stattfinden 

IX)    h  +  28z  =  0 

Aus  den  Gleichungen  I,  II,  Vn  und  IX  folgt  nun 


.=-^ifi^-=-)ffci-='ri 


2    v2 


+  k2'    '  "      ff     h2    +  k« 

und 

ü'  =  gy  +  i^y^  -H  >r(h2  +  k2).(x2-yo. 

Unter  diesen  Umständen  reducirt  sich  Gleichung  VI  auf 

a^ü  =  28  .  (dz»  -^  dvO  = rzr-2  •  ('^(h«  +  k«)  .  (x«  -  y2))  •  («Jz«  4-  dv») 

2  h 

Nun  folgt  aber  aus  Gleichung  II ,  dass  dv  = .  dz  =:  —  r  •  dz ;  und  sonach  ist 

^ü  =  -  fc»  ^'(J'-'yf)  '  (1^0»'  +  k»)  .  (X'  -  y»))  .  iz' 

Da  nun  (x'  —  y^  positiv  sein  muss,  weil  sonst  z  und  v  imaginär  wären;  so  ist  S'V 
negativ,  wenn  das  Radical  seine  positive  Bedeutung  hat,  und  U  ein  Mazimum-stand; 
dagegen  ist  d^U  positiv,  wenn  das  Radical  seine  negative  Bedeutung  hat,  und  U  ein 
Minimum-Stand. 

Zweitens.    Aus  Gleichung  VII  folgt  8=  —  ^;  Gleichung  VIII  geht  also  über  in 

SU  = .  dz.    Man  sehe  nun  zu,  was  sich  ergibt,  wenn  man  -p   =  -^    setzt. 

Dabei  ist  v  =  0,  d.  h.  v  ist  eine  identische  Function  von  x  und  y.  Gleichung  II  redu- 
cirt sich  dabei  auf  y«  +  z«  =»  x«,  d.  h.  es  ist  z  =  Ifx»  —  y«.    Femer  ist  U'  =  gy 

+  h  .  Wj.^  —  y«  4-  -l  \J  2  •    ^^^  Prüfung  setze  man  (lf  x«  —  y2  +  x  .  O)  statt  z ,  und 

X  4"  y 

(0  +  ^v)  oder  bloss  $  statt  v  in  Gleichung  II  ein,  so  bekommt  man  ($.  46) 
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(2  .  iTx«  -  y«)  .  X  .  D  +  <x  .  O)«  +  ««  =  0 
Somit  ist 

«==  i^-  (2 .  !r]?"=n^) .  (x  •  o)  -  (x .  oy 

Maohl  man  oon  in  Gleichang  I  die  gewohnlicheo  Sobstitatiooeii ,  so  bekommt  man 

JV  =  h  .  (x  .  D)  +  k  .  *"—  (2 .  if^^rzr^] .  (x  .  0)  —  (x  .  0)2 

Da  non  ^  vom  Imaginären  ins  Reelle  übeit^eht,  so  flndet  diesmal  ein  Grinz-etand 
statt.  Denkt  man  sich  jetzt  x  im  Momente  des  Verschwindens,  nnd  gibt  man  dem 
Ausdrucke  x  •  O  eine  solche  Bedentang,  dass  JU  reell  wird;   dann,  aber  auch  nar 

dann,  kann  man  ohne  angebbaren  Fehler  ^  =  k  •  ^^---  2  •  (iTx^  ~  y«)  •  (x  •  D)  se- 
tzen. Ist  nun  dieses  anendiichkleine  und  reelle  JV  positiv,  so  ist  der  Gränz-stand 
kleiner,  als  seine  reellen  Nachbarzastande;  ist  aber  das  unendlichkleine  und  reelle  JU 
negativ,  so  ist  der  GräniH»tand  grösser,  als  seine  reellen  Naehbarznslande. 


Aufgabe    43. 
Man  sucht  fikr  y,  z  und  v  solche  Functionen  von  x,  dass  der  Ausdruck 

I)    ü  =  g.y -t-hz-hk-v-Hj-p^ 

ein  Maximum-Stand  oder  Minlmum-stand  wird,   während  noch  die  Bedingungsgleichung 

II)    y«  -h  z«  +  V«  =  X« 

erßUlt  werden  soll. 

Um  die  Multiplicatorenmethode  anzuwenden,   forme  man  Gleichung  II  in  folgende 
identische  um 

III)    y»  4-  z«  4-  V»  -  X«  =  0 

vervielfache  diese  identische  Gleichung  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  jedenfiills  aber) 
nichtmotablen  Function  8  von  x,  und  addire  das  Product  zu  I;  so  ist  noch  vollkom- 
men genau 

IV)    ü  =  g.y4-h.zH-k.v-f-  j-^r^  4-  8  •  (y2  +  z«  -h  V«  —  xO 

Mntirt  man  nun,  so  bekommt  man 

V)    au  =  (g  +  28y)  .  dy  +  (h  +  28z)  •  ^z  4-  (k  4-  «8v)  •  ^v 
VI)    ^ü  =  (g  -f  28y)  .  ^y  4-  (h  4-  28z)  •  d«z  -f-  (k  +  28v)  •  ^v 

-h  28  •  (iJy«  4-  ^z«  4-  *v«) 

Betrachtet  man  v  als  das  mittelbar  mutable  Element,  so  hat  man  sich  unter  8  eine 
solche  Function  von  x  zu  denken,  dass  die  identische  Gleichung 

VU)    k  -f  28v  =  0 

stattfindet.    Gleichung  V  redncirt  sich  also  auf 

Vin)    au  =  (g  4-  28y)  .  ay  +  (h  4-  28z)  .  iJz 

Erstens.  Setzt  man -:r-^  =  0  und -j^   =  0,   so  mössen   die    beiden   IdentischeD 

dy  dz 

Gleichungen 

IX)    g  -f  28y  =  0  und  X)  h  +  28z  =  0 


\fffi  4.  h^  4-  k^ 
stattfinden.    Aus  den  Gleichungen  I,  11,  VII,   IX,  X  folgt  8  = ^   ^^  ^ 
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y  =  g"  t  =  ^'^  V  =  ^'^  and  ü'  =      ^' 

Ifg«  +  h2  +  li^  '  I^R*  +  h2  +  k^'  ffg2  +  h»  +  k«'  ^4-  »* 


+  X  .  Wg^  +  h»  +  k«. 

Unter  diesen  Umständen  bleibt  nur  ^ 

d2ü=2«  •  (ay2-h^z3  +  av«)—  g^  +  h^  -H  »^^  .  (^  .  FT g2  H-  h«  -h  k«)  •  (^y«  H-  iJi«  -h  dyV) 

Es  ist  nicht  nöthig,  für  ^v  den  Aasdrock  einzaftthren,  da  man  ohnehin  sieht,  dass  dy^ 
nur  positiv  sein  kann.  Legt  man  nan  dem  Prodacte  x  •  W%^  -H  h^  +  k^  seine  positive 
Bedeutung  bei,  so  ist  U'  ein  Mazimum-stand ;  legt  man  aber  dem  Productex  •  FT gH-l^M-P 
seine  negative  Bedeutung  bei,  so  ist  U'  ein  Minimum-stand. 

Zweitens.    Aus  Gleichung  VII  folgt  ^  =  ~~~  0^»  ^^^  sonach  geht  Gleichung  VIII 


Ober  in 


viN     rtT       gv  —  ky    ,      .    hv  —  kz     , 
Xi)     d\}  =  5 i  .  dy  H .  ^^ 


Man  sehe  nun  zu,  was  sich  ergibt,  wenn  man  -f-  =  -77  an<l  -f-  =  ir  aetzL     Dabei 

^  dy         0  dz         0 

ist  V  =  0,  d.  h.  V  ist  eine  identische  Function  von  x.  Gleichung  II  redacirt  sich  also 
auf  y>  +  z'  »  x' ,  wo  entweder  f&r  y  oder  flür  z  eine  willkürliche  Function  von  x  ge- 
setzt werden  kann.    Nimmt  man  y  als  willkürliche  Function,  so  ist  zr^Wi.^  — -  y^  und 

X«  ^ 

ü'  =  .  ,  +  g  •  y  4-  h  •  Wx^  —  y2.    Zur.  PrQfung  setze  man  (y  -4-  x  •  $)  statt  y , 

(iTx«  —  y*  +  X  •  D)  statt  z,  und  (0  4-  iiv)  oder  blos  iB  statt  V  in  Gleichung  II  ein; 
so  bekommt  man  ($.  46) 

2  .  (y  .  $  -h  et .  iTx«  —  y»)  .  x  +  ($«-+-  D«)  •  x«  -h  93«  =  0 
Daraas  folgt 

©   =  *^—  2  .  (y  .  $  +  0  .  If x2"^^2)  .  X  —  ($2  -f-  D2)  •  x2 
Macht  man  nun  in  Gleichung  I  die  gewöhnlichen  Substitutionen,  so  bekommt  man 

zAJ  =  Xf(g.*H-h.D)  +  k.  ^-  2  .  (y  .  ¥  +  D  .  WW^Tfi] .  x—  ($24-0»)  .  x« 

Daran  erkennt  man,  dass  man  die  willkürliche  Function  y  niemals  so  annehmen  kann, 
dass  ein  Maiimum-stand  oder  Mioimum-stand  stattfindet.  Da  nun  J\]  vom  Imaginfiren 
ins  Reelle  übergeht,  so  findet  ein  GrSnz-stand  statt,  man  mag  für  y  was  Immer  Vär  eine 
Function  von  x  annehmen.  Denkt  man  sich  nun  x  im  Momente  des  Verschwindens , 
und  gibt  man  den  Ausdrücken  (x  •  $)  und  (x-D)  zusammen  die  Eigenschaften,  dass 
z/U  reell  wird;  dann,   aber  auch    nur  dann,   kann  man  ohne  angebbaren  Fehler 

z/U  =  k  •  ^—  2(y  •  ^  -h  D  .  Wx^  —  y2)  .  x  setzen.  Ist  nun  das  unendlichkleine  und 
reelle  J\i  positiv,  so  ist  der  GrSnz-stand  kleiner  als  seine  reellen  Nachbarzustände;  ist 
aber  das  unendlichkleine  und  reelle  d\]  negativ,  so  ist  der  Gränz-stand  grösser,  als 
seine  reellen  Nachbarzustände. 


Aufgabe  44. 

Man  sucht  für  y,  z  und  v  solche  Functionen  von  x,  dass  das  Product 

I)    U  =  yzv 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-sland  wird,  während  noch 

II)    z  -h  y  =  X  und        III)    v  —  y  =  x 

als  Bedingungsgleichungen  bestehen. 

55 
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Die  Aufgabe  wird  am  bequemsten  durchgenihrt ,  wenn  man  z  und  v  als  millelbar 
mutabel  bebaudelt. 

Brate  AsflSniBf. 
Man  eliminire  z  und  v  vor  dem  Mnliren,  so  wird 

U  =  y  .  (x  -h  y)  .  (i  -  y) 
Daraus  folgt 

dV  =  (x2  -  3y2)  .  0} 
und 

d^ü  =  (x2  —  3y2)  .  a2y  —  6  .  y  .  ay2 

Au8?y^  —  0  folgt  y  =  -^;   also  ist  i  =  5  .  (3  -  ifä) ,  v  =  ^  •  (3   -h   ^3],    P  ^ 
dy  Ifä  3  3 

,,,  und  <J2l'  =  —  ^-^  .  ^y2. 
3.r3  ^3 

Da  die  f&r  d'U  und  U'  hergestellten  Ausdrikcke  das  zweideotige  Radieal  #3  als  ge- 
roeinschaftlicben  Factor  bekommen  haben;  so  entscheidet  man  sich  (nach  $.  114.  y.  2.  a) 
auf  folgende  Weise : 

a)  Hat  das  Radieal  die  Bedeutung,  bei  welcher  ^U  negativ  ist,  so  ist  V  positiv; 
und  dabei  findet  ein  Maximum-stand  statt. 

ß)  Hat  das  Radieal  die  Bedeutung,  bei  welcher  ^U  positiv  ist,  so  ist  L^'  negativ: 
und  dabei  findet  ein  Minimum-stand  statt,  jedoch  in  dem  Sinne,  dass  ein  negativer  Aus- 
druck fi)r  desto  kleiner  gilt,  je  weiter  sein  Werth  von  Null  absteht. 

Zweite  AvASaeag. 

Man  mutire  zuerst,  und  eliminire  dann  die  mittelbaren  Mutationscoeflicienteo  auf 
directem  Wege.    Aus  I  folgt 

IV)    <JU  =  yi  •  ^v  -h  yv  •  ^z  -h  vz  •  ^y 
und 
V)     ^PV  =  yz  •  *^v  -h  yv  •  Ä  -4-  vz  •  ^y  -I-  2y  •  dv  •  dz  -♦-  2z  •  dv  •  ^y  -h  2v  •  ^y  •  dz 

Aoa  n  folgt 

VI)    dz  -h  Sy  —  0,  und        VII)    ^z  -I-  ^y  =  0 

Aus  III  folgt 

VIII)    dv  —  ay  =0  0,  und        IX)    ^v  -  J^y  =  0 

Aus  IV,  VI  und  VHI  folgt  also 

dV  =  (yz  -h  vz  —  yv)  •  dy 

und  aus  V,  VI,  VU,  VIII  und  IX  folgt 

d*ü  =  (yz  -h  vz  —  yv)  •  d'y  —  6y  •  dy^ 

Im  Falle  des  Grössten  und  Kleinsten  ist  -]—  =  0,  d.  h.  es  ist 

dy 

X)    yz  4-  vz  -—  vy  =  0 

Dabei  ist   nur  d^U  »  —  6y  •  dy'.    Die  Gleichungen  I,  II,  IH  und  X  dienen  nun  dazu, 
um  y,  z,  V  und  U  zu  bestimmen;  und  man  bekommt  Alles,  wie  vorher. 

Dritte  AeflSavBf. 

Man  eliminire  die  mittelbaren  Mutationscoefßcienten  dz  und  dv  mittelst  Multiplicatoren. 
Man  multiplicire  Gleichung  VI  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  aber  jedeafiiUs)  nicht- 
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mutablen  Fanctioo  S  vou  x ,  so  hal  man  9  •  (^y  +  dz)  =  0.  Mao  malliplicire  auch 
Gleichung  VIII  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls  aber)  nichtmutablen  Function 
9R  von  1,  so  bat  man  Tt  •  (d\  —  öy}  =  0.  Diese  beiden  Gleichungen  addire  man  zu 
Gleichung  IV,  so  ändert  sich  dl]  nicht  im  Geringsten;  und  man  hat 

SV  =s  yt  -  dy  -h  yy '  dz  -h  yz'dy  -^  i '  (dy  -^  öl)  -^  ?0t'  {dy  —  ^y) 
oder 

XI)    au  =  (yz  -h  SÄ)  .  iJv  -H  (yv  H-  S)  •  ^z  H-  (vz  4-  C  —  SK)  •  ^y 

Da  nun  in  dem  Ausdrucke  für  ^U  weder  dy  noch  dz  vorkommen  dQrfen,  so  denke  man 
sich  unter  SR  und  8  solche  Functionen  von  x,  dass  identisch  stattfindet 

XII)    yz  H-  SW  ==  0,  und  XUI)    yv  -h  8  =  0 

Also  ist  nur  dU  =  (vz  +  8  ^  91t)  •  dy.  Da  aber  -p*  =:  0  werden  muss,  so  hat  man 
auch  noch  die  weitere  identische  Gleichung 

XIV)  vz  -»-  8  ~  aw  =  0 

Aus  den  Gleichungen  I,  II.  III,  XII,  XIII,  XIV  folgt  nun  8  = ^  .  (3-h  ifä) , 

jR  = -==  •  (3  —  Ifä),  und  Akt  y,  z,  V  und  ü  ergibt  sich  das  Gleiche,  wie  bei 

3.|f3 

der  ersten  Auflösung.    Wenn  man  nun  Gleichung  XI  abermals  mutirt,    und  dabei  be- 

rQcksichtigt ,  dass  8  und  Sft  nichtmutable  Functionen  sind;  so  bekommt  mau 

Ö^U  =  (yz  H-  aW)  •  <52v  H-  (y v  H-  fi)  •  ^z  -h  (vz  -h  8  —  3»)  .  ^«y 
-h  2y  •  ^v  •  ^z  +  2z  •  ^v  •  ^y  -h  2v  •  ^z  •  ^y 

Nach  allem  Vorhergehenden  reducirt  sich  aber  dieser  Ausdruck  auf  d'U  =  —  6y  •  öy^. 
Es  ist  also  auch  jetzt  Alles,  wie  bei  der  ersten  Auflösung. 


A  ufgabe  45. 

Welches  unter  allen  Dreiecken,  die  denselben  bestimmt  gegebenen  Umfang  m  ha- 
ben, und  bei  denen  man  eine  Seite  nach  Willkür  nimmt,  schliesst  den  grössten  Flächen- 
inhalt ein? 

Wenn  die  drei  Seilen  eines  Dreieckes  durch  x,  y,  z  dargestellt  werden,  so  ist  be- 
kanntlich dessen  Inhalt 

l)    U  =  j  •  K(x  -h  y  +  z)  .  (x  -h  y  —  z)  .  (x  —  y  -h  z)  .  (—  X  -f-  y  4-  z) 

Hier  hat  man,  eben  weil  kein  Grund  vorhanden  ist,  warum  des  Dreiecks  Inhalt  negativ 
sein  sollte,  das  Radical  nur  nach  seiner  positiven  Bedeutung  genommen;  und  diese  Be- 
deutung muss  ihm  durch  die  ganze  Aufgabe  bleiben.  Die  Bedingung  der  Aufgabe  ver- 
langt noch,  dass  unter  allen  Umständen  die  Gleichung 

II)    X  4-  y  -h  z  =  m 

errollt  werde.  Auch  hat  man  durch  die  ganze  Au^abe  festzuhalten,  dass  bei  jedem 
Dreiecke  zwei  Seiten  zusammen  grösser  sind,  als  die  dritte.  Wenn  nun  y  und  z  als 
die  mutablen  Elemente  behandelt  werden  sollen,   also  der  Werth  des  x  willkürlich  ist; 

so  muss  man  dennoch  immer  >  <  -o-  nehmen,  weil  x  <  (y  -t-  z)  sein  muss. 

Bnte  A«MavBg. 

Man  betrachte  z  als  mittelbar  mutabel,  und  eliminire  es  schon  vor  dem  Mutiren. 
Aus  II  folgt  z  =  m  —  X  —  y,  and  I  geht  über  in 
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III)    ü  =  j  •  Km  •  (2x  4-  2y  —  m)  .  (m  —  2x)  .  (m  —  2y) 


Die  Auflösung  wird  bequemer  darcbgefBhrt,  wenn  man  die^e  Gleichang  in  folgeode  ver- 
wanden 

IV)    16  Ü2  =  m  •  (&  H-  2y  —  m)  .  (m  —  2x)  -  (m  —  2y) 

Daraas  folgl 

V)    32  -  ü  •  aü  =  4m  -  (m  ~  2i)  .  (m  —  X  —  2y)  .  ay 
and 

VI)    32  .  ü  .  a«ü  -h  32  .  au«  =  4m  •  (m  —  2x)  .  (m  -  i  —  2y)  •  a^y 

—  8m  •  (m  —  2i)  .  ay« 

Hier  kann  man  nor  -^  =  0  setzen;  ond  aus  V  folgt 

VII)    m  —  X  —  2y=0 

Es  ist  also  y  =  — ^ — ,  und  2=m  —  x~y=  — 5 — ,  d.  h. 

Das  gesuchte  Dreieck  ist  das  gleichschenkelige. 

Man  hat  nun  U'  =  ?  -  fm  •  (m  —  Sx) ;  ond  wegen   VII  reducirl   sich    Vi   auf 
32  •  U  •  a^U  =  ~  8m  •  (m  —  2x)  •  ay',  and  daraus  folgt 


am 


=  ~  "'^".ü^^  -^y^  ==  -  i.[rm(m-2x)].ay2 


Da  in  Gleichung  I  das  Radical  nur  als  positiv  voraasgesetzt  ist,  so  kann  man  es  auch 
in  letzterer  Gleichung  nur  als  positiv  nehmen.  Dabei  ist  a^U  negativ,  and  es  findet  ein 
Maximum-Stand  statt 

Man  mutire  zuerst,  und  eliminlre  dann  die  mittelbaren  Matationscoefficienten.    Aus 
Gleichang  U  folgt 

VIII)    az  =  ~  ay,       IX)    a«2  =  —  a«y,  etc. 

Ferner  forme  man  der  Bequemlichkeit  wegen  die  Gleichung  1  in  folgende  um 

X)    16  ü«  =  (x  -h  y  -h  z)  •  (x  4-  y  —  z)  .  (x  —  y  -f-  z)  .  (—  X  -h  y  +  z) 

oder 

XI)    16  Ü2  «  2x«  •  y2  -h  2x2  •  z»  -h  2y2  •  z«  —  x*  -  y*  -  z* 

Daraus  folgt 

XII)    32  .  U  .  au  =  4y  .  (x2  -4-  z«  —  y«)  •  ^y  +  ^z  •  (x*  +  y^  -  x*)  -  dz 
und 

XIII)    32  .  ü  .  a«U  +  32  .  au»  —  4y  .  (x2  4-  z«  —  y«)  .  a«y  +  4z  •  (x^  +  y«  -  z«)  .  a^z 

-h  4  •  (x«  +  z«  —  3y2)  .  ay«  +  16yz  •  ay  .  az  4-  4  •  (x«  H-  y«  —  3zS)  •  az« 

Eliminirt  man  jetzt  az  aus  XII,  so  bekommt  man 

XIV)    32U  .  au  =  4  .  (x  +  y  +  z)  .  (x  —  y  --  z)  .  (y  -  z)  .  ay 

j  IT 

Hier  wird  -p-  =  0  entweder  wenn  x  —  y  —  z  =  0  oder  wenn  y  —  z  =:  0.    Setzt 

man  x  —  y  —  z  =  0,  so  bekommt  man  y  +  z  =  x,  d.  h.  zwei  Seiten  eines  Dreieckes 
zusammen  wären  nicht  grösser  als  die  dritte;   man  kann  also  nicht  x  —  y  —  z  =  0 
setzen.    Setzt  man  aber  y  —  z  =  0,  so  bekommt  man  y  =  z,  d.  h. 
Das  gesuchte   Dreieck  ist  das  gleichschenkelige. 
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Indem  maD  nun  die  Gleichungen  x  4-  y  +  z  =  m  ond  y  —  z  =  0  mileinander 
verbindet,  belcomnit  man  wieder  y  =  — g —  and  z  =  — 5 —  .  Eliminirt  mau  jelzl 
dz  und  Ißz  aas  Gleichung  XIII,  so  redocirt  sie  sich  auf 

32  .  ü  •  ^ü  =  —  8(y  +  z  -4-  z)  .  (y  4-  z  —  i)  .  ^y« 
und  daraus  folgt 

^U  =  -  ^y-^'  +  'yy-^'-'>  .  ay^  =  -  i  .  [rm(«.  -  2,)]  .*y« 

Es  ist  also  Alles  wie  bei  der  ersten  Auflösung. 

Unter  allen  Dreiecken,  welche  den  gegebenen  Umfang  m  und  eine 
nach  Belieben  gewflhlte  Seite  x  haben»  schliesst  also  dasjenige  den 
grössten  Inhalt  ein,  wo  jede  der  beiden  andern  Seiten  gleich  ist  dem 
halben  Unterschiede  des  Umfangs  und  der  bereits  nach  Belieben  ge- 
wählten Seite. 


Aufgabe   46. 

Welches  unter  allen  Dreiecken ,  die  einerlei  aber  einen  nichlgegebenen  Umfang  ha- 
ben,  und  bei  denen  man  eine  Seite  nach  Wlllk&r  nimmt,  schliesst  den  grössten  Flächen- 
inhalt ein? 

Hier  soll  wieder,  wie  in  voriger  Aufgabe, 

I)    U  =  j  .  r(x  H-  y  +  z)  .  (X  -h  y  -  z)  .  (x  -  y  -h  z)  .  (-  X  +  y  -h  z) 

ein  Maximum-Stand  werden,  während  die  Summe 

II)    X  +  y  H-  z 
beständig  denselben  aber  nichtgegebenen  Werth  behält. 

Bnte  AsflSmuif  • 

Man  stelle  den  wenn  gleich  nichtgegebenen  Umfang  des  Dreiecks  dar  durch  m,  so 
dass  sich 

III)    X  H-  y  4-  z  =  m 

ergibt    Wie  in  der  ersten  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  verfahrend  bekommt  man 
auch  jetzt 

IV)    y-!^,    V)    z  =  ^^ ,  VI)  ü'  -  J  .  rm  .  (m  -  2x) 

und 

VII)     ^«U  =  -  i  .  [fm  .  (m  —  2i)]  •  dy^ 

Das  der  Aufgabe  ganz  fremdartige  Hilfselement  m  muss  nun  noch  eliminirt  werden. 
Nimmt  man  Gleichung  III  hierzu,  so  gehen  IV,  V,  VI,  VII  bezüglich  über  in 

VIII)    y  =  z,    IX)  y  =  z,    X)  U'  =  5  •  r(x  -f  y  -h  z)  -  (y  H-  z  -  x) 
und 

XI)    ^U  «  —  -  .  K(x  -f-  y  -h  z)  .  (y  -h  z  —  x)  •  Sy^ 

Da  aber  keine  weitere  Gleichung  mehr  gegeben  ist,  woraus  sich  bestimmen  liesse,  was 
y  und  z  für  Functionen  von  x  sind;  so  kann  man  lür  z  jede  beliebige  Function  von  x 
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wiUeo.    Dieie  lor  z  gewählte  Faocüon  miifls  man  dann  auch  ür  y  aeiiiBeiL  Da  ferner 

in  Gleichung  1  das  Radical  nur  ak  posiliT  veransgesetzl  ist,  so  ist  auch  in  GleichoDg 

XI  das  Radieal  nor  als  positiv  za  nehmen.    Somit  ist  ^U  negativ ,  and  es  findet  ein 
llaiimom-stand  statt 


Man  motiie  xoerst,  and  eliminire  dann  die  mittelbaren  Mntatlonscoelficienten.  Da- 
mit der  Ansdrack  in  11  immer  den  gleichen  Werth  behalte,  so  moss 

XII)    ^y  4-  ^2  =  0,     XIII)  ^y  +  d^  =  0,  d.  h.  es  mass  fc  =  —  dy .  Ä  =  —  a»y 

etc.  etc.  sein.    Der  Bequemlichkeit  wegen  forme  man  Gleichong  I  um  in 

XID)    16  .  C2  =  (x  -h  y  -h  i)  .  (x  H-  y  —  2)  .  (x  —  y  -h  i)  .  (—  X  +  y  -h  i) 

Man  matire,  and  eliminire  St,  so  bekommt  man 

XIV)    32.üdü  =  *(x-HyH-2).(x-y~i).(y  —  i).dy 

Nan  kann  nicht  x  —  y  —  2  =  0  sein,  weil  daraas  x  =  y  +  x  folgen  würde,  d.  h. 
eine  Seite  eines  Dreiecks  den  beiden  andern  Seiten  gleich  wäre.  Es  kann  also  nur 
y  —  2  =  0,  d.  h.  es  kann  nor 

XV)    y  =  i 
sein,  wie  bei  der  ersten  Aoflösong.    Matirt  man  noch  einmal«  and  eiiminirt  man  dt 
and  Ä;  so  bekommt  man  OTJ  = •  (r(x  -»-  y  +  0  •  (y  +  '  ~"  ^))  •  ^y*-    ^^' 

ner  ist  ü'  =  j  •  K(x  +  y  -*-  2)  •  (y  -*-  x  —  x) ,   and  es  findet  ein  Maximum -stand 

statt  Da  aber  auch  jetxt  kerne  weitere  Gleichung  gegeben  ist,  woraus  sich  bestimmen 
Hesse,  was  y  uod  2  f&r  Functionen  von  x  sind;  so  kann  man  förxjede  beliebige  Func- 
tion von  X  wählen.  Diese  für  2  gewählte  Function  moss  man  dann  auch  Iftr  y  ndbmeo. 
Es  ist  also  alles  wie  bei  der  ersten  Auflosung. 

Unter  allen  Direiecken,  welche  eine  nach  Belieben  gewählte  Seite 
miteinander  gemeinschaftlich  haben,  und  denen  man  einerlei  Umfang 
zudenkt,  schliesst  also  dasjenige,  dessen  beide  andere  Seiten  einan- 
der gleich  sind,  den  grössten  Inhalt  ein. 


Aufgabe  47. 
Man  sucht  för  y  und  2  solche  Functionen  von  x,  dass  der  Ausdruck 

ü    r^    X«   -h   y2   -h    X« 

ein  Maximum-Stand  oder  Miniraum-stand  wird,  während  man  der  Summe  der  drei  Ele- 
mente X  +  y  +  2  immer  den  gleichen  jedoch  nichtgegebenen  Werth  xudenkt. 
Man  bekommt  zunächst 

I)    ^U  =  2y  •  dy  +  22  •  d2 

II)    OTJ  =r  2y  .  a«y  -h  22  .  Ä  -f  a  .  dy«  -h  2  •  dx« 

Und  aus  der  zugefügten  Nebenbedlngung  folgt 

m)  dy  +  az  =  0 

IV)    ^y  -h  a«z  =>  0 

Betrachtet  man  2  als  mittelbar  mutabel ,  und  eiiminirt  man  öi  und  ^z;  so  gehen  I  und 
II  be2Qglich  über  in 

V)    au  =  (2y  -  2z)  .  ^y 
VI)    a«U  =  (2y  ~  2z)  .  ^y  -I-  ♦  .  dy^ 
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Setzt  mao   -^  »  0,  so  bekommt  man  y  =>  z,  d.  h.  für  z  kann  man  eine  beliebige 

Fanetion  von  \  annehmen,  and  man  hat  U'  =  i^  -{-  2  •  z^.  Dabei  redocirt  sich  Glei- 
chung VI  auf  ^U  =?  4  •  ^,  so  dass  ein  Minimum-stand  stattfindet  für  jede  beliebige  Fane- 
tion z  von  X. 


Aufgabe    48. 

Man  sacht  y  und  z  als  solche  Functionen  von  x,  dass  der  Ausdruck 

ü  =  X  +  y  -h  z 

ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird,  während  man  der  Summe  der  Quadrate 
dieser  drei  Elemente,  d.  h.  x^  -f*  y^  +  z^  immer  den  gleichen  jedoch  nichtgegebenen 
Werth  zudenkt. 

Man  bekommt  zunächst 

I)    au  =  iJy  -H  az 

11)    dsU  —  (^y  +  ^ 
Aus  der  zugefügten  Nebenbedingung  folgt 

III)    y  •  ^y  -t-  z  •  dz  =  0 

rV)      y  .  d^y    -I-   ,   .  ^I    -|_   ^y2   +  ^22  =  0 

Betrachtet  man  z  als  mittelbar  mutabel,  und  ellminirt  man  dz  und  ^z;  so  gehen  I  und 
II  bezüglich  über  in 

V)  au  =  ^^-dy 

VI)  a^ü  =  ^!-=^ .  a«y  -  '^  "^y^ .  ay2 

Setzt  man  --p  =  0,  so  bekommt  man  y  =  z ,  wie  in  voriger  Aufgabe.    Es  Ist  also 

2 
U'  =»  X  +  2z.    Gleichung  VI  reducirt  sich  nun  auf  a'U  p= •  ay^,   woran  man  er- 

z 

kennt,  dass  es  auf  die  zu  wählende  Function  z  von  x  ankommt,  ob  ein  Maximum-stand 
oder  Minimum-Stand  stattfindet. 


Aufgabe   49. 

Welchea  unter  allen  Vierecken,  die  denselben  (gegebenen  oder  nichtgegebenen) 
Umfang  haben,  und  bei  denen  man  zwei  nebeneinander  liegende  Seiten  nach  Willkür 
nimmt,  schliesst  den  grössten  Inhalt  ein? 

Die  zwei  nach  Willkür  genommenen  Seiten  des  Vierecks  seien  dargestellt  durch  x 
und  w ,  die  beiden  andern  durch  y  onJ  z.  Der  von  den  Seiten  x  und  w  eingeschlossene 
Winkel  sei  v,  und  der  von  den  Seiten  y  und  %  eingeschlossene  Winkel  sei  s.  Des 
Vierecks  Inhalt  ist  bekanntlich 

l)    U  =  5  •  xw  •  sin  v  +  X  •  yz  •  sin  s 

Zwischen  den  Seiten  und  den  hier  zugezogenen  Winkeln  des  Vierecks  besteht  aber  noch 
die  Gleichung 

II)    x2  •+•  w^  —  2  .  xw  •  cos  v  =  y2  -+-  «2  —  2  .  yz  •  cos  s 
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Ferner  erfordert  die  BediogaDg  der  Aufgabe,  dass  die  Samme 

III)    X  -H  w  -h  y  4-  X 

besUUidig  denselben  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  behalte. 

Man  führe  die  Aufgabe  in  der  Weise  durch,  dass  man  z  and  v  als  mittelbar  matabel 
behandelt.    Dadurch  bekommt  man 

^U  =  ^ — ; —  .  (cos  V  -h  cos  V  •  cos  s  —  sin  v  •  an  s)  •  ^y 
2  •  sin  V    ^  ^      ' 


oder 


+  s-^— ; —  •  (sin  V  •  cos  8  -|-  SOS  y  •  sin  s)  •  ^s 
'    2  •  sin  V    ^  '  ' 


dU  =-5? — . —  •  (cos  V  -t-  cos  (V  -H  S))  •  ^y  -h  ^L^. —  •  sin  (v  -h  s)  •  ^s 


2  •  sin  V    ^  ^       ^        2  •  sin  V 

Daraus  folgen  die  beiden  identischen  Gleichungen 

IV)    sin  (v  4-  s)  =  0,  und        V)    (y  —  i)  •  (cos  v  +  cos  (v  +  s))  =  0 

Ans  sin  (v  4-  s)  =  0  folgt  Winkel  (v  +  s)  =  n  •2R,  wo  2R  zwei  rechte  Winkel, 
und  n  entweder  Null  oder  Irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Da  nun  die  gesachte  Figur 
ein  Viereck  ist,  also  die  beiden  Winkel  v  und  s  zusammen  grösser  als  Null  und  kleiner 
als  vier  Rechte  sein  mQssen;  so  mQssen  die  beiden  Winkel  y  und  s  zusammen  zwei 
Rechte  betragen. 

Das  gesuchte  Viereck  ist  also  das  Viereck  im  Kreise. 

Gleichung  V  geht  jetzt  über  in  (y  —  z)  •  (cos  v  —  1)  =  0.  Wörde  man 
cos  y  —  1  B-  0  setzen,  so  bekäme  man  cos  y  =  1,  d.  h.  Winkel  y  »  n  •  4R,  was  der 
Aufgabe  widerspricht.  Man  kann  also  nur  y  ■—  z  »-  0  setzen,  so  dass  sich  y  s»  z  er- 
gibt. Da  nun  Winkel  (y  -f~  0  zusammen  zwei  Rechte  betragen,  so  ist  cos  s  «  —  cos  y; 
und  Gleichung  II  geht  Ober  in 

VI)    x2  -|-  ^2  _  2x  .  w  •  cos  y  =  2  .  z«  .  (1  4-  SOS  y) 

und  nun  ist  man  auf  dem  Punkte,  zu  anterscheiden,  ob  des  hier  in  Frage  stehenden 
Viereckes  Umfang  ein  gegebener  oder  nichtgegebener  ist 

Erstens.  Des  Vierecks  Umfang  sei  gegeben,  und  sei  =  m.  Der  Ausdruck  III  gehl 
also  über  in  die  Gleichung 

VIT)    x  +  w4-y-i-z  =  m 

Diese  Gleichung,  verbunden  mit  y  —  z  =  0  und  mit  VI,  gibt 

m  —  X  —  w       ,  2x«  4-  2w»  —  (m  —  X  —  w)« 

y  a  z  = s ond  cos  y  =  — r^ 7 — ^= ^^-^ 

^  2  4xw  4-  (m  —  X  —  w)2 

Dadurch  ist  der  yon  den  beiden  nach  Willkür  genommenen  Seiten  eingeschlossene  Win- 
kel bestimmt;  die  beiden  andern  Seiten  sind  einander  gleich,  und  eine  jede  ist  der  halbe 
Unterschied  des  gegebenen  Umfanges  und  der  zwei  nach  Willkür  genommenen  Seiten. 

Hiermit  ist  des  Vierecks  Abhängigkeit  von  den  zwei  nach  Wilikär 
genommenen  Seiten  vollkommen  bestimmt. 

Zweitens.  Des  Vierecks  Umfang  sei  nichtgegeben.  Hier  hat  man  nur  die  zwei 
Gleichungen  y  —  z  =  0  und  Gleichung  VI.    Es  ist  also  jetzt 

VIII)    y  =  I 

und 

x2  4-  w«  —  2  •  z« 


IX)    cos  y  = 


2xw  4-2.1« 


Da  nun  keine  Gleichung  mehr  vorhanden  ist,  woraus  sich  bestimmen  liesse,  was  z  für 
eine  Function  von  x  und  w  ist;  so  kann  man  Tür  z  eine  unendliche  Menge  Functionen 
von  X  und  w  wählen ;  doch  müssen  sie  alle  die  Eigensdiaft  gemeinschaftlich  haben ,  dass 
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xs  4-  w'  —  2  •  z^ 
dabei  des  Braches  a/, —     q     ^  Werlh  zwischen  (—1)  and  (4-  i)  liegt.   Würde 

man  z.  B.  den  nichtmotablen  Elementen  z  and  w  bezüglich  die  willkürlichen  Werthe 
19a  and  4a  beilegen,  and  för  z  eine  solche  Fanction  von  x  and  w  annehmen,  dass  bei 
diesen  dem  x  and  dem  w  beigelegten  Werthen  das  z  den  Werth  3a  bekommt ;  so  würde 

361  .  a2  4-  16  .  a«  -  18  .  a2       359  .  ,  .     _  , ,  ,, 

man  cos  v  =  152     2  4-  ig  .   2 ^^  ?7ö  bekommen,  em  Zahlenwerth,  wel- 
cher bekanntlich  keinem  Cosinas  angehört. 
Das  Prüfongsmittel  ist  noch  herzusteilen. 


Anfgabe   50. 

Welches  anter  allen  Vierecken,  die  denselben  (gegebenen  oder  nichtgegebenen) 
Umfang  haben,  and  bei  welchen  man  zwei  gegenüberliegende  Seiten  nach  Willkür 
nimmt,  schliesst  den  grössten  Inhalt  ein? 

Die  zwei  nach  Willkür  genommenen  gegenüberliegenden  Seiten  seien  x  and  w ,  die 
beiden  andern  seien  y  and  z.  Der  von  x  and  y  eingeschlossene  Winkel  sei  v ,  and  der 
von  w  and  z  eingeschlossene  sei  s.    Des  Vierecks  Inhalt  ist  bekanntlich 

I)    U  =  5  •  xy  •  sin  V  4-  s  •  w*  •  sio  s 

Zwischen  den  Seiten  and  den  hier  zugezogenen  Winkeln  des  Vierecks  besteht  aber  noch 
die  Gleichung 

IT)    x2  -f-  y«  --  2xy  •  cos  v  =  w^  4-  z*  —  2w  •  2  •  cos  s 

Femer  erfordert  die  Bedingung  der  Aufgabe,  dass  die  Summe 

in)    I  4-  y  -+-  z  +  w 

beständig  denselben  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  behalte. 

Man  führe  aoch  diese  Aufgabe  in  der  Weise  durch,  dass  man  v  ond  z  als  mittel- 
bar motabel  behandelt;  und  dadurch  bekommt  man 

IV)     dV  =z  s — ■• •  [(x  -H  w  •  cos  (s  4-  V)  —  (y  4-  zj  cos  v)  •  ^y  4-  wz  •  sin  (s  4-  v)  •  ^sl 

2  •  sm  V  rf  >r      rf  j 

Man  hat  also  die  beiden  Gleichungen: 

V)    sin  (s  4-  v)  =  0,  und       VI)    x  -*-  w  •  cos  (s  -f-  v)  —  (y  4-  i)  •  cos  v  =:  0 

Aas  sin  (s  +  v)  =  0  folgt  wieder,  dass  die  Winkel  s  and  v  zusammen  zwei  Rechte 
betragen,  d.  h. 

Das  gesuchte  Viereck  ist  das  Viereck  im  Kreise* 

Weil  aber  s  und  v  zusammen  zwei  Rechte  betragen ,  so  ist  cos  (s  4-  v)  =  —  1 ; 
und  Gleichung  VI  geht  über  in 

VII)    X  —  w  —  (y  4-  z)  •  cos  V  ea  0 
Also  ist 

Vni)   cos  V  =5-7^ 

y  4-  z 
Femer  ist 

IX)    cos  s  =  —  cos  V  =  —  

^  y  4-  z 

Gleichong  O  geht  daher  über  in 

X)     i2  4-  y»  -  2xy  •  ^^-^  =  z«  4-  w«  4-  2wz  •  ^-^ 

y4-z  y  +  « 

56 
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Erst 60  8.  Ist  der  Umfang  des  Viereckes  ein  gegebener,  ond  dargestellt  dnrdi  m; 
50  geht  der  Ausdrack  III  fU>er  in  die  Gleichong 

XI)    x  +  y-+-z  +  w  =  m 

ond  die  Gleicbongen  X  and  XI  reichen  hin,  so  bestimmen,  was  y  nnd  %  for  Fanctionen 
.von  X  and  w  sind. 

Zweitens.  Ist  der  Umfang  des  Viereckes  nicht  gegeben,  so  hat  man  nnr  die  ein- 
zige Gleichung  X;  und  jetzt  kann  man  für  das  mittelbar  matable  Element  z  eine  un- 
endliche Menge  Functionen  von  x  and  w  wählen,  die  zogehörige  Function  y  ergibt  sich 
dann  jedesmal  aus  Gleichung  X.    Allein  alle  für  z  zn  wählenden  Functionen  müssen 

X  —  w 
auch  jetzt  die  Eigenschaft  gemeinschaftlich   haben,   dass  des  Braches  — ^7^ —  Werth 

zwischen  (+  1)  and  (—  1)  fallt,    wie  am  Scblosse  der  vorigen  Aufgabe  näher  aus- 
einandergesetzt ist. 

Das  Prfkfongsroittel  ist  noch  herzostellen. 


Aufgabe   51. 

Welcher  abgekOrzte  senkrechte  Kegel  hat  bei  jedem  beliebigen  zwischen  dem  Halb- 
messer der  obem  und  ontem  Grundfläche  stattOndenden  Verhältnisse  die  Eigenschaft, 
dass  er  unter  allen  denen,  die  denselben  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Körperinhalt 
einschliessen,  von  der  kleinsten  Oberflache  begränzt  wird? 

Es  sei  y  der  Halbmesser  der  unteren,  z  der  oberen  Grundfläche,  und  v  sei  die 
senkrechte  Entfernung  dieser  beiden  Grundflächen;  so  ist  bekanntlich  des  abgekürzten 
Kegelmantels  Flächeninhalt  ■—  ;f  •  (y  -4-  z)  •  ^v*  ■+■  (y  —  z)*,  das  z  mag  grösser  oder 
kleiner  als  y  sein,  d.  h.  des  abgekOrzten  Kegels  Spitze  mag  abwärts  oder  aufwärts  lie- 
gen. Hier  hat  man,  eben  weil  kein  Grund  vorhanden  ist,  warum  des  Kegelmantels 
Flächeninhalt  negativ  sein  sollte,  das  Radical  nur  nach  seiner  positiven  Bedeutung  ge- 
nommen; und  diese  Bedeutung  muss  ihm  durch  die  ganze  Aufgabe  bleiben.  Der  Flä- 
cheninhalt der  untern  Grundfläche  ist  x  •  y'.  nnd  der  Flächeninhalt  der  oberen  Grund- 
fläche ist  n  •  z^.  Addirt  man  diese  drei  Ausdrücke ,  so  gibt  sich  für  die  ganze  OI>erfläche 
des  abgekürzten  senkrechten  Kegels  folgender  Ausdruck 

I)    u  =  »  .  [y*  +  2^  +  (y  -H  2)  •  Kv2  -h  (y  —  z)«] 
Der  Körperinhalt  desselben  ist 

11)   -j  •  V  •  (y2  -h  yz  -h  z«) 

Weil  femer  der  Halbmesser  der  oberen  Grundfläche  irgend  ein  beliebiges  Vielfaches 
oder  irgend  ein  beliebiger  Theil  des  Halbmessers  der  untern  Grundfläche  ist,  so  hat 
man  noch  die  Gleichung 

III)    y  =  X  .  z 

Man  erkennt  sogleich,  dass  die  Aufgabe  am  leichtesten  durchgef&hrt  wird,  wenn  man 
y  eliminirt,  man  hat  dann  z  und  v  als  solche  Functionen  von  x  zn  bestimmen,  dass 

IV)     U  =  ;r  .  [z2  .  (1  -I-  x2)  -H  a  •  (i  -4-  x)  •  Kv^  -h  z»  •  (x  -  l)»] 
ein  Minimum-Stand  wird,  während  noch  der  Ausdruck 

V)     ^  .  V  .  z«  .  (I  -f  X  -h  X«) 

beständig  denselben  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  behält.    Aus  IV  folgt  non 

^71^     *»T  :rz  •  (1  -t-  x)  •  V       , 

VI)    au  =  >  ^        .  ^v  -h 

Kv»  -+-  z2 .  (x  -  !)« 
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;g  >  (I  +  x)  *  (yg  4-  gz«  *  (X  —  l)g)  +  2;yg  >  (I  4-  x«)  »  Ky«  -h  z«  ■  (x  —  1)2 

KV2   4.   22  .  (x   —  1)2 

Aqs  V  aber  folgt 

VII)    z  .  Jv  H-  2v  •  <5z  =  0 

ElimiDirl  man  nun  d?,  so  gehl  Gleichung  VI  über  in  ' 

VÜI)      du  =  ^  •  (^-^  ^)  '  (2Z^  '  (X-l)2- V2)  +  -2.^2  «  (x2-4-  I)  '  Kv2-4-z2  ■  (x  -  1)2      ^^ 

Kv2  +   z2  .  (X  -  1)2 

Man  sieht  hier  sogleich,  dass  man  nicht --^  =  —  setzen   darf;    denn    daraas    würde 

v2  -I-  z2  .  (x  —  1)2  =  0  folgen ,  d.  h.  es  würde  v  «=  z  •  (x  —  1)  •  )f  —  1    imaginür  sein. 

Man  kann  also  nur  -j-  =  0  setzen ,  so  dass  man 

dz 


IX)      (X  -+■   1)  .  (2z2  .  (X   —   1)2  —   V»)    -f-  2z  .  (x2  H-   1)  .  rv2  +   2»  .  (x   —   1)2 

hat.    Daraus  folgt 

X)    «»  =  (ax  .  (X  -  1))'  •  f-  ^**  ■*■*>  +  r(x*  +  1)»  -H  ,»  .  (,«  _  1)2] 

Das  Radical  kann  hier  nur  eindeutig  sein,  d.  h.  nur  seine  positive  Bedeutung  haben, 
weil  widrigenfalls  z'  negativ,  also  z  selbst  imaginär  wäre.  Hierdurch  ist  das  Verhält- 
niss  der  Höhe  zum  Halbmesser  der  oberen  Grundfläche  gegeben. 

Würde  man  dem  nichtmutabien  Elemente  x  den  Werth  1  beilegen,  so  würde  ans 
Gleichung  III  folgen  y  =  z,  d.  h.  der  Halbmesser  der  oberen  Grundfläche  wäre  dem 
der  unteren  Grundfläche  gleich,  und  der  abgekürzte  Kegel  ginge  in  den  Cylinder  fiber'^ 
and  Gleichung  X  ginge  über  in 

XI)     z2  «  v2  .  9 

Wenn  man  aber  Gleichung  X  genauer  betrachtet,  so  erkennt  man,  dass  man  den  wah- 
ren Werth  der  unbestimmten  Form  9  jetzt  am  leichtesten  dadurch  ermittelt,    dass  man 

das  Radical  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  in  eine  Reihe  verwandelt.  Nun  darf  das 
Radical,  wie  bereits  auseinandergesetzt  ist,  nur  seine  positive  Bedeutung  haben;  und 
dabei  geht  Gleichung  X  über  in 


^  4x2 


H- 


yg  rl    xg  ■  (x2  —  1)2  ^  ijA    X*  ■  (x2  -^  1)^ 

.  (x  -  1)2  •  1^2  •       X*  +  1  2.4'      (x*  +  1)3 

1   .  1  .  3        X6  .  (X2  —  1)6    _  -1 


2.4.6         (x^  +  1)5 

Dividirt  man  in  Zähler  und  Nenner  das  gemeinschaftliche  Pruduct  x2  *  (x  —  1)2  weg; 
so  geht  letztere  Gleichung  über  in 

2  _   v2      r  1      (x  -h  1)2  _  1  •  1      xg  .  (x  —  1)2  .  (x  -h  1)» 
*    "    4    *  1^2  '    X*  +  1         2T1  •  (x4  H-  1)3 

1.1  .3      x^  *  (x  -  1)^  .  (x  +  1)6    _  -| 

2.4.6*  (x*  +  1)5  J 

Diese  Gleichung  ist  mit  Gleichung  X  ganz  gleichbedeutend  bei  jedem  Werthe  des  x, 
bei  welchem  die  in  den  eckigen  Klammern  eingeschlossene  Reihe  convergirt,  also  auch 
bei  X  B  1 ;  und  setzt  man  wirklich  x  «  1 ,  so  bekommt  man 

XII)     zg  =  j  .  v2 
80  dass  die  hier  in  Frage  stehende  unbestimmte  Form  &  den  Werth  ?  hat.    Aus  XII  folgt 
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V  =  2z ,  d.  b.  die  Höhe  dieses  Cylinden  ist  (lern  DurcluiieMer  der  beideo  Grandfläehen 
gleich,  and  man  hat  den  bekannten  Satz: 

,,Unler  allen  Cylindern  von  gleichem  Körperinhalte  wird  derj-enige 
von  der  kleinsten  Oberfläche  eingeschlossen,  dessen  Höbe  dem  Darch- 
messer  der  Grundflächen  gleich  isL" 

Erstens.  Ist  der  Körperinhalt  des  gesachten  Kegels  ein  gegebener ,  dargestellt 
dnrch  m^;  so  geht  der  Ausdruck  V  über  in  die  Gleichung 

XIII)    y  .  V  .  z2  -  (I  -H  X  +  xO  =  n»^ 

und  die  Gleichungen  X  und  XUI  reichen  hin,  zu  bestimmen,  was  v  nnd  z  für  Functio- 
nen von  X  sind. 

Zweitens.  Ist  der  Körperinhalt  des  gesuchten  Kegels  nicht  gegeben,  so  bat  man 
nur  die  einzige  Gleichung  X;   und  jetzt  kann  man  für  das  mittelbar  mutable  Element 

V  jede  beliebige  Function  von  x  wählen,  die  zagehorige  Function  z  ergibt  sich  dann 
jedesmal  aus  Gleichung  IX  oder  X. 

Das  Prflfungsmittel  ist  noch  herzustellen. 


Aufgabe   52. 

Man  soll  bei  einem  abgekürzten  senkrechten  Kegel  die  Halbmesser  der  obem  und 
untern  Grundfläche  durch  die  nach  Willkör  zu  nehmende  Höhe  in  der  Weise  bestim- 
men, dass  dieser  Kegel  unter  allen  denen,  deren  Körperinhalt  dieselbe  (gegebene  oder 
nichtgegebene)  Function  der  Höhe  ist ,  von  der  kleinsten  Oberfläche  eingeschlossen  wird. 

Es  sei  X  die  nach  Willkür  zu  nehmende  Höhe,  y  sei  der  Halbmesser  der  ontem, 
und  z  sei  der  Halbmesser  der  obern  Grundfläche;  so  ist  (nach  Einleitung  der  Auf- 
gabe 51)  die  Oberfläche  dieses  abgekürzten  senkrechten  Kegels 

1)    ü  =  ;r  .  [y2  -t-  z2  -h  (y  +  z)  •  Kx«  -+-  (y  ~  zy]   . 

wo,  wie  schon  in  voriger  Aufgabe  auseinandergesetzt  ist,  dasRadical  nur  seine  positive 
Bedeutung  haben  darf.  Der  Ausdruck  1  soll  nun  ein  Maxiqaum-stand  werden,  während 
der  durch 

11)    -j-  •  »  •  (y^  H-  y  •  z  H-  z») 

dargestellte  Körperinhalt  des  besagten  abgekürzten  Kegels  immer  dieselbe  (gegebene 
oder  nichtgegebene)  Function  die  Höbe  x  bleibt.  Man  behandle  z  als  mittelbar  mutabel, 
mutire,  und  eliminire  die  von  z  herkommende  Mutation,  so  gibt  sich 

2z  4-  y        \      ^'         ^  Kx2  +  (y  -  z)«  / 

Daraus  kann  nur  folgen 

1\^    y  —  z  =  0 

Es  ist  also  y  =  z,  d.  b.  die  obere  Grundfläche  ist  der  untern  gleich,  und  der  hier  ge- 
fundene Körper  ist  der  senkrechte  circuläre  Gylinder,  wie  ohnehin  zu  erwarten  war. 

Erstens.  Ist  der  Körperinhalt  eine  gegebene  Function  der  Höhe  x,  ist  z.  fi.  vor- 
geschrieben, dass  der  Körperinhalt  beständig  dem  Würfel  der  Höhe  gleich  sein  soll;  so 
geht  Ausdruck  II  in  folgende  Gleichung 

V)     y  •  X  .  (y2  -h  y  .  z  H-  z2)  =  x3 
über,  welche  in  Verbindung  mit  IV  hinreicht,  y  und  z  zu  bestimmen;  denn  jetzt  ist 

X 
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Zweitens.  Igt  nicht  vorgeschrieben,  welche  Fanetion  der  Hdhe  x  der  Kdrperinbalt 
sein  soll;  so  hat  man  nar  die  einzige  Gleichung  y  es  z,  and  man  kann  jetzt  für  das 
mittelbar  matable  Element  z  jede  beliebige  Function  von  x  nehmen. 

Unter  allen  abgekürzten  senkrechten  Kegeln,  welche  eine  nach 
Belieben  gewählte  Höhe  miteinander  gemein  haben,  und  deren  Körper- 
inhalt man  sich. als  eine  und  dieselbe  Function  dieser  Höhe  denkt, 
wird  also  derjenige,  dessen  obere  und  untere  Grundfläche  einander 
gleich  sind,  d.  h.  der  senkrechte  circuläre  Gylinder,  von  der  kleinsten 
Oberfläche  eingeschlossen. 

Das  Prufungsmittel  ist  noch  herzustellen. 


Aufgabe   53. 

Man  sucht  y  und  z  als  solche  Functionen  von  x,  dass  dabei  nicht  nur  folgende 
Gleichung 

I)    y3  —  3x  •  y  •  z  +  z3  =  0 
identisch,  sondern  dass  auch  das  in  folgender  Gleichung 

II)    Ü3  —  3x  .  y  •  ü  -f  y3  =  0 

enthaltene  U  ein  Haximnm-stand  oder  Minimum-stand  wird. 

Hier  kann  nur  z  als  unmittelbar  mutabel  behandelt  werden ;  denn  würde  man  y  als 
anmit^lbar  mutabel  behandeln,  so  wurde,  wie  man  an  U  erkennt,  das  z  durchaus  kei- 
nen Einflass  auf  U  haben. 

Man  kann  diese  Aufgabe  entweder  so  durchführen,  dass  man  ans  H  das  y  schon 
vor  dem  Mutiren  eliminirt,  oder  so,  dass  man  zuerst  Gleichung  I  und  U  mutirt,  und 
dann  die  mittelbaren  Mutationscoefficienten  eliminirt. 


Es  mögen  nun  folgende  zwei  Methoden,  das  y  schon  vor  dem  Mutiren  zu  elimini- 
ren,  durchgeführt  und  miteinander  verglichen  werden. 

Knie  EllMlnattoMtmethode. 

Man  entwickle  aus  I  das  y  in  aus  x  und  z  zusammengesetzte  Ausdrücke.  Solcher 
Ausdrücke  bekommt  man  zwei.  Sie  mögen  bezüglich  durch  y  =  <P|(x,  z)  und 
y  =  cp^ix^  z)  dargestellt  werden.  Der  erste  dieser  Ausdrücke  ist  einförmig,  und  der 
andere  ist  zweiförmig,  so  dass  die  drei  verschiedenen  Formen  des  y  vollständig  reprä- 
sentirt  sind.  Entwickelt  man  diese  Ausdrücke  in  nach  Potenzen  des  z  aufsteigende  Rei- 
hen, so  bekommt  man 


III)  y  =  <pj(x ,  z)  =  Ai .  z»  -♦-  A2  •  z«  H-  A3  •  z«  -♦-  A4 .  z"  +  As  •  z>* 

i  I  H 

IV)  y  =  lyjgC»»  z)  =  Bi  .  z«  -f-  B2  •  z2  4-  B3  •  z^  -H  B4  •  z«  4-  Bs  •  z  2  . 


Zur  Bestimmung  der  Goefficienten  der  ersten  Reihe  bekommt  man  folgende  Gleichungen: 

1)  1  -  3x  .  Ai  =  0 

2)  —  3x  -  A2  4-  (AiAiAi)  =  0 

3)  —  3x  -  A3  H-  (3A1A1A2)  =  0 

4)  —  3x  .  A4  4-  (3AiAiA3  4-  3A1A2A2)  =  0 

5)  —  3x  .  Aa  4-  (3A1A1A4  4-  6A1A2A3  4-  A2A2A2)  =  0 

etc.  etc. 

Zur  Bestimmung  der  Coefßcienten  der  zweiten  Reihe  bekommt  man  folgende  Glei- 
chungen : 
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6)  -  3x  .  ßi  -4-  (BiBiBi)  =  0 

7)  1  —  3x  .  ß2  +  (3  .  B1B1B2)  =  0 

8)  -  3x  -  B3  4-  (3B1B1B3  -+-  3B1B2B2)  =  0 

9)  —  3x  .  B4  4-  (3B1B1B4  -+-  6  .  B1B2B3  -H  B2B?B8)  =  0 

10)    -  3x  •  Bf  +  (SBiBiBs  +  6B1B2B4  +  SBiBsBa  +  3  •  BsBsBj)  =  0 
etc.  etc. 

Das  Discerptionsgesetz ,  welches  alle  diese  Gleichongea  beobachteo,  ist  aogenßllig. 
Die  Reihen  selbst  aber  sind 


VI)    y  =  <p2(x,  z)  -  (3i)5  .  2?  _  I .  (3x)"*  .  z«  -  I .  (3x)   «  •  z« 

1  -4  105  -—       U 

-i.(3x)       .z*  -}f    (31)    «      z« 

Dass  die  Reibe  V  wirklieb  nar  einförmig  ist,  erkennt  man  an  den  GoefBcientengiei- 

chungen  1,  2,  3,  4,  5 ;  und  dass  die  Reihe  VI  wirklich  nar  zweiförmig  ist, 

erkennt  man  anöden  GoefGcienlengleichungen  6,  7,  8,  9,  10 Man  substi- 

taire  nun  den  Aasdruck  9>|(x,  z),  d.  h.  die  entsprechende  Reihe  III  an  die  Stelle  des 
y  in  II;  so  bekommt  man 

VII)    (AiAiAi)  •  z6  -h  (3A1A1A9)  •  z»  -h  (3A1A1A3  +  3A1A1A2)  •  z« 

H-  (3A]AiA4  -H  6A1A2A3  -f-  A2A2A2)  'Z^'. 

—  2x  .  (Aiz«  4-  A2  •  z«  -h  A3  •  z»  H-  A4  •  z** )  .  ü 

-H  Ü3  «  0 

Hieraus  ergeben  sich  für  U  drei  aus  x  und  z  zusammengesetzte  Ausdrücke,  wekhe  darch 
U  "^  V^i(^»  z),  U  =  t/;2(x,  z),  und  ü  =  V'ßCx,  z)  dargestellt  sein  mögen.    Sie  sind 

alle  drei  einförmig,  und  wenn  man  sie  in  nach  Potenzen  des  z  aufsteigende  Reihen  ent- 
wickelt, so  bekommt  man 

VIIO      U  =  V;j(x,  2)  =  Gl .  2*  +  C2  •  «7  +  C3  .  zto  +  CU  .  z«  -h 

IX)  ü  =  t/zgC»»  z)  «3  Eiz  4-  E2  •  z*  4-  E3  •  z^  4-  E4  •  z»^  -h 

X)  ü  =  V'jCx,  z)  =  2  4-  Ri 

In  Gleichung  X  bedeutet  das  Ri  die  nach  dem  ersten  Gliede  noch  hinzuzuRkgeode  Er- 
gänzung. Zur  Bestimmung  der  GoelBcienten  der  Reihe  VIII  bekommt  man  folgende 
Gleichungen : 

11)  (AiAiAi)  -  3x  .  (AiGi)  =  0 

12)  (3A1A1A2)  -  3x  .  (A1C2  4-  A2G1)  =  0 

13)  (3A1A1A3  4-  3A1A2A3)  —  3x  .  (AiG3  4-  A2C2  +  A3G1)  4-  (GiGiQ)  =  0 

14)  (3A1A1A4  +  6A1A2A3  4-  A2A2A2)  —  3x  .  (A1C4  4-  A2G3  4-  A3G2  4-  A4C1) 

4-  (3C1C1G2)  —  0 
etc.  etc. 

Daraus  fölgt  die  Reihe 

1  V3        ,         ^      /  1  \6        .        «      /  1  \» 


XI)    ü  =  t^,(x,z)=    (1)    -«^4.2.(1)    .z'4-8.(i^)   .z 

1  \12       .,        _.      /lAi5 


10 


35  .  (^J"  .  Z.3 -,  n. .  (JL) 


Fi6 
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Zar  Bestimmang  der  GoeffiGienteii  der  Reihe  IX  bekommt  man  die  Gleiehangeo: 

15)  El  =  -  1 

16)  (AiAiAi)  —  3x  .  (A1E2  -f-  A2E1)  -f-  (3E1E1E2)  =  0 

17)  (3A1A1A2)  —  3x  .  (A1E3  H-  A2E2  +  A3E1I  4-  (3E1E1E3  -+-  3E1E2E2)  «  0 

18)  (3A1A1A3  -f-  3A1A2A2)  —  3x  .  (AiE4  -f-  A2E3  -f-  A3E2  +  A4E1) 

•+■  (3E1E1E4  -f-  6E1E2E3  -f-  E2E2E2)  =  0 

etc.  etc. 

Daraas  folgt  die  Reihe 

XII)    U=i/;2(^.  z)  =  -.z  -  (^)^2*-2.(l)^z7_ 

Setzt  man  aber  den  in  Gleichang  X  befindlichen  Ausdruck  (z  +  Ri)  an  die  Stelle  des 
U  in  Gleichung  VII  ein,  und  ordnet  man  dann  gehörig;  so  bekommt  man 

XIII)  [—  3x  .  A2  4-  (AiAiAi)]  .  z6  +  [-  3x  .  A3  +  (3A1A1A2)]  •  z» 

4-  f—  3x  .  A4  4-  (3AiAiA3  4-  3A1A2A2)]  •  z«  4- 

4-  [—  3x  .  (Ai .  z2  -+-  A2  •  z5  -+.  A3  •  z»  . .  .;  4-  (3z2  4-  3zRi  4-  RJ)]  •  Ri  =  0 

Schaut  man  aber  auf  die  Gleichungen  1,2,  3,  4,  5 zurück,  so  erkennt 

man,  dass  sich  Gleichung  XIII  zurückzieht  auf 

XIV)  [—  3x  .  (Ai  .  z2  4-  A2  •  z5  -h  A3  •  z8 )  +  (322  +  3zR,  4-  r2)]  .  Ri  =  0 

Ans  dieser  Gleichang  folgt: 
entweder  Ri  bb  0 

oder  Ri  «  1 .  [—  3z  +  K-  3z2  +  12x  .  (Aiz^  +  A2.-  z« 4-  A3  •  z» )] 

oder  Ri  =  i  •  [—  3*  —  K— 3z2-h12x  .  (Ai  •  z2  + A2  •  z« +A3  •  x» )] 

Setzt  man  den  ersten  für  Ri  gefundenen  Ausdruck  in  Gleichung  X  ein ,  so  bekommt  man 

XV)     r  =  t/;3(x,  z)  =  z 

Setzt  man  den  zweiten  für  Ri  gefundenen  Ausdruck  in  X  ein,  und  entwickelt  man  das 
Radical  mittelst  des  binomischen  Satzes  in  eine  nach  Potenzen  des  z  aufsteigende  Reihe ; 
so  bekommt  man  wieder  die  Reihe  XI.  Setzt  man  endlich  den  dritten  für  Ri  gefunde- 
nen Ausdruck  in  X  ein,  und  entwickelt  man  das  Radical  mittelst  des  binomischen  Satzes 
in  eine  nach  Potenzen  des  z  aufsteigende  Reihe;  so  bekommt  man  wieder  die  Reibe  XII. 
Hiermit  ist  nachgewiesen,  dass  in  X  das  Ri  die  Redeotung  Null  haben  muss,  weil  wid- 
rigenfalls der  Ausdruck  1/^3(1,  z)  entweder  mit  i/^|(x,  z)  oder  mit  i/^2C^'  ^)  zusammen- 
fallen würde. 

Nun  hat  man  den  zweifSrmigen  Aosdrack  9>2(Xt  z)  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichang 
II  einzuführen;  und  jede  einzelne  dieser  zwei  Formen  wird  machen,  dass  U  drei  For^ 
men  bekommt  Um  aber  beurtheilen  zu  können,  welche  Formen  des  U  und  welche 
Formen  des  y  jedesmal  zusammengehören,  ist  es  am  sichersten,  die  dem  Ausdrucke 
<y>2(^9  z)  entsprechende  Reihe  zuerst  in  zwei  eindeutige  Reihenformen  zu  zerlegen,  da- 
durch dass  man  den  in  Gleichung  VI  befindlichen  Radicalen  zuerst  einerlei  und  hierauf 
entgegengesetzte  Bedeotung  beilegt    Auf  diese  Weise  bekommt  man 

XVI)     y  =  (3x)«  •  z2  -  1 .  (3x)    *   •«''-§•  (3x)    «    •  z« 

4                A                 4i\^            -11        11 
-*.(3x)  *..s_j|.(3x)-«    .«« 
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und 


XVIl)    y  =  _  (3x,«  .  ,t   _  ^  .  (3,)       .  «*  +  g  .  (3x)   «  .  i« 


-l.(3x)   *  .  ,*  H- lg  .  (3x)"  «      i« 

Zur  Bequemlichkeit  beim  Calcoliren  schreibe  man  statt  XVI 

I  7 

XVIII)    y  =  «1 .  z«  -h  «2  . 1»  +  »3  . 1»  +  «♦  •  1* 

and  statt  XVII  sehreibe  man 

1  7 

XIX)  y  ==  bi .  «'«  +  ^2  •  «^  +  h  •  «'  +  6*  •  1* 

1  s 

Es  ist  ferner  bequem,  v  anstatt  z^,  v^  anstatt  z,  v^  anstatt  z',  etc.  za  setzen,  and  dann 

erst  die  für  U  sich  ergel»enden  Reihen  za  entwickeln.    Nach  Tollbrachter  Reihenent- 

1 
wicklang  denke  man  aber  daran,  dass  man  y  anstatt  z'  gesetzt  hatte,  dass  raao  also 

1  1 

aach  nar  z'    and  darchaas  nicht  z'    an  die  Stelle  des  v  zarackfikhren  darC  Statt  der 

Reihe  XVI  schreibe  man  also 

XX)  y  —  ©1  •  V  +  gfc  .  V*  +  «3  •  v^  -4-  «4  •  v» 

and  statt  der  Reihe  XVII  schreibe  man 

XXI)  y  =  Bi  .  ▼  -H  ^2  •  V*  4-  Bj  .  v'  -h  B4  •  v«> 

FQhrt  man  nan  die  Reihe  XX  in  Gleichang  II  ein,  so  bekommt  man 

XXII)    (5Bi  •  ©1 .  öl) .  v3  -+-  (3Ö1  •  «1 .  ««)  •  Y«  +  (3«i«i«3  +  a»iSM5«)  •  ▼* 

4-  (3©1©1Ö4  +  61Bl92®3  -H  ©2©2S32)  •  v^ 

—  3x  .  (»i  •  V  4-  992  •  V*  4-  393  •  v^  +  ©4  •  v'o )  •  ü 

Die  daraas  za  entwickelnden  Reiben  haben  folgende  Formen 

1  7 

XXIH)    ü  -  Fl .  v«  4-  F2  •  v2  -h  F3  •  V«  -h  F4  •  ▼* 

and 

XXIV)    ü  —  v«  4-  »1 

wo  9ti  die  Ergänzung  bedeutet,  wenn  man  die  Reihe  XXIV  schon  nach  dem  ersten 
Gliede  abbrechen  will.  Zur  Bestimmung  der  GoefBcienten  der  Reihe  XXIII  bekommt 
man  folgende  Gleichungen  : 

19)  —  3x  .  (©iFi)  4-  (FiFiFi)  =  0 

20)  (öi©i©i)  —  3x  .  (©1F2)  4-  (3F1F1F2)  =  0 

21)  —  3x  .  (©1F3  4-  ©2F1)  4-  (3F1F1F3  4-  3F1F2F2)  —  0 

22)  {393i©i©2)  —  3x(©iF4  4-  992F2)  4-  (SFiFiF*  4-  6F1F2F3  4-  F2F2F2)  =  0 

etc.  etc. 

Daraus  folgt  nun  folgende  Reihe: 


2  8 


\  (3i)  V 


1  i 

Nun  darf  man,  wie  bereits  auseinandergesetzt  ist,  nur  z^    and    darchaas   nicht   z^  an 
die  Stelle  des  y  zarflckßhren;  and  letztere  Reihe  geht  f^ber  in 


449 


7 


8  -  1    *  =1 

XXV)  ü  =  t/;,(x.  i)  -=  ((3x)«)*  .  (zi)'  _   *  .  ,  _  I .  /-LS'  .  (z«) 

\(3x)7 

Diese  Reihe  repräsenürt  zwei  verschiedene  Formen  des  U-  Jetzt  setze  man  (v^  +  fiti) 
an  die  Stelle  des  U  in  tileichong  XXII  ein,  und  ordne  gehörig;  so  bekommt  man 

XXVI)  [—  3x  .  ©2  -H  (358i©iÖ2)]  •  V«  +  [—  3x  -  »3  ■+■  (3öi©i»3  •+■  3«i©s«2)]  •  v« 
-t-  [—  3x  .  «4  +  (3S3i58i«4  +  «»i^nSBs  +  %®2%)]  •  v«    .    .    .    .    . 

4-  [—  3x  -  (»1 .  V  H-  ©2  •  v*  4-  «3  •  v^ )  +  (3v*  H-  Sv«  .  9li  -+■  SäJ)]  -  «i  =  0 

Sehant  man  aber  auf  die  Gleichungen  6,  7,  8,  9,  10 zarQclc,  so  erl^ennt 

man,  dass  sich  Gleichung  XXVI  zurQcItzieht  auf 

XXVII)  [—  3x  .  (»1 .  V  -h  «2  •  V*  +  «3  •  v7  . . .)  +  (3  .  V*  -H  3  .  v2  .  «1  +  «?)]  .  «1  =  0 
Daraos  folgt: 

entweder  dti  ^=  0 

oder  «1  =  -  -  .  v2  H-  |^_  I .  v2  H-  3x(»i  •  v  4-  ©2  •  v* . . . .) 
Nimmt  man  den  ersten  für  !Ri  gefundenen  Ausdruck,   so   bekommt  man  U  =   v^ 

=  \z^)  =r  z;  und  man  hat  wieder  die  Gleichung  XV,  d.  h.  es  ist  wieder 

XXVIII)    ü  =  t/;3(x,z)  —  z 

Nimmt  man  aber  den  zweiten  für  ^±  gefundenen  Ausdruck,  und  entwickelt  man  das 

1 
Radical  mittelst  des  binomischen  Lehrsatzes,  und  setzt  man  zuletzt  wieder  z^    an    die 

Stelle  des  ▼;  so  bekommt  man  wieder  Gleichung  XXV.     Hiermit  ist  also  nachgewie- 
sen ,  dass  nur  SKi  =:  0  die  hier  zulässige  Ergänzung  ist.   Ff^hrt  man  nun  die  Reihe  XXI  * 
in  Gleichung  II  ein,  so  bekommt  man 

XXIX)    (WiBi)  •  v3  +  (3BibiB2)  •  v«  +  (3B1B1B3  +  3B1B2B2)  •  v^ 

-f-  (3BiBi]&4  H-  6B1B2B3  -f-  B2B2B2)  •  V« 

—  3x  •  (Biv  -h  B2  •  v^  -h  B3V7  H-  B4  •  v«>    .    .    .    .  )  .  ü 
+  U3  =  0 

Die  daraus  zu  entwickelnden  Reihen  haben  folgende  Formen 

XXX)    U  =  Gl .  v'  -h  G2  •  v»  -+-  G3  •  v'  +  G4  •  V«  + 

ond 

XXXI)    ü  =  V»  4-  @i 

wo  @i  die  Ergänzung  bedeutet,  wenn  man  die  Reihe  XXXI  gleich  nach  dem  ersten 
Gliede  abbrechen  will.  Zur  Bestimmung  der  Reihe  XXX  bekommt  man  folgende  Goef- 
fidentengleichnngen : 

23)  -  3x  .  (Bi .  Gl)  -+-  (GiGiGi)  =  0 

24)  (BiBiBi)  —  3x  .  (B1G2)  H-  (3G1G1G2)  =  0 

25)  —  3x  .  (B1G3  -h  B2G1)  -h  (3G1G1G3  +  3G1G2G2)  —  0 

26)  (3BibiB2)  —  3x  .  (B1G4  -h  B2G2)  +  (3G1G1G4  +  6G1G2G3  +  G2G»G2)  =  0 
etc.  etc. 

Daraus  folgt  folgende  Reifte: 


ü=L(3x)l)V,i_J.,._i./_^\'.,i 

\      (3«)»/ 


9     '         8 

\      (3«)»/ 
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1  1 

Nun  darf  man,  wie  bereits  auseioandergeseUl   ist,   nar   z'  and  darchaos  nicht  z*  an 

die  Stelle  des  v  zur&ckflihren ;  and  letztere  Reihe  geht  Aber  in 


XXXH)    ü  =  V5(x.z)  =  (-  (3z)t)^  .  (z«)'  _  I .  z  -  I .  /-  -l-^\'  .  (z^)'  . 


Diese  Reibe  repräsenUrt  zwei  verschiedene  Formeo  des  U.    Nqd  setze  man  (t^  +  @i) 
an  die  Stelle  des  U  in  Gleichung  XXIX  ein,  and  ordne  gehörig,  so  bekommt  man 

XXXIII)    [—  3x  .  B2  -f-  (3BiBib2)]  •  v«  +  [-  3x  •  Bj  -f-  (SMiBj  -♦-  SbMz)}  •  ^ 

-f-  [—  3x  .  B4  +  (3B1B1B4  -h  6B1B9B3  +  B2B3B8)]  •  V« 

+  [—  3x(Biv  -h  B2  '  V*  4-  B3  •  v^ )  +  (3v*  -h  3v2  .  @i  -h  ©J)]    ©1  =  0 

Schaut  man  aber  auf  die  Gleichungen  6,  7,  8,  9,  10 zurack,  so  erkennt 

man,  dass  sich  Gleichung  XXXIII  zurückzieht  auf 

XXXIV)    [-  3x  .  (biv  4-  B«v4  H-  B^v^  . .  .  )  -f-  (3v*  H-  3v2  •  <Si  -+-  ® ?)]  •  @i^  0 

Daraus  folgt: 

entweder  @i  =  0 

3 


oder  (Si  =  -  g  .  v»  -h  ^^  I .  v2  4.  3x  .  (jjv  +  B^v*  +B3V' ....) 
Nimmt  man   den  ersten    fiir  @i   geftindenen  Ausdruck»   so  bekommt  man  U   =  v^ 

=  Vz^/  =  z;  und  man  hat  wieder  die  Gleichung  XV,  d.  h.  man  hat  wieder 

XXXV)    ü  =  t/;3(x,  z)  =  z 

Nimmt  man  aber  den  zweiten  f&r  $1  geAindenen  Aosdrock,  und  entwickelt  man  das 

i 
Radical  nach  dem  binomischen  Lehrsatze ,  und  setzt  man  zuletzt  wieder  z^  an  die  Stelle 
des  v;  so  bekommt  man  wieder  Gleichung  XXXII.     Hiermit  ist  nachgewiesen,  dass 
nur  @i  =  0  die  hier  zulässige  Ergänzung  ist. 

Man  hat  nun  zuerst  die  drei  einförmigen  Ausdrücke  U  =  Vi(x>  z),  U=:  V^2(^«  '^' 
U  =  V^3(x,  z)  bekommen.  Hieraufbekam  man  den  zweifi^rmigen  Ausdruck  U  =?  V^4(x,  z) 
und  nochmal  den  einförmigen  U  =  V^ßCx,  z).  Zuletzt  bekam  man  den  zweif5rmigen 
U  =  t^5(x,  z)  und  abermal  den  einförmigen  U  =  V^sC^t  z)*  Unter  den  neun  herzu- 
stellenden Formen  sind  also  drei  einander  gleich. 

Zweite  EllKlMAtfoMaae«h«te. 

Man  eliminire  aus  I  und  II  das  y,  ohne  dass  man  zuvor  die  dem  y  entsprechenden 
Ausdrücke  herstellt,  welche  Elimination  jedesmal  leicht  aoszufQhren  ist  Man  sobtrahire 

I  von  II ,  so  bekommt  man  U^  —  z^  —  3  •  (ü  —  z)  •  x  •  y  =  0,  oder  y«  «— Tff r — ; 

und  wenn  man  diesen  für  y  gefundenen  Ausdruck  in  I  oder  II  substituirt,  so  gibt  sich 

XXXVI)    [(U2  +  Uz  +  z«)3  -  97Uz  •  (ü  +  z)  •  x^]  .  (U  -  z>»  =  0 

Diese  Gleichung  ist  in  Beziehung  auf  U  vom  neunten  Grade,  wie  sein  muss.  LSsst  man 
den  zweiten  Factor  zu  Null  werden,  so  bekommt  man 

XXXVIO    (U  -  z)3  =  0    . 
oder 

XXXVIII)    ü  =  z 

und  zugleich  erkennt  man  an  Gleichung  XXXVII,   dass  die  hier  vorgelegte  Gleichung 
XXXVI  des  neunten  Grades  Tür  U  drei  einander  gleiche  Ausdrücke  liefert.    Die  Glei- 


* 
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chung  XXXVIil  vertnU  also  die  Stelle  der  drei  Gleiehoogeo  XV,  XXVill  und  XXXV 
zusammen.  Schaut  man  auf  XXXVl  zurück,  und  läsat  man  den  zweiten  Factor  zu  Null 
werden;  so  bekommt  man  auch 

(Ü2  -H  Uz  -f-  z2)3  -  27  .  ü  .  z  .  (ü  -h  z)  .  x3  =  0 
oder 

XXXIX)    z6  —  27x3  .  ü  .  z«  4-  3  .  ü  .  z«  -  27  .  x3  .  Ü2  .  z  -h  61J»  .  z* 
H-  7U3  .  z3  -h  6U*  .  z2  -h  3Ü«  •  z  4-  ü«  =  0 

Hieraus  lassen  sich  folgende  drei  Reihen  entwickeln: 

XL)    U  =  Ci .  z*  -h  C«  .  z^  -h  C3  •  zW  +  C4  •  zW  -h 

\IÄ)     i    «  El .  z  -h  E2  •  z*  H-  E3  •  z7  -t-  E4  •  z*o  -f- 

1                             £               12 
XUI)    U  =  Hl .  z*  4-  Hj  .  z  4-  H3  .  z*  -h  H4  .  z  ^  H- 

Die  Reihen  XL  und  XLI  sind  genau  wieder  die  Reihen  XI  und  XII,  und  jede  ist  ein- 
förmig.   Dagegen  die  Reihe  XLIl  ist  folgende 

XLIII)    U  =  t^6(i.z)=  (3x)7  .  «^  -  1 .  «  -  I .  (1)1 .  «T  .....  . 

Diese  Reihe,  welche  sich  in  vier  eindeutige  Reihenformen  zerlegen  lässt,  repräsentirt 
in  sich  allein  die  beiden  zweiförmigen  Reihen  XXV  und  XXXII.  Somit  sind  auch  jetzt 
die  neun  für  U  sich  ergebenden  Ausdrucke,  unter  denen  sich  jedoch  drei  gleiche  be- 
finden, ebenso  yoUständig  hergestellt,  wie  bei  der  ersten  Eliminationsmethode.  Diese 
erste  hat  jedoch  den  Vortheil,  dass  man  bei  ihr  erkennt,  welche  Form  des  U  und  des 
z  jedesmal  zusammengehdren. 


Nunmehr  soll  die  in  der  Aufgabe  gestellte  Forderung,  fQr  y  und  z  solche  Functionen 
aufzusuchen ,  bei  denen  U  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  wird ,  wirklich  er- 
füllt, und  zu  diesem  Ende  drei  Auflösungen  durchgeflkhrt  werden. 

Ente  A«fl5s«Mg. 

Man  eliminlre  das  mittelbar  mutable  Element  y  schon  vor  dem  Mutiren,  wodurch 
man  entweder  (ü  —  z)3  =  0  oder  (ü«  -h  Uz  +  z«)^  —  27üz  •  (ü  -+-  z)  •  x^  =  0  be- 
kommt. 

Aus  (U  —  z)3  =  0  folgt  U  =  z,  dU  =  dz,  d^U  =  ^z  etc.    Nun  sieht  man,  dass 

der  zu  dem  unmittelbaren  MutationscoefGcient  dz  gehörige  Factor  die  bestimmte  Zahl 

$t 
I  ist ,  dem  man  also  weder  die  Bedeutung  Null  noch  die  Bedeutung  -^  beilegen  kann ; 

und  somit  kann  hier  kein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  stattfinden. 
Aus  der  Gleichung 

XLIV)    (IP  -f-  üz  -f-  z«)3  -  27x3  .  ü  .  z  .  (ü  4-  z)  .  x3  —  0 

folgt  zunächst 

XIV^    ^11-       (V  +  30'[(U^  +  üz  +  2^2  -  9U.X3] 
Ai.v;    ov  -       (2Ü  H-  z)  .  [(Ü2  -h  üz  H-  z«)»  -  9z  -  x3]  *  ^^ 

Erstens.     Es  wird  -^  «b  0,  entweder  wenn  ü  -h  2z  =  0,  oder  wenn  (ü^  -h  üz 

4-  z2)«  —  9Ü  .  x3  =  0. 

A)  Setzt  man  U  +  2z  =  0,  so  ist  U  -»  —  2z,  und  Gleichung  XLIV  geht  über 
in  (z3  —  2  •  x3)  .  z3  =  0;  also  ist  entweder  z^  —  2  •  »3  =  0,  oder  z3  =  0. 

3  3 

a)    Bei  z3  —  2x3  =  0  bekommt  man  z  »  &  •  lf2,  und  U'  =  —  2z  =  —  2x  •  lf2  . 
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Da  man  aber  hier  oar  reelle  Fanctiooen  bertckaiebligeD  darf,  ao  darf  man  auch  nor 

z  »  X  •  K2  and  U'  •»  —  Six  •  K^  beibehalten.  Um  die  entsprechende  Function  y  von 
X  zu  bekommen,   mnss  man  die  für  z  und  U  erjangten  Functionen  in  die  Gleichangen 

I  und  II  einfuhren,  und  zusehen,  ob  sich  dann  ans  beiden  Gleichungen  ffir  y  eine  und 

8 
dieselbe  Function  ergibt    Substituirt  man  nun  x  •  K^  an  die  Stelle  des  z  in  Gleichung 
I,  so  bekommt  man  folgende  Gleichung 

3  3  3 

(y  -  X  .  K4)  .  [y  H-  I .  (I  -»:  1^)  .  rj]  .  [y  -h  I .  (1  -  K3)  .  KJ]  =  0 

8 

Substituirt  man  (—  2x  •  K2)  an  die  Stelle  des  U  in  Gleichung  II,  so  bekommt  man  fol- 
gende Gleichung 

3  3  3 

[y  -  X  .  K4]  .  [y*  +  y  •  X  •  »^  -^  8x2  .  K2]  =  0 

3 

Der  diesen  beiden  Gleichungen  gemeinschaftliche  Theiler  ist  [y  —  i  •  fT] ;  nur  dieser 

3 

kann  genommen  werden,  und  die  hier  zusammengehörigen  Functionen  sind  y  =  x  •  K7, 

8_  3 

z  =  X  •  Kä,  U'  =  —  2x  •  KS.    Mutirt  man  Gleichung  XLIV  noch  einmal,  so  gibt  sieh 

d^]  =  H ^  •  ^z',  woran  man  erkennt,  dass  bei  positivem  i  ein  Minimum-stand, 

3x.K2 
und  dass  bei  negativem  x  ein  Maximum-stand  slattGndet. 

ß)  Ist  z  =  0,  d.  h.  ist  z  eine  identische  Function  von  x;  so  ist  auch  U'  ■»  0, 
d.  h.  auch  U'  ist  eine  identische  Function  von  x.  Dabei  folgt  aus  I  und  ans  II,  dass 
auch  y  r=  0,  d.  h.  dass  auch  y  eine  identische  Function  von  x  ist.  Unter  diesen  Um- 
ständen nimmt  aber  Gleichung  XLV  die  Form  ^U  =^  •  ^z  an,  und  desshalb  muss  man 
die  dem  U'  =  0  nächstanliegenden  Nachbarzuslände  durch  directe  Reihenentwicklung 
herstellen,  wobei  sich  zugleich  die  Bedeutung  der  hiesigen  unbestimmten  Form  ^ergibt 

Man  setze  also  U  an  die  Stelle  des  U,  und  (0  +  x  •  O)  oder  schlecRthin  x  •  O  an  die 
Stelle  des  z  in  Gleichung  XLIV  ein,  so  bekommt  man 

x6  .  D«  —  27  .  x3  .  U  .  x«  .  02  +  3U  .  X*  .  D«  —  27  .  x3  .  m  .  X  .  O 
-f-  6U2  .  3c«  .  D*  4-  7  .  U3  .  x3  .  03  -f-  6U*  .  x2  .  D»  4-  3US  .  X  .  O  -+-  U«  =  0 

Daraus  geben  sich  folgende  nach  Potenzen  des  x  aufsteigende  Reihen : 

27)  U  =  (~)^  .  x4  .  D*  -+-  2  .  (1)^  .  x?  .  D^ 

28)  U  =  (-  t)  .  X  .  O  -  {^f  .  X*  .  D*     .    .    .    ;    .    . 

3  1  8  7 

29)  U  =  (3x)'.(x.D)*  -g.x.O-g.(l)*-(x.O)' 

Durch  alle  diese  Reihen  sind  Zustände  dargestellt,  welche  dem  U'  =  0  nächstanliegen ; 
es  müssen  also  alle  drei  Reihen  noch  besonders  untersucht  werden. 

/  1  '3 

Die  Reihe  27,  welche  mit  i^\   •  x^  •  O^  anfangt,   ist  aus  derjenigen  Form  des  U 

entstanden,  welche  in  Gleichung  XI  durch  U  =  t/;i(x,  z)  dargestellt  worden  ist;  und 
man  erkennt  an  der  Reihe  27,  dass  bei  z  =  0  der  Ausdruck  U  =:  i/^i(x,  z)  ein  Maxi- 
mum*-stand  oder  Minimum-stand  wird,  je  nachdem  x  negativ  oder  positiv  ist.    Zugleich 
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erkennt  man  an  Gleichung  27,   dass  bei  z  =  0  die  drei  identischen  Gleichungen 

dU  djü  d?ü  ^  diu  /iv3 

^  =  0,-3^— 0,-J-,  =  0  stattfinden,  ond  dass  erst  -^,  =  1.2.3.*  •  |~)  ist  Die 

dz  dz*  dz3  dz**  \3x/ 

in  Frage  stehende  unbestimmte  Form  ^  mass  jetzt  als  aus  U  =  V^i(x,  z)  entstanden 
betrachtet  werden;  und  man  erkennt  an  Reihe  27,  weil  sie  erst  mit  i^j  «x^.D^ an- 
fangt ,  dass  hierbei  ^  =  0  ist 

Die  Reihe  28,  welche  mit  (~  1)  •  x  •  O  anfingt,  ist  aus  derjenigen  Form  des  U 
entstanden,  welche  in  Gleichung  XII  durch  U  =  i/^(x,  z)  dargestellt  wurde;  und  man 
erkennt  an  der  Reihe  28»  dass  bei  z  »  0  der  Ausdruck  ü  =  V^(x,  z)  weder  ein  IIa- 

ximnm-stand  noch  Minimum-stand  wird.    Die  in  Frage  stehende  unbestimmte  Form  ^ 

muss  jetzt  als  aus  U  =  t/^(z,  z)  entstanden  betrachtet  werden;   und  man  erkennt  an 

Reihe  28,  dass,  weil  sie  mit  (—  1)  •  x  •  O  anfängt,  hierbei  ^  =:  >-  1  ist 

Die  Reihe  29,  welche  mit  (^Y  •  (% '  Oy  anfangt,  ist  aus  derjenigen  Form  des  U 

entstanden,  welche  in  Gleichung  XLIII  durch  U  =  'i/;g(x,  z)  dargestellt  wurde;  und 
man  erkennt  an  Reihe  29,  dass  bei  z  =  0  der  Ausdruck  U  =  '^e(j,2)  ein  Gränz-stand 

wird.     Die  in  Frage  stehende  unbestimmte  Form  §  muss  jetzt  als  aus  U  »  ^is(k,  z) 

entstanden  betrachtet  werden;  und  weil  die  Reihe  29  mit  [^f  •  (^  •  O)   anfängt,  so  er- 

0  ^ 

kennt  man ,  dass  der  hiesigen  Form  ^  die  Redeutung  -tt  zukommt 

R)    Setzt  man 

XLVI)    (Ü2  4-  üz  -h  z2)2  -  9U  .  x3  =  0 

so  geht  Gleichung  XLIV  über  in  9U  -  x^  •  (U*  —  2Uz  —  2z3)  =  0 ;   und  daraus  folgt 

entweder  ü  =  0  oder  U«  —  2üz  —  2z2  =  0. 

d)    Rei  U'  =  0  ist  auch  z  =  0  und  y  «  0,  welcher  Fall  bereits  untersucht  ist 
ß)    Aus  U2  —  2ÜZ  —  2z2  =  0  folgt  U  =  z  .  (1  4-  lf3).    Dabei  geht  Gleichung 

XLVI  Ober  in  z3  .  (6  4-  3  -  lf3)2  —  9  •  x^  •  (i  -h  )f3)  —  0,   oder  in  z^  .  (2  +  ifä)« 

—  x3 .  (1  4-  lf3)  =  0,  oder  ~  •  (l    4-  ifS)*  -  x^  .  (l    +  lf3)  =  0.    Daraus  folgt 

3 

z  f» —:  •  yTi.    Weil  man  aber  hier  nur  reelle  Functionen  ^ucht,   so  kann  auch 

I  4-  lf3 
s 

nur  z  =  — ~~^  gesetzt  werden.    Da  ferner  oben  U  =  z  •  (l  4-  lf3)  gefunden  wurde , 
1  4"  "3 

3 

60  ist  jetzt  U'  »  X  •  Vi.  Um  die  entsprechende  Function  y  von  x  zu  bekommen,  muss 
man  die  hier  fQr  z  und  U  gefundenen  Functionen  in  die  Gleichungen  I  und  II  einführen, 
und  zusehen,  ob  sich  dann  aus  beiden  Gleichungen  für  y  eine  und  dieselbe  Function 
ergibt    Gleichung  II  geht  dabei  ober  in 

3  3 

(y  -  X  .  r^«  .  (y  -f  2x  .  K^)  =  0 
Gleichung  I  aber  geht  dabei  ober  in 

3 

Vi  4x3 

y3   -    3x2  .  y  .    — 1 — =  0 

^  ^  I  H-  rs     (1  4-  if 3)» 
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oder 

3 

Hieran  erkennt  man,  dass  y  «  i  •  Kl  genommen  werden  moss,  ond  die  jetzt  zosam- 

3 
.  Y^  .  3  3 

mengehörieen  Functionen  sind  z  =  — - — —=.  =  —  =  •  (l  —  iTs)  •  K4,  y  =  i  •  K2,  and 

U'  =  X  .  Ki.    MuUrt  man  Gleichung  XLIV  nochmal ,  so  gibt  sich  i^^U  =:  —  ^-^  •  dz» , 

woran  man  erkennt,  dass  bei  positivem  x  ein  Maximnm-stand,  dagegen  bei  negativem 
X  ein  Minimum-Stand  stattfindet 

Zweitens.    Schaut   man   wieder   auf  Gleichung   XLV    zurück,    und   setzt   man 

-^  =  — . ;  so  bekommt  man  entweder  2ü  -t-  z  =  0  oder  (ü^  -f-  Uz  -h  z^)«  —  9.  x^.z  =  0- 

A)    Setzt  man  2U  +  z  =  0,   so  ist  z  =  —  2U ,  und  Gleichung  XLIV  gebt  ober 
in  Ü3  .  (ü^  —  2x3)  =  0;  also  ist  entweder  U  =  0  oder  P  —  2x3  =.  o. 

a)    Setzt  man  U'  =  0,  so  ist  auch  y  =  0  und  z  =  0,   welcher  Fall  bereits  voll- 
standig  untersucht  ist 

s  » 

ß)    Setzt  man  U^  —  2  •  x^  ==  0,  so  bekommt  man  U'  =  z  •  lf2  und  z  =  —  2x  •  Yf2. 
Da  man  aber  hier  nur  reelle  Functionen  beröcksichtigen  darf,   so  darf  man  auch  nur 

3  3 

U'  =  X  •  K2,  und  z  =  —  2x  •  K2  beibehalten.  Um  die  entsprechende  Function  y  von 
X  zu  bekommen,  muss  man  die  für  z  und  U  erlangten  Functionen  in  die  Gleichungen 
I  und  II  einführen.    Gleichung  I  geht  dabei  über  in 

3'_  3  3 

(y  -.  X  .  ,K4)  .  (y2  -f-  yx  .  K4  ■+-  8  .  X«  .  K2)  =  0 
Gleichung  II  geht  aber  über  in 

(y  -  , .  ri) .  [y  +  ? .  (1  +  K5) .  ri] .  [y  +  i .  (1  -  rs) .  rs]  =  0 

oder 

3 

Der  diesen  Gleichungen  gemeinschaftliche  Theiler  ist  (y  —  x  •  Ki),  nur  dieser  kann  ge- 

3 

nommen  werden,    und  die  hier  zusammengehörigen  Functionen  sind  z  <»  —  2x  •  K2, 

8  3 

y  =  X  •  Ki  und  U'  =  X  •  K2.    Um  aber  das  Prüfüngsmittel  herzustellen,   setze  man  U 

3 

an  die  Stelle  des  U,  und  (—  2x  •  K2  +  x  •  O)  an  die  Stelle  des  z  in  Gleichung  XLIV 
ein,  und  entwickle  für  tl  alle  nach  Potenzen  des  x  aufoteigenden  Reihen.  Alle  diese 
Reihen  haben  aber  keine  andere  Form,  als  folgende: 


U  =  Ai  -h  As  •  x^  -h  A3  •  X 


Zur  Bestimmung  von  Ai  hat  man  folgende  Goeflicientengleichung : 

33  3 

Aj     -  (6x  .  fü)  .  aJ  -h  (24x2  .  fiy  .  a}  -  (112  •  x>)A?  -h  (246x^  •  f2)  .  A^ 

3_ 

-  (300x«  .  K4)  .  Ai  -h  256  .  x6  =  0 
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oder 

8  3  3 

(Ai  -  X  .  r§)2  .  [aJ  -  (4x  •  1^)  .  aJ  4-  (15i2  .  K4)  .  Af 

3 

-  (44x3)  .  Ai  -+-  i28x^  .  K2]  «  0 

3 

Hieraas  folgt  zunfichst  Ai  =  x  •  K2,  und  die  damit  anfangende  Reihe  ist 

3           .              3     1                  i 
30)    U  =  X  .  r5  -H  i  .  (3x  .  K2)«  .  (x  .  D)' 

3 

Diese  Reihe,  welche  zweif5rmig  ist,  repräsentirt  die  dem  U'  =  x  •  K2   nächstanliegeo- 

den  Nachbarzostände,*  and  somit  braacbt  man  die  andern  sich  fQr  U  ergebenden  Reihen 

3 
nicht  herzustellen.    Zugleich  erkennt  man,  dass  U'  «  x  •  KS  ein  Gränz-stand  ist 
B)    Setzt  man 

XLVII)    (ü»  -h  üz  -t-  zO»  -  9z  -  x3  =  0 

so  geht  Gleichang  XLIV  über  in  9z  •  x^  •  (z^  --  2Uz  —  21P)  =  0 ,  and  daraas  folgt 
entweder  z  —  0  oder  z«  —  2üz  —  21P  =  0. 

a)  Bei  z  r=  0  ist  aach  y  =  0  and  U'  =  0,  welcher  Fall  bereits  vollständig  an- 
tersocht  ist 

ß)    Aas  z2  ~  2Uz  —  2U2  =  0  folgt  z  =  U  *  (1  +  lf3).    Dabei  geht  Gleichang 

XLVII  über  in  U^  .  (6  +  3  •  lf3)*  -  9  •  x»  •  (l  -+-  1^3)  =  0,  oder  m  IP  .  (2  -h  ifS)* 
—    x2.(i   H-  lf3)   —   0,    oder  in  ~  •  (l   -t-  lf3)*  —  x3  =  0;   and   daraus  folgt 

3 

X  'W% 
l}'  =  — '. — ^_ .    Weil   man   aber   hier  nur  reelle  Functionen   sucht«    so   kann  nur 

1  +  lf3 

3 

U'  =  — ^--r  gesetzt  werden.    Da  ferner  z  =  ü  •  (i  -H  ifS)  gefunden  wurde,  so  ist 

3 

jetzt  z  =  X  •  Kl.  Um  die  entsprechende  Function  y  von  x  zu  bekommen,  muss  man 
die  für  z  und  U'  gefundenen  Functionen  in  die  Gleichungen  I  und  II  einführen  und  zu* 
sehen»  ob  sich  dann  aus  beiden  Gleichungen  für  y  eine  und  dieselbe  Function  ergibt 
Gleichung  I  geht  dabei  über  in 

3    •  3 

•  (y  -  X  .  rl)*  .  (y  +  2x  .  K^)  =  0 
Gleichung  II  aber  geht  Ober  in 

<,_..?5).(,.^,..lä_a^ja^)=„ 

3 

Hieran  erkennt  man»  dass  y  =  x  •  K2  genommen  werden  muss:   und  die  jelzt  zusam- 

3 
3  3  X  .  Ki 

mengehOrigen  Functionen  sind  z  =  x«K4,y  =  x«K2,  und  U'  =  — ■-       .   Um  aber 

3 

das  Präfungsmittel  herzustellen,  setze  man  U  an  die  Stelle  des  U,  und  (x  •  ?^  +  %  •  D) 
an  die  Stelle  des  z  in  Gleichung  XLIV  ein,  und  entwickle  für  U  alle  nach  Potenzen 
des  X  aufsteigenden  Reihen.  Diese  Reihen  haben  aber  keine  andere  Form  als  folgende: 

U  =  Bi  +  B«  •  X*  -h  Bj  .    X* 

Zar  Bestimmung  von  Bi  hat  man  folgende  Goefficientengleichung : 
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3  3  3 

B?  -h  (3x  .  Ki)  .  Bj  -h  (12x2  .  K2)  .  B}  -H  (28x3)  •  B?  -  {3x*  •  J^)  •  Bj 

3 

-  (3(h«     KlJBi  4-  I6x«=:0 
oder 

3  3  3  3 

[bJ  -h  (x  •  Ki)  •  Bi  -  (x2  .  Kl)]2  .  [Bf  -h  (x  .  K4) .  Bi  -h  8x2  .  r2]  =  0 
Lässt  man  den  ersten  Factor  za  Noll  werden,  so  bekommt  man 

3 


Bi  ^ —  I .  (1  -  ir3) .  n  =  .i 


nnd  die  damit  anfangende  Reibe  hat  entweder  folgende  Form 


31) 


3 

2^  '  2  i  ^Ifl  ^ 


oder  folgende  ganap  gleicbbedeutende  Form 

3 

Da  die  Bedeotangen  des  Radicals  ifS  ganz  unabhängig  sind  von  den  Bedeotangen  des 

iL  i  i 

Prodoctes  (—  x)^  .  (x  .  D)^  oder  des  Prodoctes  (—  Sx)^  •  (x.C)^;  so  hat  in  diesen  bei- 
den (übrigens,  wie  gesagt,  einander  ganz  gleichbedealenden)  Reihen  schon  das  erste 
Glied  zwei  selbststfindige  Formen.    Diese  Reihen  sind  also  vierfSrmig,  und  repräsenti- 

3 

X  «Ki 
ren  die  dem  U'  « --=  nächstanliegenden  Nachbarzustände.    Somit  braucht  man  die 

1  ■+-  ?f3 
zwei  andern  für  n  sich  ergebenden  Reihenformen  nicht  herzustellen.  Man  erkennt  also ,  dass 

3 

ü'  =r    ^'^  ein  Gränz-stand  ist. 

1  ■+-  If3 

Xw«lte  A«lS*aBg.   . 

Bfan  mutire  vorerst  Gleichung  I  und  II,    und  eliminire  dann  die  mittelbaren  Mula- 
tionscoefficienten.    Aus  Gleichung  I  folgt 

XLVIII)    (y2  —  xz)  .  ^y  —  (xy  -  z»)  •  ^z  =  0 

XLIX)    (y2  —  xz)  .  a^y  —  (xy  —  zO  •  ^z  -H  2y  .  <5y2  -  2x  .  ^y  .  az  -h  2z  .  di^  =  0 

Aus  Gleichung  II  aber  folgt 

L)    (Ü2  -  xy)  .  ^ü  -  (xü  -  y2)  .  ^y  =  0 

U)    (ü«  —  xy)  .  ^U  —  (xü  —  y2)  .  d2y  4-  2Ü  .  aiJ2  —  2x  .  du  .  ^y  +  2y  .  dy2  =0 

Man  eliminire  dy  aus  L,  so  gibt  sich 

^  (y2  —  xz)  •  (ü«  —  xy) 

d  ü 
Erstens.    Der  bei  d%  befindliche  Factor  -^  wird  Null,  entweder  wenn  xy  —  z' » 0 

oder  wenn  xU  —  y^  =s  0. 
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A)  Setzt  man  xy  —  z^  =  0,  so  ist  y  =  — ,  uod  dabei  geht  GleichoDg  I  über  in 
-3  •  (z^  —  2  •  x3)  =5  0,  so  dass  entweder  z  =»  0  oder  z^  —  2  •  x^  «  0  ist. 

a)    Setzt  man.  z^  —  2  •  x^  "»  0 ,  so  ist  z  =r  x  •  1^2;  weil  man  aber  nur  reelle  Func- 

liooen  sucht ,   so  darf  aach  oar  z  =  x  •  r  2   genommen    werden.     Wegen  y  =  —  ist 

3 
y  =:  X  •  K?.    Gleicbang  II  geht  nun  über  in 

3  3_ 

LIII)    (U  -  X  .  K2)2  .  (ü  -h  2x  .  r2)  =  0 

3_  3' 

Es  ist  also  zu  untersuchen,  ob  U'  =  x  •  1^2  oder  U'  =  —  2x  •  9^2   genommen    werden 
rouss,  oder  ob  beide  Ausdrücke  zugleich  genommen  werden  dürfen. 

Wegen  xy  —  z^  =  0  reducirt  sich  Gleichung  XLVIII  auf  (y^  ~  x  •  z)  •  ^y  =  0, 
aus  welcher  Gleichung  aber  nur  dy  »  0  geschlossen  werden  kann ,  d.  h.  wenn  xy  —  z^  »  0, 
so  ist  der  mittelbare  Mutationscoefßcient  ^y  =  0  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  x. 
Da  nun  auch'  dU  »  0  ist,  so  reduciren  sich  die  Gleichungen  XLIX  und  LI  auf 
(y2  —  xz)  .  ^y  +  2z  .  dz»  =  0  und  (ü«  —  xy)  •  (52U  —  (xü  —  y«)  .  d^y  =  0,  so  dass 
sich  jetzt  ergibt 


Liv)  ^v  =  - ,,,,  ^-'i\:JLT-j!) 


(U2  -  X  .  y)  .  (y«  -  X  .  z) 


'dz^ 


a)  Nimmt  man  U'  =  —  2x  •  K2 ,  so  geht  Gleichung  LIV  über  in  d^V  =      \    .  dz^, 

3x  .^2 
d.  h.  bei  positivem  x  findet  ein  llinimum-stand,   und  bei  negativem  x  findet  ein  Maxi- 

mum-stand  statt,  wie  bei  der  ersten  Auflösung. 

•     3 

b)  Nimmt  man  U'  =  x  •  ^2,  so  ist  jetzt  U  =s  z.    Dabei  geht  aber  Gleichung  LH 
über  in  dU  =  ^  •  dz ,    so  dass  man  die  Bedeutung  dieser  unbestimmten  Form  durch 

directe  Reibenentwickelung  aufsuchen  muss;    und  wenn  man  findet,   dass  dem  zu  dz 
gehörigen  Factor  nicht  die  Bedeutung  Null  zukommt,  so  muss  man  die  Verbindung  von 

3  3 

U'  =  X  •  K^  mit  z  =  X  •  K2  verwerfen,   eben  weil  dabei  die  hier  gemachte  Vorausse- 
tzung -j-    =  0  nicht  erfüllt  wird.     Man   setze   also   3)   an  die  Stelle  des  y,    und 

3 
(x  •  9^  -|-  X  •  D)  an  die  Stelle  des  z  in  Gleichung  I  ein,  so  bekommt  man 

3  3 

2x3  -h  (3x2  .  ri)  .  X  .  D  -h  (3x  .  K2)  .  x2  .  D2  4-  x3  .  D^ 

3 

-  (3x2  .  r2)  .  9  —  3x  .  2) .  X  .  O  +  5)^  =  0 

Die  hieraus  sich  ergebende  Reihenform  ist  keine  andere  als 

9  =  AH-B.x^-l-C-x*-h 


d.  h.  das  erste  Glied  aller  aus  letzterer  Gleichung  sich  ergebenden  Reihen  enthält  kein  x. 
Die  erstic  Goefficientengleichung  ist 

A3  —  2A  .  x«  .  K2  4-  2  .  x3  =  0 
oder 

3  ^  ^_ 

(A    -   X  .  Kl)  .  (A2  -f-  Ax  .  K4  —  x2  .  r2)  =  0 

58 
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Man  Lann  aber  nur  A  =:  x  •  1^4  berücksichtigen,    und  die  damit  anrangende  Reibe  hat 
folgende  Form: 


33)    9)  =  Ai  -h  A3  •  x^  -H  A4  •  x3  -H  As  •  X*  4- 

wozu  sich  iUe  Coefficienten  As,  A4,  As  .  .  •  .  aas  folgeodeo  Gleichungen 

3  3 

3i)    (3x  .  1^)  -  (3x2  .  1^2)  .  A3  -H  (3A1A1A3)  =  0 

3 

35)  J  —  (3x2  .  rä)  .  A4  -  3x  .  A3  -+-  (3A1A1A4)  =  0 

3 

36)  —  (3x2  .  1^2) .  A5  —  3x  .  A4  H-  (3AiAiAs  -f-  3A1A3A3)  «  0 
etc.  etc. 

3 

dadurch  ergeben,  dass  man  nur  Ai  =  x  •  KI  setzt.    Die  Reihe  33  ist  also  folgende: 

3  3 

37)    9  «  X  .  rj  ~  i  .  X«  .  D2  -  V-^  .  x3  .  O'  -  V~4  •  X* .  O* 

'^  X  3  •  x2  0  •  x-* 

3  3 

wo  aber  die  Radicale  K2  und  K?  nur  nach  ihrer  reellen  Bedeutung  genommen  werden 
dürfen,    weil  sie  auch  in  Gleichung  32  nur  nach  ihrer  reellen  Bedeutung  genommen 

sind.    Diese   Reihe  37  repräsentirt  also  nur  eine   Form   des   9»   ond  g>ht   die  dem 

3 
y  =  X  •  K4  nächstanltegenden  Nachbarzuslande.    Die  beiden  andern  aus  Gleichung  32 

3 

sich  ergebenden  Reiheoformen  haben  als  erstes  Glied  einen  der  beiden  aus  A2  +  Ax  •  1*^ 

3_ 
—  x2 .  Kä  =  0  für  A  sich  ergebenden  Ausdrücke;  diese  beiden  Reihenformen  brauchen 

3 
aber  nicht  beachtet  zu  werden ,    weil  sie   nicht  die  dem  y  =  x  •  K4  nächstanliegenden 
Nachbarzustände  repräsentiren.    Man  setze  nun  U  an  die  Stelle  des  U,    ond  die  Reihe 
37  oder   vorerst  nur  die   Reibe  33  an   die  Stelle  des  y  in  Gleichung  II  ein;    so  be- 
kommt man 

38)    (AiAiAi)  -h  (3A1A1A3)  .  x2  .  02  +  (3AiAiA0  •  x3  .  Ct^ 

-h  (3A1A1A5  -h  3A1A3A3)  •  X*  .  D* 

—  3x  •  AiU  —  3x  •  A3U  •  x2  .  02  —  3x  •  A4  •  U  •  x^  •  D^ 

+  U3  —  0 

Die  hieraus  sich  ergebende  Reihenforra  ist  keine  andere,  als 

U  =  ll4-©.x''  +  (S.xy 

d.  h.  das  erste  Glied  der  aus  letzterer  Gleichung  sich  ergebenden  Reiben  enthält  kein  x. 
Die  erste  Goefficientengleichung  ist 

3 

9i^  -~   (3x2  .  Kl)  .  a  4-  4  .  x3  =  0 
oder 

3  3 

(91  +  2x  .  rS)  .  (Sl  ~  X  .  Kä  )2  «  0 
Es  ergeben  sich  aber  aus  Gleichung  4  folgende  drei  einförmige  Reihen: 

39)   u  =  -  2x .  rä  +  -  ^       ""^'^^ 


3         i  .  2 
3x  .  1^2 

40)     U  =  X  .  K2  —  X  .  O ^r-  .  x2  .  D2 

3x.K2 
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3 

41)   u  =  X .  rs  H-  X  .  Ct  +  R2 


Um  za  wissen,  welche  Bedeatong  man  dem  R2  in  der  Reihe  41  beilegen  muss;  selze 
man  diese  Reibe  an  die  Stelle  des  U  in  Gleichung  38,  reducire  soviel  als  möglicb,  und 
es  gibt  sich 

3  3 

42)    [(3x  .  1^2)  -  (3x2  .  r-})  .  A3  +  (3A1A1A3)]  .  >c2  .  02 

3 
+  [t  -  (3x2  .  ^2)  .  A*  ~  3i .  A3  +  (3A1A1A4)]  .  x3  .  D3 


3_ 

+  [—  3x  .  (A3  •  x2  .  D2  +  A4  •  x3  .  D^  . .  .  .)  4-  3  .  (x2  .  D2  +  2x  .  x.  D  .  r.O 

3_ 

+  3  .  (x  .  O  +  X  .  K2)  .  R2  +  R^l  •  R«  =  0 

Schäol  man  aber  anf  die  Gleichungen  34,  35,  36 zurück,  so  sieht  mau,  dass 

sich  Gleichung  42  zurttckziejit  auf 

3_ 
[-   3X  .  (A3  .  X2  .  D2  +   A4  •  x3  .  03  .  .  .  .)  4.   3  .  (x2  .  Ct»  +   2X  .  X  .  Cl  .  ra) 

3 

-I-  3  .  (x  .  O  +  z  •  K2)  •  Ra  +  R|1  •  R2  =  0 
Daraas  folgt 

entweder  R2=  —  3x^2  —  xCH ^  •  %^ 

•»  _        1  '•  s 

3x  .  f'2 

4 

oder  R2  =  —  2  .  X  .  D j-  .  x2 .  Ci« 

3z  .  f-j 
oder  R2  =  0 

Setzt  man  den  ersten  fQr  R2  gefundenen  Ausdruck  in  41  ein,  so  bekommt  man  wieder 
39;  setzt  man  aber  den  zweiten  für  R2  gefundenen  Ausdruck  in  4t  ein,  so  bekommt 
man  wieder  40.  Hiermit  ist  nachgewiesen,  dass  nur  R2  =  0  in  Gleichung  41  gesetzt 
werden  darf    Gleichung  41  geht  also  iiber  in 

3_ 

43)    U  =  X  .  r2  +  X  .  D 

Die  hier  gefundenen  drei  Reihen  sind  also  alle  einfdrmig. 

3 
Die  Reihe  39,  welche  mit  -—  2x  •  K2  anfängt,    braucht  nicht  beachtet  zu  werden, 

3 
weil  es  sich  hier  nur  um  die  dem  U'  =  x  •  1^2  nächstanliegenden  Nachbarzuslände  han- 
delt.   Uebrigens  stimmt  in  Reihe  39  das  zweite  Glied  genau  mit  dem  schon  hergestell- 

g 
ten  Ausdrucke  ^ü  =  ^  .  dz^  öberein.    Bei  Reihe  40,  welche  wirklich  einen  Zu- 

3x  .  1^2 

3 

stand  darstellt,  der  dem  U'  =  x  •  K^  nächstanliegt »  hat  die  in  Rede  stehende  unbe- 
stimmte Form  ^U  =  H  •  dz  die  Bedeutung  dl]  ==  (—  1)  •  dz,  d.  h.  es  ist  ^  «  —  1.  Hier 

wird  also  nicht  dU  =  0  -  dz,  d.  h.  es  wird  nicht  -:     =  fl;  und  somit  widerspricht  die 

3  3_ 

Verbindung  von  z  =  x  •  K2  und  U'  =  x  •  1^2  der  Voraussetzung,  ist  also  zu  verwerfen. 

Bei  Reihe  41 ,  oder  vielmehr  43 ,  welche  gleichfalls  einen  Zustand  darstellt ,  der  dem 

3 

U'^=  X  •  K2  nächstanliegt ,    hat  die  in  Rede  stehende  unbestimmte  Form  dU  =  ^  •  dz 


folgt  also  jetzt  dy  =  ^  -  dz ;  und  somit  muss  das  Prfifongsmittel  auf  directem  Wege  her- 
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die  Bedeotung  du  =  (+  1)  •  dz,  d.  h.  es  ist^  =  +  f*    Hier  wird  also   wieder  oicht 
dU  =  0  -  dz,-  d.  h.  es  wird  wieder  nicht  -j-  =  0;  and  somit  widerspricht  aach  jetzt  die 

3_  3 

Verbindung  von  U'  =  x  •  1^2  mit  z  =  x  •  K2  der  Voraussetzodg ,  ist  also  auch  jetzt  za 
verwerfen. 

ß)    Nimmt  man  z  <=  0,  so  ist  auch  y  =  0  and  U'  =  0.    Aus  Gleichung  XL VIII 

""0 
gestellt  werden.    Das  Erste  ist  aber,   zu  ermitteln,    was  die  hiesige  unbestimmte  Form 

^  Pur  eine  Bedeutung  hat.    Man  setze  daher  9  an  die  Stelle  des  y ,  und  lO-{'X'dz 

"I •  d^z I  oder  schlechthin  x  •  O  an  die  Stelle  des  z  in  Gleichung  I 

überall  ein,  so  bekommt  man 

44)    x3 .  O^  —  3x  .  X  .  D  .  9  +  93"=  0 
so  ergeben  sich  die  beiden  Beihen: 

♦5)    g)  =  (l).x2.D2+  (^)^xS.D5  +  3.(l)^x8.08 

46)    ®«(3x)2  .(x.D)^  -|.(i.).x2.D2-|.(l)1.(x.D)? 


Durch  beide  Beihen   sind  Zustande  dargestellt,    welche  dem   y  =  0  nächstanliegen; 
beide  Beihen  müssen  also   besonders  betrachtet  werden. 

Die  Beihe  45  ist  aus  derjenigen  Form  des  y  entsläfnden,  welche  in  Gleichung  V 
durch  y  =  9>i(x,  z)  dargestellt  wurde;  und  man  erkennt  an  Beihe  45,  dass  die  aus 
y  =  9>i(x,  z)  entstandenen   und  dem  y  =  0  sowohl  vorangehenden  als  nachfolgenden 

Nachbarzustände  reell  sind,    und  dass   dabei   die  Form  dy  =  S .  dz   die  Bedeutung 

dy  =  0  •  dz  hat ,  d.  h.  dass  dabei  ^  *»  0  ist. 

Die  Beihe  46  ist  aus  derjenigen  Form  des  y  entstanden,  welche  in  Gleichung  VI 
durch  y  =  (ftix,  z)  dargestellt  wurde;  und  man  erkennt  an  Beihe  46,  dass  die  aus 
y  =  <p2(x,  z)  enlstandenen  und  dem  y  =  0  nächstanliegenden  Nachbarzustände  vom 

Beeilen  ins  Imaginäre  oder  umgekehrt  übergehen ,  und  dass  dabei  die  Form  dy  =s  jj  •  ds 

die  Bedeutung  dy  =  -r-  •  dz  hat,  d.  h.  dass  dabei  ^  =  tt  i^l- 

Will  man  untersuchen,  ob  U'  =  0  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-Stand  ist; 
so  darf  man ,  wie  bekannt,  von  den  dem  U'  =  0  nächstanliegenden  Nachbarzuständen 
nur  diejenigen  berücksichtigen,  welche  dadurch  erzeugt  werden,  dass  man  an  die  Stelle 
des  z  und  des  y  solche  den  für  z  und  y  gefundenen  Functionen  nächslanliegende  Nach- 
barfunctionen  einsetzt,  die  unter  allen  Umständen  reell  bleiben.  Desshalb  kann  man, 
wenn  man  nur  das  Vorhandensein  eines  Maximum-Standes  oder  Minimum-Standes  un- 
tersucht, auch  nur  die  Beihe  45  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichung  II  einsetzen;  and 
setzt  man  noch  U  anstatt  U,  so  geht  Gleichung  II  über  in 


47)     (~)    .(x. .0)6 +3.(1)    .(x.O)5+9.(i)    .(X.DV2 
-  (x  .  0)2  .  U  -   (1)^  .  (x  .  D)« .  U  -  3  .  (1)^  .  (x  .  O)»  .  U  . 


+  U3  «  0 
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Daraos  ergeben  sich  f&r  U  folgende  drei  einfSrmige  Reihen: 

*8)    U=«(l)'.(x.D)*+2.(~)'.(x.Dy 

49)  U  =  (-  O  .  X  .  D  -  {^f  .  (x  .  O)* 

50)  U  =  (4-  1)  .  X  .  O 

Die  Reihe  48  igt  dieselbe ,  wie  27;  und  es  gellen  die  scIiod  dorl  gemachlea  Be- 
merkangeo. 

Die  Reihe  49  ist  dieselbe,  wie  28;  und  es  gelten  die  schon  dort  gemachten  Be- 
merkungen. 

Die  Reihe  50,  welche  nur  aus  einem  Gliede  besteht,  ist  ans  derjenigen  Form  des 
U  entstanden,  welche  in  Gleichung  XV  durch  U  :=  ih(x,  z)  dargestellt  wurde.  Sie 
gehört  auch  zu  den  drei  einander  gleichen  Fällen,  welche  in  Gleichung  XXXVII,  d.  h. 
in  der  Gleichung  (U  —  z)^  =  0,  enthalten  sind,  gleich  am  Anfange  der  ersten 
Auflösung  ausgeschieden  wurden,  und  dann  im  Verlaufe  der  ersten  Auflösung  nicht  mehr 
vorkommen  konnten.  Auch  erkennt  man  an  Reibe  50,  dass  bei  z  =  0  der  Ausdrack 
U  =  't/^aCxi  z)  weder  ein  Maximum-sland  noch  Minimum-sland  ist. 

Nun  ist  noch  zu  untersuchen,  wie  die  dem  U'  =  0  n'ächstanliegenden  Nachbarzu- 
stände beschafien  sind,  wenn  man  die  Reihe  46  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichung  II 
einsetzt.  Um  aber  beurtheilen  zu  können ,  welche  Formen  des  3)  und  des  U  zusammen- 
gehören, zerlege  man  die  Reihe  46  in  ihre  eindeutigen  Formen 

51)    S)-=(3i)«.(x.Ci)«-i.(l).x*.Ci*-|.(i)i.(x.O)» 

und 

52)    9  -  -  (3x)»  .  (x  .  £X)«  -  |.(±).x2.02+|.(^)t.(x.O)« 

m 

Führt  man  die  Reihe  51  in  Gleichung  II  ein,  so  gibt  sich 

53)    U  «  (-H  1)  •  X  .  D 
<^nd 

3\i                  i  -                                  -              -                 1   - 
54)    U-  ((3x)2r.((x.D)2)*-l.x.O   -^./-*     \M(x.D)2)' 


2         ^        8 


\(3»)V 


Die  Reihe  ^53,  welche  einförmig  ist,  und  nur  aus  einem  Gliede  besteht,  ist  aus 
deijenigen  Form  des  U  entstanden ,  welche  in  Gleichung  XXVIII  durch  U  =  ti^(x,  z)  «  z 
dargestellt  wurde.  Uebrigens  gelten  bei  Reihe  53  dieselben  Bemerkungen ,  welche  schon 
zu  Reihe  50  gemacht  worden  sind. 

Die  Reihe  54,  welche  zweiförmig  ist,  ist  aus  derjenigen  Form  des  (J  entstanden, 
welche  in  Gleichong  XXV  durch  U  «>  t/;4(x,  z)  dargestellt  wurde;  und  man  erkennt 
an  Reihe  54,  dass  bei  z  =  0  der  Ausdruck  U  «=  V^4(x,  z)  ein  Gränz-stand  ist. 

Führt  man  die  Reihe  52  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichung  II  ein,  so  bekommt  man 

55)    U  =  (H-  I)  .  X  .  O 
und 

56)    U  =  {-(3x)«)'~i.x.O-L   /-.^y.((,e.D)»)' 


8 


Die  Reihe  55,    welche  einförmig  ist,    und  nur  aus  einem  Gliede  besteht,    ist  aus 
derjenigen  Form  des  U  enfstanden,  welche  in  Gleichung  XXXV  durch  ü  =  V^;('^.  z)  =  :i 
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dargeslelK  warde.  Uebrigens  gelten  bei  Reihe  55  dieselben  Bemerkangen ,  welche  schon 
za  Reihe  50  gemacht  worden  sind. 

Die  Reihe  56  isl  ans  derjenigen  Form  des  U  entstanden,  welche  in  Gleichong  XXX II 
durch  U  =  i/^5(x,  z)  dargestellt  wurde;  und  man  erkennt  an  Reihe  56,  dass  bei  z  =  0 
der  Ausdruck  U  =  tp5(x,  z)  ein  Gränz-sland  ist. 

Die  beiden  Reihen  54  und  56  sind  in  der  einzigen  Reihe  29  zugleich  enthalten;  und 
man  vergleiche  die  dort  gemachten  Bemerkungen. 

v2 

B)    Setzt  man  xU  —  y^  =  0.  so  bekommt  man  U  =r'^;    und  Gleichung  II  geht 

y3  f 

Über  in  ^  .  (y3  —  2  .  x^)  =  0,   so  dass  entweder  y  =  0  oder  y^  —  2  .  x^  =  0  ist. 

d)  Nimmt  man  y  =  0,  so  ist  auch  z  =  0  und  U  =  0,  welcher  Fall  schon  toII- 
ständig  untersucht  ist. 

3_ 

ß)    Nimmt  man  y^  —  2  .  x^  «»  0,  so  isl  y  =  x  .  Wü;   da  man  aber   nur   reelle 

8 

Functionen  sucht,  so  kann  auch  nur  y  =  x .  K2  genommen  werden.    Um  U'  zu  bestim- 

3 

men,  muss  man  x.K2  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichung  x  .  U  —  y'  =  0  und  in 
U3  —  3xy  .  u  _|.  y3  e  0  einfuhren,  und  zusehen,  ob  sich  aus  beiden  Gleichungen 
einerlei    Function   fOr   U    ergibt.    Die    Gleichung    x  .  U   —    y^   =   0   geht   über  in 

3_  3 

X  .  (ü  —  X  .  K4)  «  0;  und  daraus  folgt  ü'  —  x  .  KT.  Die  Gleichung  ü^  —  3xyU 
-h  y3  =  0  geht  aber  über  in 

("-'■">("-rA)("--rz^)-'' 

3_  3 

woraus  abermals  U^  «  x  .  K4  folgt.    Mau  erkennt  also,  dass  nur  U'  »  x  .  K7  berück- 

3_ 

sichtigt  werden  darf.  Um  z  zu  bestimmen ,  führe  man  x  .  K2  an  die  Stelle  des  y  in 
Gleichung  I  ein,  und  sie  geht  über  in 

<'-'-^'>(--rfn)(-fi^)  =  » 

3 

3-  X  fi 

woraus  entweder  z  =  x  .  r  4  oder  z  =  — - — —z  folgt;  und  es  fragt  sich,  ob  man  für 

1  +  If 3 

3 

z  den  zweifbrmigen  Ausdruck  —  oder  den  einfdrmigen  x  .  1^4  nehmen  moss, 

oder  ob  man  beide  zugleich  nehmen  darf. 

a)  Nimmt  man  z  =  — '—-z=. «    und  mutirt  man  die  Gleichung  LH  noch  einmal ; 

3' 

4    ^2 

so  bekommt  man  d^V  ^ k .  ^z^,  wie  bei  der  ersten  Auflösung;  und  man  er- 

3 

kennt,  dass  bei  z  =  — - — —n  und  bei  y  =  x  .  9^2  das  U'  »  x  .  9^4  ein  Maximnm-stand 
oder  Minimum-Stand  ist,  je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist. 

3_ 

b)  Nimmt  man  z  =  x  .  K4,  so  ist  jetzt  U'  =  z,  und  Gleichung  LH  geht  über  in 
^U  =  ^  •  dz,  80  dass  man  die  Bedeutung  dieser  unbestimmten  Form  durch  directe  Bei- 
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benent Wicke] 00^  ermitteln  mass;  und  wenn  man  dann  findet,  dass  dem  za  di  gehörigen 

3 

Factor  nicht  die  Bedeutung  Null  zukommt ,  so  muss  ,man  die  Verbindung  von  U'  =  x  .  K4 

^  H  II 

mit  z  =  X  .  KS  verwerfen,  eben  weil  dabei  die  hier  gemachte  Voraussetzung  -~^    =  0 

3_ 

nicht  erfüllt  wird.    Man  setzte  also  S)  an  die  Stelle  des  y,  und  (1.^4  +   x  .  £X)   an 
die  Stelle  des  z  in  Gleichung  I  überall  ein;  so  bekommt  man 

3  3 

57)    4x3  4.  (6x2  .  r2)  .  X  .  O  -h  (3x  .  Kl)  .  x2  .  02  +  )c3  .  D3 

3_ 

-  (3x2  .  r4)  .  3)  —  3x  .  X  .  O  .  3)  -+■  5)3  ==  0 

3  _ 
Daraus  folgt  die  mit  1  .  Vi  anfangende  Reibe 

3 
58)    g)  =  x  .  r^  +  (-  x)«  .  (x  .  0)2  -h  ^  .  X  .  D 

Diese  Reihe  repräsentirt  zwei  Formen  des  9;  die  dritte  Form  des  3)  gibt  nicht  die  depn 

3 
y  =  x  .  K2  nächstanliegenden  Nachbarzustände,  ist  also  nicht  zu  beachten.    Weil  aber 

die  in  58  dargestellte  Reihenform  vom  Reellen  ins  Imaginäre  oder  umgekehrt  übergeht, 

3  3 

so  erkennt  man  schon  jelzt,  dass  bei  z  =  x  .  K3  das  U'  =  x  .  K4kein  Maximum-stand 

und  kein  Minimum-stand  ist. 

3 
Die  dem  U'  =  x  .  K4  nächstanliegenden  Nachbarzustände  werden  jetzt  nicht  da- 
durch erzeugt,  dass  man  an  die  Stelle  des  z  und  des  y  solche  den  für  z  und  y  gefun- 
denen Functionen  nächstanliegende  Nachbarfunctionen  einsetzt,  die  unter  allen  Umstän- 
den reell  bleiben.  F&hrt  man  aber  dennoch  die  Reihe  58  in  Gleichung  II  ein ,  so  be- 
kommt man 

3 


Kl  I  i  A 


3 
60)    U  =  x.K4-hx.D 

Die  Reihe  59  braucht  nichl  beachtet  zu  werden ,  weil  es  sich  hier  nur  um  die  dem 
3 
U'  =  X  •  K4  nächs (anliegenden  Nachbarzuslände  handelt.    (Man  sehe  die  zur  Reihe  31 
und  32  gemachte  Bemerkung.) 

Bei  Reihe  60,  welche  die  dem  ü'  =  x  •  K4  nächstanliegenden  Nachbarzustände  dar- 
stellt,  hat   die    in    Rede   stehende    unbestimmte   Form  ^U  =  ^  •  <}z   die   Bedeutung 

d\]  =  (H-  1)  .  dz,  d.  h.  es  ist  S  =  4-  I.    Hier  wird  also  nicht  du  =  0 .  dz,    d.  h.  es 

H  IT  ^ 

wird  nicht  -~  =  0;    und  somit   widerspricht  die  Verbindung  von   l]'  =   \  >  iTi  mit 

z  =  X  •  1^4  der  Voraussetzung ,  ist  also  zu  verwerfen. 

d^U        93 
Zweitens.    Schaut  man  wieder  auf  Gleichung  LH,  und  setzt  man  -^  ^  TT  '    ^^ 

ist  entweder  ü^  —  x  .  y  =  0,  oder  y^  —  x  •  z  =  0. 

A)    Setzt  man  U*  —  x  .  y  =  0,   so  bekommt  man  y  =  — ;  ond  Gleichung  II  geht 

ober  in  U^  .  (U^  —  2  .  x^)  =  0.    Daraus  folgt  entweder  U  =  0  oder  U^  —  2  •  x3  =  0. 
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a)    Setzt  man  ü'  =  0,  so  ist  aoch  y  =  0  und  z  »  0,   welcher  FaU  bereits  vott- 
sländig  untersucht  ist. 

3  |T2  ^ 

ß)    Setzt  man  U^  —  2  •  x3  =  o,  so  ist  U'  =  x  •  Kä,  und  y  =  —  —  x  .  rl.    Dabei 
geht  Gleichung  1  Ober  in 

3  3 

(z  -  X  .  1^)2  .  (z  +  2x  .  Kä)  =0 

3  3 

woraus  z  =  x  .  1^2  und  z  =  —  2x  .  K2  folgt,  so  dass  noch  untersucht  werden  mass, 
ob  man  für  z  den  ersten  oder  zweiten  Ausdruck  nehmen  soll,  oder  ob  beide  zugleich 
genommen  werden  dörfen. 

Man  untersuche  zuerst,  ob  z  =  —  2z  .  ^2  genommen  werden  darf,  und  substituire 

3 

dessbalb  9  an  ^^  Stelle  des  y,  und  (--  2x  .  ^2  +  x .  D)  an  die  Stelle  des  z  in  Glei- 
chung I;  so  geht  sie  Über  in 

3  3 

61)    —  16x3  4-  (12x2  .  rJ)  .  X  .  D  —  (6x  .  Ki)  .  x2  .  D»  +  x3  .  D3 

3 

4-  f  6x2 .  ^2)  .  9  —  3x  .  X  .  D  .  9  +  3)3  «  0 

3 

Daraus  folgt  die  mit  x  •  Y%  anfangende  Reihe 

3 

62)    9  =  X  .  rl  —  ?-l^  .  X  .  D  +  55^  .  x2  .  D2 

FQhrt  man  diese  Reihe  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichung  II  ein,   so  gibt  sich  folgende 

3 

mit  X .  V2  anfangende  zweiförmige  Reihe 


63)    U  =  X  .  r2  +  i  .  (3x  .  K^)«  .  (x  .  D)« 


3  3 

und  daran  erkennt  man ,  dass  U'  »  x  •  K2  in   Verbindung  mit  z  »  —  2x  •  K^  ein 
Gränz-stand  ist. 


8      '  3 


Verbindet  man  U'  =  x .  K2  mit  z  =  x  .  K^,  so  ist  jetzt  U'  =  z,  und  Gleichung 
LH  geht  Ober  in  du  »  ^  •  dz ,  so  dass  man  die  Redeutung  dieser  unbestimmten  Form 
durch  directe  Reihenent Wickelung  ermitteln  muss;  und  wenn  man  dann  findet,  dass 
dem  zu  dz  gehörigen  Factor  nicht  die  Redeutung  -^r-  zukommt ^    so  muss  man  die  Ver- 

3  3 

bindung  von  U'  «  x  .  K2  mit  z  a  x.K2  verwerfen,  eben  weil  dabei  die  hier  gemachte 

Voraussetzung  -f-  =  -—  nicht  erfüllt  wird.  Man  setze  also  3)  an  die  Stelle  des  y,  und 

az  u 

(x  .  r2  -)-  X  .  D)  an  die  Stelle  des  z  in  Gleichung  I  ein,  so  bekommt  man 

3  3 

64)  2x3  +  (3x2  .  KJ)  .  X  .  O  +  (3x.  K2)  .  x2  .  C2  -h  x3  .  D3 

3 

—  (3x2  .  K2),  gl  -3x.x.D.S)  +  g)3  =  o 

3 

Daraus  gibt  sich  folgende  mit  x  .  1^4  anfangende  Reihe 

3  5^ 

65)  9  =  X  .  rj   -  1  .  x2  .  D2  -  |J!l .  x3  .  D3 
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FQhrl  man  die  Reihe  ao  die  Stelle  des  y  in  Gleichung  II  ein,    so  bekommt  man  fol- 
gende drei  einförmige  Reihen 

66)    U  =  —  2x  .  K2  H 3—  .  Yt^ 

3x  'V2 

67)  U  =  x.r2— y.D ^  .  x2  .  D2 

3x.r2 

3_ 

68)  U  =  X  .  r'ä  -h  X  .  D 

Die  Reihe  66  braucht  nicht  Jseachtet  zu  werden,  weil  es  sich  hier  nur  um  die  dem 

3 

U'  =  X  •  K^  nächstanliegenden  Nachbarzustände  handelt. 

3 

Bei  Reihe  67,  welche  wirklich  einen  Zustand  darstellt,  der  dem  U'  =  x  •  9^2  nächst- 
anliegt ,    hat  die  in   Rede   stehende  unbestimmte  Form   du  =  ^  •  ^z  die  Bedeutung 

dV  =  (—  I)  •  dz,  d.  h.  es  ist  ^  =  —  i.    Hier  wird  also  nicht  du  =  -jr  •  dz,  d.  h.  es 

j  Ij  na  3  3 

wird  nicht -^  =  -^  ,  und  somit  widerspricht  die  Verbindung  11'  =  x  •  K2  mit  z  =  x  •  K2 

der  Voraussetzung,  ist  also  zu  verwerfen. 

3 

Bei  Reihe  68,    welche  gleichfalls  einen  Zustand  darstellt,    der  dem  U'  =  x  •  K2 
nächslanlicgt,    bat  die  in  Rede  stehende  unbestimmte  Form  du  =  !-|  •  dz  die  Bedeu- 

tung  du  =  (+  1)  •  dz ,  d.  b.  es  ist  ^  »  +  1.    Hier  wird  also  wieder  nicht  dU  =  -jt-  •  dz 

-M     TT  tfW^ 

d.  h.  es  wird  wieder  nicht  --p  =  -rr ;  und  somit  widerspricht  auch  jetzt  die  Verbindung 

3  s_ 

von  U'  =  X  •  K^  mit  z  =  x  •  K2  der  Voraussetzung,  ist  also  auch  jetzt  zu  verwerfen. 

B)    Setzt  man  y^  •—  xz  =  0,  so  ist  z  =  ^ ,    und   Gleichung  I  geht   über  in 

y3 

^  .  (y3  —  2 .  x3)  =  0;  daraus  folgt  y  =  0  oder  y^  —  2  •  x^  =  0. 

a)    Setzt  man  y  =  0,  so  ist  auch  z  ==  0  und  U'  »  0,    welcher  Fall  bereits  voll- 
ständig untersucht  ist. 

3  3 

ß)    Setzt  man  y^  —  2x^  =  0,  so  ist  y  =  x  •  K^,  und  z  —  x  •  fi.      Setzt    man 
3  • 

noch  X  •  1^  an  die  Stelle  des  y  in  Gleichung  1  ein,  so  geht  sie  Ober  in 

3  3  3 

(z  -  X .  ri) .  [z  -h  g .  (1  -f.  rä) .  r4] .  [z  -h  I .  (I  -  K3) .  KJ]  =  o 

3  3_ 

woraus  abermals  z  =  x  •  K4  folgt.    Setzt  man  aber  x  •  K2  an  die  Stelle  des  y  in  Glei« 
chung  il  ein,  so  geht  sie  fiber  in 

3  _      3  '  1 

(ü  -  X .  r?) .  [ü  H-  .^ .  (1  -f-  Ks) .  KJ] .  [u  4- 1 .  (I  -^  Kä) .  r*]  =0 

8 

woraus  U'  ^  x  •  r  4  und  U'  = — =  folgt ;    und  es  fragt  sich ,  ob  man  för  II'  den 

1  -f-   WS 

3 

zweiförmigen  Ausdruck -=.  oder  den  einförmigen  x  •  r4  nehmen  soll. 

1  4-  »f3 

59 
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3 

'  ü  Vi 

Man  untersuche  laerst,  ob  ü'  =  — '- — --:  genommen  werden  darf,  ond  «ctzc  dess- 

1  -f-  ifä 

3 

halb  9  an  die  Stelle  des  y ,  und  (x  •  Kl  -i-  x  •  D)  an  die  Stelle  des  z  in  Gleichung  1 
ein;  so  bekommt  man  die  zweiförmige  Reihe 

69)    9  =  X  .  1^  -h  (-  x)5  .  (x  .  D)«  +  ~  .  X  .  D 

3 

Die  andere  Reihe,  welche  nur  einförmig  ist,  fangt  nicht  mit  x  "V^  an,  ist  also  nicht  zu 
beachten.  Weil  non  die  Reihe  69  vom  Reellen  ins  Imaginäre  oder  umgekehrt  übergeht, 

3 

X  •  KJ 

so  erkennt  man  schon  jetzt,  dass  U' =  — - — --=  weder  ein  Maximum-Stand   noch  Mi- 

I  4-  W'd 

3 
X  .  ff 

nimom-stand  ist;   denn  die  dem  U'  » -^ nächstanliegenden Nachbarzostande wer- 

den  nicht  dadurch  erzeugt,  dass  man  an  die  Stelle  des  z  und  des  y  solche  den  für  z 
und  y  gefundenen  Functionen  nächstanliegende  Nachbarfunctionen  einsetzt,  die  unter 
allen  Umständen  reell  bleiben.  Ftkhrt  man  aber  dennoch  die  Reihe  69  in  Gleichung  11 
ein,  so  bekommt  man 

3 

70)    U  =  X  .  K4  +  X  .  D 
und 

3 

^*^  "  =  rr^  +  3L .(_ 3,)? . (x.a)^ 

i  +  WS       ^ 

Die  Reihe  70  braucht  nicht  beachtet  zu  werden,   weil  es  sich  hier  nur  um  die  dem 
3 

X  .  Kl 
U'  = --=  nächstanliegenden  Nachbarzustände  handelt. 

3 

X  .  K4 
An  Reihe  71  aber  erkennt  man,  dass  ü'  = — -   ein    Gränz-stand   ist.    (Man 

sehe  die  zu  den  Reihen  31  und  32  gemachte  Bemerkung.) 

3  3 

'Verbindet  man  U'  =  x  •  K4  mit  z  =  x  •  K4,  so  ist  jetzt  U'  =  z ,  und  Gleichung 
LH  geht  über  in  ^U  =  ^*  dz,  so  dass  man  die  Bedeutung  dieser  unbestimmten  Form 
durch  directe  Reihenentwickelung  ermitteln  muss;  ond  wenn  man  dann  findet,  dass  dem 
zu  dz  gehörigen  Factor  nicht  die  Bedeutung  rr-  zukommt,  so  muss  man  die  Verbindung 

3  3 

von  U'  <»  X  •  KlE  mit  z  =  X  •  K4  verwerfen ,  eben  weil  die  hier  gemachte  Voraossetsnng 

d  11         S 

-^  =  -TT-  nicht  erfüllt  wird.  Man  setze  also  9  an  die  Stelle  des  y,  ond  (x  •  Ki  +  x  •  D) 
an  die  Stelle  des  z  in  Gleichung  I  ein ,  so  bekommt  man 

3_  3 

72)    4x3  H-  (6x2  .  ^2)  .  X  .  D  -J-  (3x     Kl)  .  x2  .  Ö2  -h  x3  .  a3 

3 
~  (3x2  .  rj)  .  9  -  3x  .  X  .  O  .  9  -h  »'  =  0 

3 
Die  mit  x  •  K2  anfangende  Reihe ,  welche  daraus  folgt ,  ist 
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3 

73)    9  =  X  .  r5  H-  (-  x)«  .  (/.  .  D)«  -f-  ^  .  z  .  D 


und  weno  maD  diese  Reihe  ao  die  Stelle  des  y  in  Gteichong  II  einsetzt,   so  bekommt 
man 

3 

.ri       t  ^  ' 


und 

3  ^ 

74)    U  t=:  X  .  Kl  H-  X  .  D  iä 

Die  Reihe  73  braucht  nicht  beachtet  zu  werden,  weil  es  sich  hier  nor  um  die  dem 
3 
U'  =  X  •  Kl  nächstanliegenden  Nachbarzostände  handelt. 

3 

Bei  Reibe  74,  welche  wirklich  einen  Zustand  darstellt,  der  dem  U'  =  x  •  Kl 
nächstanliegt,  hat  die  in  Rede  stehende  unbestimmte  Form  ^U  =:  ^  'dt  die  Bedeutung 

dV  =  (+  t)  •  dt,  d.  h.  es  ist  ^  =  +  I.     Hier  wird  also  nicht  dU  =s  -^  •  dz ,  d.  h  es 

j  TT  m  3  _ 

wird  nicht  ^  =  -jr ;    und  somit  widerspricht  die  Verbindung  von  U'  =  x  •  fi   mit 

s 
z  =:  X  •  Kl  der  Voraussetzung,  ist  also  zu  verwerfen. 

Nun  ist  die  zweite  Auflösung  in  der  Weise  durchgeführt,  dass  man 
bei  ihr  von  Stufe  zu  Stufe  dieselben  Resultate  bekam,  wie  bei  der  er- 
sten Auflösung. 

Wenn  man  die  identische  Gleichung  1  mit  einer  (vorerst  unbekannten,  jedenfalls 
aber)  nichtmutablen  Function  S  von  x  multiplicirt,  so  ist  das  Product  9  •  (y^  •—  3xyz  +  z^) 
auch  noch  eine  identische  Gleichung;  und  wenn  man  dieses  Product  zu  Gleichung  II 
addirt,  so  ist  die  sich  ergebende  Summe  gleichfalls  eine  identische  Gleichung,  d.  h.  es 
ist  bei  jedem  beliebigen  Werlhe  des  x  immer  noch 

LIV)    ü«  —  3xy .  ü  +  y3  -h  «  •  (y3  -  3xyz  H-  z^)  =  0 

Mutirt  man,  so  bekommt  man 

LV)  (ü«  —  xy)  .  <JÜ  -t-  (y»  —  xü  -f-  8  .  y2  —  ?xz)  •  dy  +  («  •  z»  —  8  •  xy)  .  <5z  =  0 
and 

LVI)    (IP  —  xy)  .  a«ü  +  (y»  —  xü  -+-  «  .  y«  —  8xz)  •  a^y  +  («  .  z«  —  «  .  xy)  •  ^«z 
-h  2ü  •  ^ü«  —  2x  •  ^ü  •  ^y  H-  (2y  -h  2ey)  .  ^y«  —  ^x  •  ^y  •  ^z  +  S»z  •  dz»  ==  0 

Nan  soll  der  Rkr  dU  herzustellende  Ausdruck  von  dem  mittelbaren  Mutationscoefficient 
dy  ganz  Irei  sein;  man  denke  sich  also  unter  8  eine  solche  Function  von  x,  dass  die 
identische  Gleichung 

LVIl)    y»  —  xU  +  8  .  y«  -  8  .  X  .  z  =  0 

stattfindet;  dabei  reduciren  sich  die  Gleichungen  LV  und  LVI  bezüglich  auf 

LVIII)    (ü»  -  xy)  .  <JÜ  4-  (8  •  z»  -  8xy)  •  <5z  =  0 
ond 

LiX)    (Ü2  —  xy)  .  (J^ü  4-  (8z2  -  8xy)  .  ö^z  -h  2U  •  du« 

—  a»  •  Jü  •  dy  +  (ay  -h  28y)  •  dy«  —  -Äx  .  Jy  •  dz  4-  28z  •  ^z«  =  0 

Aus  LVIII  folgt 
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r2 


LX)    ^ü  =  «  .  ^ ^  .  dz 

^  ü^  -—  xy 

Erstens.    Lässt  man  den  za  6t  gehörigen  Factor  zu  Null  werden,  d.  h.  setzt  man 

-—  =  0;  so  ist  entweder  xy  —  z^  =:  0,  oder  S  ==  0,   während  %  sich  aas  Gleichung 

LVll  ergibt. 

Zweitens.    Will  man  dem  zu  6%  gehörigen  Factor,    d.  h.  dem  Quotienten    -p 

die  Form  -^r  geben;  so  eliminire  man  zuerst  ^  aus  LX,  was  mittelst  Gleichung  LVll 

geschiciht. 

Man  hat  an  froheren  Aufgaben  zur  Genüge  gesehen,  dass  die  Eigenthümlichkeiten , 
wodurch  sich  diese  dritte  Auflösung  von  der  zweiten  unterscheiden  könnte,  in  weiter 
nichts  bestehen,  als  darin,  dass  man,  wo  es  nöthig  ist,  die  Function  8  wieder  eliminirt. 
Desshalb  soll  auch  diese  dritte  Auflösung  nicht  besonders  durchgerührt  werden. 


Aufgabe  54. 

Man  sucht  für  y  und  z  solche  Functionen  von  i,  dass  dadurch  nicht  allein  folgende 
Gleichungen 

I)    U^  4-  y3  4-  z^  =  Uyz 

II)    U3  -H  Uyz  =  x3 

identisch  werden ,  sondern  dass  auch  das  U  selbst  ein  Maximom-stand  oder  Minimum- 
stand wird. 

Da  die  beiden  Elemente  y  und  z  in  den  zwei  Gleichungen  vorkommen,  so  ist  es 
einerlei,  ob  man  y  oder  z  als  unmittelbar  mutabel  behandelt. 

Man  führe  die  Aufgabe  wieder  so  durch,  dass  z  als  unmittelbar  mutabel  behandelt 
wird. 

Eliminirt  man  y  aus  1  und  II  schon  vor  dem  Mutiren,  so  bekommt  man 

III)      U9  —  2ü6  .  Z3  —   3U«  .  x3  —   ü^  .  z6  4-   3Ü3  .  x6  H-   ü^  .  Z3  .  X3  —  »9  =  0 

Daraus  folgt  durch  Mutiren 

iv%     ^IT  ^  U  >  zg  .  02U3  -f-  2z3  -  x3) 

Erstens    Setzt  man  --p  =  0,   so   ist   entweder    U   =  0,    oder   z    =:  0,    oder 

2Ü3  4-  2z3  --  x3  =  0 

A)  Bei  U  =  0  geht  Gleichung  III  über  in  —  x^  =  0,  welches  ein  Widerspruch 
gegen  die  Voraussetzung  ist,  da  x  jeden  beliebigen  Werth  soll  annehmen  dürfen. 

B)  Bei  z  =  0  geht  Gleichung  III  über  in 

V)    IP  -  3Ü«  .  x3  4-  3U3  .  X«  —  x9  =  0 
oder 

VI)    ((J3  —  x3)3  =  0 

3 
Daraus  folgt  U  «  x  •  )fl ;  weil  aber  nur  reelle  Functionen  berücksichtigt  werden  dür- 
fen ,  so  darf  man  nur  U'  =  x  setzen.  Gleichung  I  und  II  gehen  dabei  bezüglich  über 
in  x3  +  y3  =  0  und  x3  =  x3;  aus  der  zweiten  dieser  Gleichungen  folgt  nichts,  aber 
aus  der  ersten  folgt  y  =  —  x ,  so  dass  z  :=  0 ,  y  =  —  x  und  U'  =  x  die  hier  zusam- 
mengehörigen Functionen  sind.    Dabei  ist  aber  dU  =  -^  •  dz,  so  dass  man  das  Prfifungs- 

mitlel ,  sowie  die  Bedeutung  dieser  unbestimmten  Form  -S*  durch  directe  Reihenentwicke- 
lung gewinnen  muss. 
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C)  Nun  hat  man  noch  2U^  +  äz^  —  i^  =  0  mit  Gleichang  III  zo  verbinden,  and 
daraus  znaammengehdrige  Fonctionen  fiir  U  and  (ür  z  aofzosochen.  Sind  z.  B.  z  ■»  x(x) 
and  U  =  i/;(x)  zwei  zusammengehörige  Functionen,  so  fiihre  man  sie  In  I  und  II  ein, 
welche  dabei  übergehen  in 

I)   (V(x))^  -h  y^  -f-  (x(x)P  "»  y  •  (x^x))  •  (^(x') 

II)    ((t/;x))3  +  y  .  (x(x))  .  (V/(X))  =  x^ 

und  wenn  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  nicht  eine  und  dieselbe  Function  für  y 
bekommt ;  so  muss  dieser  dritte  Fall  verworfen  werden. 

Zweitens.    Setzt  man -^  =  -h-»  so  isl 

dz         0 

VII)    3Ü6  —  *U3  .  z3  —  6Ü3 .  x3  H-  3x6  —  z6  -h  3x3  .  z3  =  0 

Diese  Gleichung  muss  man  mit  111  verbinden,  und  für  U  und  z  zusammengehörige 
Functionen  aufsuchen.  Hierauf  muss  man  diese  zusammengebörigen  Functionen  in  I 
und  II  einführen ,  und  zusehen ,  objaus  beiden  Gleichungen  für  y  eine  und  dieselbe  Func- 
tion folgt. 

Will  man  lieber  die  indirecte  Eliminationsmethode  mittelst  eines  Mulliplicators 
anwenden y  so  verwandle  man  I  und  II  in  folgende  Gleichungen: 

I)    Ü3  +  y3  -f  z3  —  Uyz  =  0 
n)    Ü3  +  Uyz  -  x3  =  0 

m 

Beide  Gleichungen  sind  identische.  Nun  denke  man  sich  unter  S  eine  (vorerst  unbe* 
kannte,  jedenfalls  aber)  nichtmutable  Function  von  x,  so  ist  das  Product  S  •  (U3  +  Uyz  — x3) 
auch  noch  eine  identische  Gleichung;  und  wenn  man  dieses  Product  zu  I  addirt,  so  ist 
die  sich  ergebende  Summe  gleichfalls  eine  identische  Gleichung,  d.  h.  es  ist  bei  jedem 
beliebigen  Werthe  des  x  immer  noch 

VIII)    U3  -f-  y3  -H  z3  —  Uyz  -♦-  ?  .  (U3  +  Uyz  -  x3)  =  0 

Mutirt  man  diese  Gleichung,  so  bekommt  man 

IX)    (3U2  -yz  -H  38  .  U2  -h  «  .  yz)  .  ^ü  +  (3y2  -  Uz  +  8  .  Uz)  •  ay 

-h  (3z3  —  Uy  +  8  .  Uy)  •  ^z  =  0 

Nun  soll  der  für  dV  herzustellende  Ausdruck  von  dem  mittelbaren  Mutalionscoeflicient 
dy  ganz  frei  sein*,  man  denke  sich  also  unter  8  eine  solche  Function  von  x,  dass  die 
identische  Gleichung 

X)    3y2  -^  Uz  -h  «  .  Uz  =  0 
stattfindet.    Dabei  reducirt  sich  IX  auf 

XI)    (3U»  -  yz  +  38  .  U»  H-  «  .  yz)  .  <JU  +  (3z2  -  üy  +  «  •  Uy)  •  ^z  =  0 
woraus  weiter 

Yin    AV  -  3z2  -  Uy  H-  8  -  Uy  , 

^">    ^^  =  "3ü»-^yz4-38.U«  +  g'yz'^' 

folgt.    Und  so  fort. 


Aufgabe  55. 

Welche  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen  ebenen 
Curven  hat  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Eigenschaft,  dass  sie  folgenden  Ausdruck 

I)    U  =  a2  —  y«  +  2y  .  y,  -  yj  ~  2xy  —  2ay. 

der  aus  der  festen  Abscisse  a  und  der  zugehörigen  Ordinate  y,  sowie  aus  einer  nach 
Belieben  gewählten  Abscisse  x  und  der  zugehörigen  Ordinate  y  zusammengesetzt  ist, 
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grösser  oder  kleiner  macht,   als  ihn  hei  derselben  beliebig  gewihlten  Abscisse  x  alle 
andern  der  gesuchten  Curve  stelsfort  nächstanliegeiiden  Nachbarcorven  machen  kdnoeo? 
Durch  MuUren  bekomoil  man 

10    W  =  -  2  .  (y  -  y.  -h  0  •  ^y  -  2  .  (y.  -  y  +  a)  .  dy, 

III)    ^U  =  -  2  .  (y  -  y,  +  i)  .  ^y  -  2 .  (y.  -  y  +  a)  .  ^y, 

—  2  .  ^y«  4-  ♦  •  ^y  •  ^y*  —  2  .  JyJ 

Erster  Fall.  Soll  die  gesuchte  Curve  aus  allen  möglichen  einander  stelsforl 
nächstanliegenden  herausgesucht  werden,  so  sind  (nach  $.  92)  die  Ausdrücke  ^y  und 
^y^  dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig  voneinander;  und  es  muss  (nach  $.  164)  Glei- 
chung II  in  folgende  zwei  gleichzeitig  bestehende  Identische  Gleichungen 

IV)    y  —  y,  H-  X  =  0,  und        V)    y,  —  y  4-  a  «  0 

zerfallen.  Aus  IV  folgt  y^  =  y  +  x.  und  aus  V  folgt  y.  =  y  —  a,  so  dass  sich  die 
sich  selbst  widersprechende  Gleichung  y  -f'  <  ==  y  —  <*  ergeben  wörde.  Hiermit  er- 
kennt man,  dass  die  Aufgabe  In  der  Allgemeinheit,  wie  sie  dieser  erste  Fall  verlangt, 
unmöglich  ist 

Zweiter  Fall.  Soll  man  die  gesuchte  Curve  nur  aus  denen  einander  stetsfort 
nächstanliegenden  herauswählen,  bei  welchen  allen  die  Ordinate  y,  den  nemlichea  (ge- 
gebenen oder  nichtgegebenen)  Werth  hat;  so  findet  zwischen  den  zurAbscisse  a  gehö- 
rigen Ordinalen  aller  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Curren  folgende  Gleichung 


X? 


y.  =-  y.  H-  X  .  dy.  4-  —  •  ^y.  4-  j-^  •  a^.  + 


statt  Da  aber  diese  Gleichung  für  ein  im  Momente  des  Verschwindens  befindliches  x 
gelten  soll,  so  muss  einzeln  stattfinden  t'y«''«  0,  ^y.  »  0  etc.  Die  Gleichungen  II 
und  111  reduciren  sich  also  auf 

VI)    (5Ü  =  —  2  .  (y  ~  y,  +  x)  .  dy 

VIO    ^U  =  -  2  .  (y  -  y.  4-  x)  .  ^y  -  2  .  dy» 

Man  hat  daher  jetzt  nur  die  einzige  identische  Gleichung 

VIU)    y  -  y,  -f  X  =  0 

Daraus  folgt  y  =  y.  —  x;  und  wenn  man  C  statt  des  constanten  Ausdruckes  y,  tu 
Gleichung  Vlil  einsetzt,  so  bekommt  man 

IX)    y  =  C  -  X 

Um  aber  zu  untersuchen,  ob  diese  Function  die  Gleichung  VIII  identisch  macht,  setze 
man  (C  —  x)  statt  y,  und  (C  —  a)  statt  y.  in  VIII  ein;  und  man  bekommt 

X)    (C  -  x)  -  (C  -  a)  +  X  =  0 

welche  Gleichung  aber  nur  unter  der  einzigen  Bedingung  wahr  ist,  dassa  =  0.  Daraus 
folgt,  dass  dieser  zweite  Fall  nur  dann  beachtet  werden  kann,  wenn  a  =  0.  Dabei 
bleibt  aber  der  Constante  C  immer  noch  unbestimmt,  und  zu  seiner  Bestimmung  moss 
noch  irgend  eine  Nebenbedingung  gegeben  sein. 

1)  Ist  z.  B.  vorgeschrieben,  dass  bei  x  =  0  die  Ordinate  den  bestimmt  gegebenen 
Werth  A  habe;  so  folgt  aus  Gleichung  IX,  dass  A  =  C;  und  Gleichung  IX  formt  sich 
für  die  hier  gestellte' Bedingung  um  in 

XI)    y  =  A  ~  X 

Dieses  ist  die  Gleichung  einer  Graden,  von  welcher  da,  wo  x  =  A,  die  Abacissenaxe 
unter  einem  halben  rechten  Winkel  geschnitten  wird.  Unter  der  hiesigen  Voraussetinng, 
wo  a  <=»  0 ,  gehen  nun  die  Gleichungen  I  und  VII  fiber  in  U'  =  x  •  (x  —  2A)  und 
ß^V  =  —  2  •  dy^,  so  dass  jetzt  ein  MaxImum-stand  stattfindet 

2)  Ist  aber  vorgeschrieben,  dass  zur  Abscisse  n  die  bestimmte  Ordinale  m  gehöre : 
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80  gehl  dabei  Gleiehung  IX  über  in  m  =r  C  --  n,  woraus  C  =  m  +  n  folg(;  and  Glei- 
chang  IX  formt  sich  am  in 

y  =  (m  -H  n)  —  X 

Dieses  ist  die  Gleichung  einer  Graden,  von  weicher  da,  wo  x  «  m  +  n  ist,  die  Abscis- 
senaxe  unter  einem  halben  rechten  Winliel  geschnitten  wird.  Jetzt  gehen  die  Gleichun- 
gen 1  ood  VII  über  in  U'  =  x  •  (x  —  2m  —  2n),  und  d^V  =  —  2  •  dy^,  so  dass  aber- 
mals ein  Maximum-Stand  stattfindet. 


Aufgabe   56.   . 

Bfan  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  bezogene  ebene  Curvc. 

In  der  Ebene,   worin  die  gesuchte  Gurve  liegt,    befindet  sich  irgend  ein  fester  Punkt 

(n,  m).    Man  zieht  durch  diesen  festen  Punkt  und  durch  den  zur  Abscisse  a  gehörigen 

Punkt  der  gesuchten  Gurve  eine  Grade.    Man  nimmt  auch  den  zn  einer  nach  Belieben 

gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Punkt  (x,  y)  der  gesuchten  Gurve,    zieht  zu  diesem 

Punkte  die  Ordinate,    und  ßllt  hierauf  von  dem  nemlichen  Punkte  ein  Perpendikel  auf 

die  vorhin  gezogene  Grade.    Welche  ebene  Gurve  ist  es  aber,    wenn  der  zu  der  grade 

genommenen  Abscisse   x   gehörige   Punkt  die  Eigenschaft  hat,    dass  die  Summe  der 

Quadrate  der  besagten  Ordinate  and  des  besagten  Perpendikels  ein  Maximom-stand  oder 

Minimum-Stand,  d.  h.  grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei  den  zu  der  nemlichen  Abscisse 

X  gehörigen  Punkten  aller  andern  der  gesuchten  Gurve  stetsfort  nächstanliegenden  Nach- 

barcurven  der  Fall  sein  kann? 

Unter  einem  festen  Pancte  (d,  m)  versteht  man  bekanntlich  einen  solchen  Punkt,  des- 
sen Abscisse  =  n.  ond  dessen  auf  der  Abscissenaxe  senkrechte  Ordinate  =»  m. 

Die  Entfernung  eines  Punktes  (x,  y)  von  einer  darch  die  Gleichung 

I)    y  H-  A  .  x'  +  B  =  0 
gegebenen  Graden  ist  bekanntlich 

^      n  -h  A2 

Die  durch  1  gegebene  Grade  soll  durch  den  Punkt  (n,  m)  gehen;  (ür  diesen  Punkt  geht 
also  1  aber  in 

m4-A.n-»-B=0 

r 

Dieselbe  Grade  soll  auch  durch  den  Punkt  der  gesuchten  Gurve  gehen,  dessen  Abscisse 
=  a  und  dessen  Ordinate  »  y,;  für  diesen  Punkt  geht  also  Gleichung  I  über  in 

y,  +  A.a-hB=0 

Bestimmt  man  aus  den  beiden  letzteren  Gleichungen  A  und  B,  so  geht  Gleichung  1 
über  in 

III)  y.  _  y-Lj^  .,>+"•  y»  -*"•«==  0 

''•'  a  —  n  a  —  n 

und  der  Ausdruck  II  geht  tkber  in 

yy)    (a  —  n)  .  y  —  (ya  -  m)  .  x  -+-  n  .  y,  —  m  .  a 

ir(a  -  n)2  +  (y,  -  m)» 

Es  schadet  der  Allgemeinheit  der  Aufgabe  durchaus  nicht,  aber  ihre  Durchführung  wird 
vereinfacht,  wenn  man  sich  den  festen  Punkt  (n,  m)  im  Anfangspunkte  der  Goordina- 
ten  befindlich  denkt.  Dabei  ist  n  =  0  und  m  »  0;  und  der  Ausdruck  IV  reducirt 
sich  auf 

y\    **  •  y     y*  •  ^ 

^a^  -H  yj 
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Die  hier  gestellte  Aaljgabe  führt  also  «utSchst  auf  den  aUgemeinen  Ausdruck 

VI)      U^y2^(^L^ILhlll 

a'  -+-  y. 

Man  muüre,  so  gibt  sich  zunächst 

ä.C2a«.y+y;.y-a.y..x)  sto.(.y-y,.x)^(.x  +  y.y,) 

■'  a»  +  yj  (a»  +  y^ 

Erster  Fall-  Soll  die  gesachte  Carve  aas  allen  möglichen  einander  stetsfort 
nächstanliegenden  heraasgesocht  werden,  so  sind  (nach  $.  98)  die  Aasdröcke  dy  and 
^Ya  dem  Werthe  nach  ganz  anabhängig  voneinander;  und  es  muss  (nach  g.  164)  Glei- 
chung VII  in  folgende  zwei  gleichzeitig  bestehende  identische  Gleichungen  zerfallen: 

VIII)    2a» .  y  -h  yj  .  y  —  a  .  y, .  X  =  0 

IX)    (a  .  y  —  y.  .  x)  .  (ax  -f-  y,  .  y)  =  0 

Die  Gleichung  IX   wird  aber  erfüllt ,  entweder  wenn  a  .  y  ^  y, .  x  =r  0  oder  wenn 
a  .  X  -h  ya .  y  =  0. 

Erstens.    Man  verbinde  Gleichung  VIII  mit  a  .  x  4-  y« .  y  =  0.    Aus  letzterer 

a  •  X 
Gleichung  folgt  y«  « ;    und  wenn  man  diesen  für  y«  gefundenen  Ausdrock  in 

2  .  a' 
VIII  einsetzt,  so  bekommt  man  — '■ —  •  (x*  -+-  y»)  =  0,  woraas 


X)  y  —  X .  ir=nr 

folgt.    Fährt  man  diesen  fiir  y  gefundenen  Ausdruck  in  y«  = ein,   so  bekommt 

■7 

aX  ^y    .      I 

man  y«  = =  a  •  W —  I ,  welches  derselbe  Ausdruck  ist ,    wie  wenn  man 

X  •  W —  1 

a  an  die  Stelle  des  x  in  Gleichung  X  eingesetzt  hätte.    Die  hier  Tür  y  gefundene  Func- 
tion ist  aber  eine  imaginäre,  braucht  also  nicht  beachtet  zu  werden. 

Zwei  tens.    Man  verbinde  Gleichung  VIII  mit  a  .  y  —  y«  .  x  =  0.    Aus  letzterer 

Gleichung  folgt  y,  =  -^ ;  und   wenn  man  diesen  fQr  y^  geftmdenen  Ausdruck  in  VIII 

einsetzt,  so  bekommt  man  a' .  (x»  -f-  y^)  .  y  ==  0,  welche  Gleichung  erfüllt  wird,    ent- 
weder wenn  x*  4-  y^  ■=»  0  oder  wenn  y  =  0  ist. 

A)  Aus  x2  -H  y3  =  0  folgt  y  =  x  .  1f—  1,  d.  h.  eine  imaginäre  Function,  welche 
nicht  weiter  beachtet  zu  werden  braucht. 

B)  Ist  y  «  0,  d.  h.  ist  y  eine  identische  Function  von  x.   so  hat  man  die  in  die 
Abscissenaxe  fallende  Grade.    Dabei  ist  U'  =  0,  und 


<J«U 


==(2.dy-^^^y,)V(J.c5y.)' 


woran  man  erkennt,  dass  ein  Minimam-stand  stattfindet. 

Zweiter  Fall.    Macht  man  dieselbe  Einschränkung,   wie  beim  zweiten  Falle  der 
vorigen  Aufgabe;  so  redncirt  sich  Gleichung  VII  auf 


,2 


2  .  (2a2  .  y  H-  y: .  y  —  a  .  ya .  x) 

XO    ^U  =  —^ =^^^-4 -^-^   ^y 

a^  -H  y* 
Man  hat  also  jetzt  nur  die  einzige  identische  Gleichung 

XII)    2a2  .  y  -h  yj  .  y  -  a  .  ya .  X  =  0 


2  .a2  -> 
stanten  Factors,  so  bekommt  man 


und  daraus  folgt  y  =  '-^ — r>  •  «•    Man  setze  C  statt  des  bei  x  befindlichen  coo- 

2  .  a*  -h  yf 
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XIII)    y  =  C  .  X 

F&hrt  man  nun  C  •  i  an  die  Stelle  von  y,  und  G  •  a  an  die  Stelle  von  y,  in  XII  ein; 
so  bekommt  man  a^  •  (1  +  G^)  •  Cx  »  0,  woran  man  erkennt,  dass  G  «  Osein  mass, 
wenn  XII  dorch  XIU  identisch  werden  soll.    Die  hier  gesuchte  Function  ist  also 

XIV)    y  «  0 

d.  h.  y  ist  eine  identische  Function  von  x,  und  man  hat  die  in  die  Abscissenaxe  fal- 
lende Grade.  Dabei  ist  wieder  U^  »  0;  und  ferner  M  6'U  r=r  4  •  ^y^,  woran  man  er- 
kennt, dass  ein  Minimum-stand  stattfindet. 


Aufgabe    57. 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Goordinatensystem  bezogene  ebene  Gurve. 
In  der  Ebene,  worin  die  gesuchte  Gurve  liegt,  befindet  sich  irgend  ein  fester  Punkt 
(n,  m).  Man  zieht  durch  diesen  festen  Punkt  (n,  m)  und  durch  den  zu  einer  nach 
Belieben  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Punkt  (x,  y)  der  gesuchten  Gurve  eine  grade 
Linie.  Von  den  beiden  in  dieser  Gurve  gelegenen  Punkten  (a,  y«)  und  (a,  y^)  fällt 
man  Perpendikel  auf  besagte  Grade.  Bei  welcher  ebenen  Gurve  ist  aber  das  Product 
dieser  beiden  Perpendikel  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand? 

Die  Entfernung  des  Punktes  (a,  y«)  der  gesuchten  Gurve  bis  zu  der  durch  die 
Gleichung 

I)    y'  -H  A  .  X'  -h  B  =  0 

gegebenen  Graden  ist  bekanntlich 

10 


ya  -f-  A  .  a  -I-  B 


Ebenso  ist  des  Punktes  (a,'  y^)  der  gesuchten  Gurve  Entfernung  bis  zu  der  durch  Glei- 
chung I  gegebenen  Graden  bekanntlich 

y«  H-  A  •  a  4-  B 

III)        "^   ^ 

If  I   -+-   A2 

Da  die  durch  I  gegebene  Grade  durch  den  festen  Punkt  (n,  m)  gehen  soll,  so  geht 
dafQr  I  über  in 

mH-A-n-hB  =  0 

Da  ferner  dieselbe  Grade  durch  den  Punkt  (x,  y)  der  gesuchten  Gurve  gehen  soll,  so 
geht  dafür  I  über  in 

yH-A.x-hB  =  0 

Bestimmt  man  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  A  and  B ,  so  geht  Gleichung  I  über  in 

■^TN      ä       y  —  m      ,       ny  —  mx       ^ 

IV)    y'  — •  x'  H — ^ =  0 

'^•^         X  —  n  x  —  n  ^ 

Die  Ausdrücke  II  and  III  gehen  also  jetzt  über  in 

y%     (x  —  n)  '  y^  ~  (y  —  m)  «  a  -f-  py  —  mx 

If  (x  ~  n)2  -f  (y  -  m)2 
und 

(x  -  n)  » yg  —  (y  -  m)  » g  -h  ny  —  mx 

^  HT (x  -^  n)2  -h  (y  -  mf 

Es  schadet  der  Allgemeinheit  der  Aufgabe  durchaus  nicht,  dagegen  ihre  Durchführung 
wird  vereinfacht,  wenn  man  sich  den  festen  Punkt  (n,  m)  im  Anfangspunkte  der  Goor- 
dinaten  befindlich  denkt.  Dabei  ist  n  =  0  und  m  =  0,  und  die  Ausdrücke  V  und  VI 
reduclren  sich  auf 

60 
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#1«  -h   y«  ^        ri»  -h  y2 

Das  in  der  Aufj^abe  Terlaiigte  Product  wt  abo 

n\  IT  —  (»  ya  -  > '  y) '  ("  yg  -  « ■  y) 

Durch  Motiroi  bekommt  man  lonächal 

X)   aü  =  —  j3-~r^  •  (« •  y  —  X  •  ya)  •  ^ya  —  ^g  ^  yg  •  (« •  y  —  « •  y.)  •  ^ya 

^  (,g  ^  yy  •  (2aa  •  X«  •  y  —  a  - 1^  •  y«  -  « -  »^  •  y.  -H  M  •  y*  •  ya 

H-  «E  -  y«  .  y,  —  2x2  .  y  .  y.  •  y«)  .  ay 

Erster  FalL  Soll  die  gesochte  Cnnre  ans  aUen  magiieiien  einander  stetsfort 
nächslanliegenden  heraosgewählt  werden,  so  sind  (nach  $.  99}  die  AnsdrödLe  dy,  dj^ 
ond  ay^  dem  Werthe  nach  ganz  imabhangig  Toneinander;  md  es  mnss  (nach  (.  170) 
Gleichong  X  in  folgende  drei  identische  Gleichongen  lerfallen: 

Xi)    2aa  .  I*  .  y  —  a  •  x^  •  y«  —  a  •  1^  .  y,  -+-  ai  •  y*  •  y« 

-H  ox  .  y«  •  y,  —  2i*  .  y  •  y.  •  y«  =  0 

XII)  a  .  y  —  1  .  y«  =  0 

XIII)  a  .  y  —  X  .  y.  «  0 

yot  y 

Aus  XU  und  XIII  folgt  y  =  —  •  x ,   ond  y  =  -^  •  x.    Diese  beiden  Gleichungen  lie* 

fern  aber  -^  =  — .    Man  setze  also  vorerst  —  =  ^  =  C,  und  aus  den  Gleichun- 
a  a  a  a 

gen  XU  und  XUI  folgt  gleichzeitig 

XIV)    y  =  C  .  X 

Föhrt  man  nun  C  •  x  an  die  Stelle  von  y,  C  •  a  an  die  Stelle  von  y«,  und  C  •  a  an  die 
Stelle  von  y^  in  XI,  XII,  XIII  ein,  so  geht  dabei  XI  über  in 

2C  .  aa  .  x3  —  2C3  .  ate  .  x3  -h  C  .  aa  .  x3  _-  C  •  aa  •  x3  +  C3  .  a  .  a  -  x3 

—  C  •  aa  .  x3  =  0 

ist  also  identisch     Gleichung  XII  geht  über  in 

Cot  —  Cox  =  0 
ist  also  gleichfalls  identisch.    Gleichung  XUI  geht  über  in 

Cai  —  Cax  =  0 

ist  also  auch  identisch;  und  somit  erkennt  man,  dass  die  durch  die  Gleichung  XIV ge- 
gebene grade  Linie,* welche  durch  den  Anfongspunkt  der  Coordinaten  geht,  die  hier 
gesuchte  Curve  ist«  Da  femer  keine  Bedingung  existirt,  welche  der  Constante  C  zu 
erfiilien  hat;  so  kann  man  ihn  jeder  beliebigen  Bedingung  unterwerfen,  z.  B.  die  ge- 
suchte Cunre  soll  durch  den  festen  Punkt  (k,  b)  gehen.    Dabei  geht  Gleichung  XIV 

fiber  In  h  =  C  •  k,  also  ist  C  =  ^  ;   und  die  Gleichung  XIV  formt  sich  fQr  die  hier 

gestellte  Bedingung  um  in 

XV)    y=J.. 

Zweiter  Fall.    Soll  man  die  gesuchte  Cunre  nur  aus  denen  einander  stetsfort 
nftchstanliegenden  herauswShIen,  bei  weichen  allen  die  Ordinate  y«  den  nemlichen  (ge- 
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gebeneD  oder  nichtgegebeneD)  Werth  behält,  und  bei  welchen  allen  die  Ordinale  y« 
den  nemlichen  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werlh  behält;  so  flndet  zwischen  der 
zar  Abscisse  a  geböngen  Ordinate  der  gesuchten  Curve  und  zwischen  den  zur  Abscisse 
a  gehörigen  Ordinalen  aller  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Gurven  folgende  Gleichung 

x^       ^       .      x^ 


y.  —  Ya  +  « •  ^y.  +  —  •  ^y.  -+-  j-^  •  ^.  -+- 


statt.  Ebenso  flndet  zwischen  der  zur  Abscisse  a  gehörigen  Ordinate  der  gesuchten 
Curve  und  zwischen  den  zur  Abscisse  a  gehörigen  Ordinalen  aller  hier  in  Betracht  zu 
ziehenden  Gurven  folgende  Gleichung 

y«  =  ya  +  *  •  ^ya  -»-  xj '  ^y«  "*"  71:1  •  ^y«  ■*" 

statt.  Da  aber  diese  Gleichungen  fQr  ein  im  Momente  des  Yerschwindens  befindliches 
X  gelten  sollen;  so  muss  einzeln  statf finden  dy^  =  0,  dy^  «-  0,  ^y«  =  0,  ^y^  ss  0, 
etc.    Die  Gleichung  X  reducirt  sich  also  auf 

I  \ 

XVI)      dV  =   ^^2    ^    ygy  •  (2aO  .  I»  .  y   -   a  .  X3  .  y^   -_    a  .  »3  .  y^  4.  a,  .  y2  .  y^ 

4-  ax  .  y2  .  y,  —  2  .  1«  •  y  .  y,  .  y«)  •  <Jy 
Daraus  folgt  die  identische  Gleichung 

XVII)    2aa  •  x*  •  y  —  a  •  1^  •  y^  —  o  •  x^  •  y,  -H  ax  •  y*  •  y„ 
+  ax  .  y«  •  y.  —  2x«  •  y  .  y,  •  y«  =  0 
Diese  Gleichung  Ifisst  sich  aber  auch  auf  folgende  Weise  darstellen : 

a«  —  y«  •  Ya 

XVIII)    y«  +  2 -r — —  .  x  •  y  -  x«  =  0 

a  .  y«  H-  a  .  y,         ^ 

aa  -  y.  .  y„ 
Man  setze  E  statt  des  constanten  Factors  ; ,  so  bekommt  man 

XIX)    y»  H-  2  .  E  .  X  .  y  —  x2  —  0 
oder 

XX)     [y  -H  (E  -h  n  H-EO  .  x]  .  [y  -f.  (E  -  Yi  -h  E^  •  x]  =  0 

Daraus  ergeben  sich  also  folgende  zwei  Gleichungen: 

XXI)    y  =  -  (E  4-  fi  H-  E»)  •  x 
und 

xxn)   y  «  -  (E  -  rmp) .  X 

Durch  jede  dieser  beiden  Gleichungen  wird  Gleichung  XVII  identisch. 
Und  so  fort. 


Aufgabe  58.  « 

Bei  welcher  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Goordinalensystem  bezogenen 
ebenen  Gurven  wird  die  Summe  der  Quadrate  der  in  voriger  Aufgabe  verlangten  Per- 
pendikel ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-sland  ? 

Diese  Aufgabe  führt  auf  den  allgemeinen  Ausdruck 

n  ü-(«-y-'-y.y  ,  (°y-'-y«y 

»J     ^  -  I«  +  y2  "^  X»  +  y» 

Durch  Mauren  bekommt  man  zunächst 
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")  ^u  -  (,2^^'y2)2  •  [(»'  +  «*  -  y^  -  y«)  •  y  -  (a  •  y.  ^-  « •  ya)  • »]  •  ^y 

-  irqr^ .  (ay  -  i .  y,) .  <5y.  -  ,2  ^.  y,  •  («y  -  x  •  y«)  •  ^y« 

Erster  Fall.  Soll  die  gesuchle  Carve  aus  allen  mdgUcheD  einander  stelafort 
näcbstanliegenden  heraosgewählt  werden,  so  sind  (nach  g*  9^)  d>c  AusdrQcke  ^y,  dy,, 
dy^L  ^^Bk  Werthe  nach  ganz  unabhängig  voneinander,  und  es  muss  (nach  $.  170)  Glei- 
chung II  in  folgende  drei  identische  zerfallen: 

III)  (a2  +  a«  -  y^  -  y^)  .  y  -  (a  .  y,  -h  a  .  y«)  .  1  =  0 

IV)  a  .  y  -  X  .  y,  =  0 

V)  a.y  —  i.ya  =  0 

y  y^ 

Aus  IV  und  V  folgt  y  =  —  •  x,  und  y  =  —   •  x.    Diese  beiden    Gleichungen   liefern 


V       y^  y       y^ 

aber  —  =  —  .    Man  setze  also  vorerst  —  =  —  =  C,  und  aus  den  Gleichungen  IV 
a  a  a  a 


y«     -,  .         .  y*      ya 

—  .    Man 

a 

und  V  folgt  gleichzeitig 

VI)    y  =  C  .  X 

Fuhrt  man  Cx  an  die  Stelle  von  y,  Ca  an  die  Steile  von  y«,  und  C  • «  an  die  Stelle 
von  y^e  in  die  Gleichungen  ill,  IV,  V  ein,  so  werden  IV  und  V  allerdings  identisch 
bei  jeder  beliebigen  Bedeutung  des  C;  dagegen  Gleichung  III  geht  über  in 

[(a«  -H  a«)  -  (a^  +  a2)  .  C2  -  (a«  4-  «Ol  •  C  .  X  =  0 

welche  Gleichung  sich  reducirt  auf  —  (a'  +  a^)  •  C^  •  x  =  0 ;  und  man  erkennt ,  dass 
C  ==  0  sein  muss,  wenn  III  durch  VI  identisch  werden  soll.  Die  hier  gesuchle  Func- 
tion ist  also 

VII)    y  =  0 

d.  h.  y  ist  eine  identische  Function  von  x,  und  man  hat  die  in  die  Abscissenaxe  fal- 
lende Grade. 

Zweiter  Fall.  Macht  man  dieselbe  Einschränkung,  wie  beim  zweiten  Falle  der 
vorigen  Aufgabe,  so  ist  ^y,  =  0,  ^y«  =  0,  ^y,  =  0,  ^y«  =  0  etc.  Gleichung  II 
reducirt  sich  also  auf 

V"0    «ü  =  (i5^^^-[(a»H-a2-y*-y^).y-(».y.  +  a.y„).x]  •  *y 

Daraus  folgt  die  idenlische  Gleichaog 

IX)    (a«  +  a«  -  y^  -  y*)  .  y  _  (a  .  y,  +  a  .  y„)  •  X  =  0 

welche  sich  aach  aaf  folgende  Weise  amformea  lässt 

a  •  y.  +  «  •  Yo 


X)    y  = 


a2   +   a«  _  y «    _   y » 


Man  setze  £  statt  des  bei  x  befindlichen  Factors,  so  hat  man 

XI)    y  =  E  -  X 

Nun  setze  man  E  •  x  statt  y ,   E  •  a  statt  y«,    und  E  •  a  statt  y^  in  Gleichung  IX  ein; 
so  gelangt  man  zu  dem  Resultate,  dass  E  =  0  sein  muss,  und  man  hat  abermals 

XII)    y  =  0 

Es  ist  also  wieder  y  eine  idenlische  Function  von  x,  d.  h.  man  hat  wieder  die  in  die 
Abscissenaxe  fallende  Grade. 


477 

Dritter  Fall.  Soll  die  gesuchte  Gurye  nur  aus  deneo  einander  atetsfort  oAchal- 
anliegenden  herausgewählt  werden,  welche  alle  den  zu  der  grade  gewählten  Abscisse 
X  gehörigen  Punkt  miteinander  gemein  haben ,  während  bei  der  Abscisse  a  die  Ordinate 
der  gesuchten  und  aller  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Gnrven  allerlei  (jedoch  einander 
nächstanliegende)  Werthe  bekommen  können ,  und  während  auch  bei  der  Abscisse  a 
die  Ordinate  der  gesuchten  und  aller  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven  allerlei 
(jedoch  einander  nächstanliegeode)  Werthe  bekommen  können ;  so  findet  jetzt  zwischen 
der  zur  beliebig  gewählten  Abscisse  x  gehörigen  Ordinate  der  gesuchten  Gurve  und 
zwischen  den  zur  nemlichen  Abscisse  x  gehörigen  Ordinaten  aller  in  Betracht  zu  zie- 
henden Gurven  folgende  Gleichung 

y  =  y-hx.^y  +  -^.d«y-|-  j^  -  S^^  ^ 


statt    Diese  Gleichung  soll  aber  bei  dem  im  fifomente  des  Verschwindens  gedachten  x 

gelten,    ist  also  nur  möglich,   wenn  bei  dem  grade  för  x  gewählten  Werthe  einzeln 

dy  =  0,  ^y  =  0  etc.  ist. 

MaDcher  AnfSoger  möchte  behaupten ,  wenn  einzeln  stattfindet  ^y  =  0 ,  d^y  =  0  etc. , 
in  welchen  Ausdrücken  der  Werth  des  x  noch  ganz  unbestimmt  ist;  so  muss  auch  bei  den 
bestimmten  Werthen  x  =  a  und  x  =  a  einzeln  stattfinden  dy^^  «=  0,  ^y^  =  0,  d^y«  =  0, 
Ä2y„  =  0  etc.,  so  dass  durch  die  Gleichungen  dy,  =.  0,  dy«  =  0,  d^y,  =  0,  d^y^,  =»  0 
etc.  die  Zahl  der  zu  vergleichenden  Gurven  nicht  enger  eingeschränkt  wird,  als  es  schon 
durch  die  Gleichungen  dy  =  0,  ^y  =  0  etc.  geschehen  ist.  Dieses  wäre  ganz  rich- 
tig, wenn  die  Ausdrücke  dy>  d^y  etc.  identische  Functionen  von  x  waren.  Obgleich  aber 
der  Werth  des  x  unbestimmt  ist,  so  ist  er  doch  bei  allen  zu  vergleichenden  Functionen 
der  nemliche  unveränderliche  Werth;  und  für  einen  solchen  nach  Belieben  genommenen 
aber  festzuhaltenden  Werth  des  x,  und  für  keinen  andern,  müssen  auch  die  allgemeinen 
Gleichungen  stattfinden.  (Man  vergleiche  noch  zum  Ueberflusse  $.  168  D.  Auch  die  An- 
merkung zum  dritten  Falle  der  95.  Aufgabe.) 

Unter  diesen  Umständen  reducirt  sich  Gleichung  II  auf 

XIII)    au  =  -  ;^^2  •  (ay  -  X  .  y.)  »3y.   -  ^^,  •  («y  -  x  •  y„)  •  dy„ 

Daraus  folgen  die  beiden  identischen  Gleichungen 

XIV)  ay  -  X  .  y.  =  0 

XV)  a  .  y  -  «  .  y„  =  0 

und  man  gelangt  wieder  zu  der  Function 

XVI)    y  =  F  .  X 

durch  welche  bei  jeder  beliebigen  Bedeutung  des  F  die  beiden  Gleichungen  XIV  und 
XV  zugleich  identisch  werden.  Das  F  kann  man  durch  eine  Nebenbedingung  bestim- 
men, z.  B.  dadurch,  dass  man  die  gesuchte  Gurve  zwingt,  durch  einen  festen  Punkt 
(k,  h)  zu  gehen. 

Vierter  Fall.  Lässt  man  die  im  vorigen  Falle  gemachte  Einschränkung  wieder 
gelten ,  und  macht  man  dazu  noch  die  weitere ,  dass  bei  allen  in  Betracht  zu  ziehenden 
Gnrven  der  Unterschied  der  zu  den  Abscissen  a  und  a  gehörigen  Ordinalen  den  be- 
stimmten Werth  ®  haben  solle;  so  hat  man  für  die  gesuchte  Gurve  folgende  Gleichung 

XVII)    y„-y.  =  © 
und  für  alle  andern  in  Betracht  zu  ziehenden  Gurven  hat  man  die  Gleichung 


x^       «»  V  /  .X* 


XVIII)    (y„-^  K.^y^^-^.<52y^^...)  _  (y^^,,.ay,-h-^.d«y.  +  ..)  = 


m 


Da  aber  letztere  Gleichung  (ür  ein  im  Momente  des  Verschwindens  befindliches  x  gel- 
ten soll,  so  muss  einzeln  stattfinden  ^y^  —  dy^  =  0,  ^y^^  —  d^y,  =  0  etc.  Aus  die- 
sen Gleichungen  folgt  dy«  =  dy^,  d^y.  =  d^y^  etc.  und  Gleichung  XIII  geht  Aber  in 

2x 
XIX)    du  =  -  jjq:-^  •  (a  .  y  -h  a  '  y  -  X  •  y.  -  ^  .  y«)  .  dy« 
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»y  —  oy  —  E-y,  —  x-y-  =  0 


y»  "»^  ^t 


I  -I-  a 
dflü  bd  s  hffcdfah«  niilMtea  Factor  aü  H  bamkmü,  m  hat  mb 

HXn)    y  =  H-x 
Seixt  MSB  Hs  statt  y,    B  •  a  statt  y,,   and  Ba  sUtt  y^  m  Clrirhiy  XX  cä,   s«  be- 

aHi  +  ofix  —  aHx  —  oflx  «  0 

velcha  Gleicbini«  bei  jeder  belMigeii  ftedcatmg  des  H  idcatiscb  vinL    Es  bbs  aber 
aodi  Gleidbng  XVII  dvrcb  XM  erliUt  vcrdeo;  deasbalb  selze  saa  Ha  stall  y.,  bmI 

Ba  stall  ya  n  XVIi  ein,  •adesgibtsicbH-a>.H-a=r«,  i  "  ® 

fol^,  so  dass 


a  —  a 


Toilsläodige  bestimaite  Gieiebnf  ist,   veiebe  einer  dvcb  dea  ABfnespaabt  der 
CoordioaleB  gebeaden  gradeo  Liaie  angebdfft 


Aufgabe 

Man  legt  in  zwei  Im  Banrae  irgendvo  festliegende  Ponkte  (n,  m.  1)  nnd  (k,  b,  g), 
and  in  den  zn  irgend  einer  beliebig  gewiblten  Abscisse  x  gebdrigen  Punkt  (x,  y,  z) 
einer  räomlichen  Carre  eine  Ebene.  Von  den  beiden  in  dieser  raomlicben  Conre  lie- 
genden Punkten  (a,  y«,  z,)  und  (a,  y^,  z^)  ßlU  man  Perpendikel  auf  besagte  Ebene. 
Bei  welcher  räumlieben  Curre  ist  aber  das  Product  dieser  beiden  Perpendikel  ein  Ma- 
ximum-stand  oder  Minimum-sland  ? 

Cnter  einem  Im  lUmne  befindlichen  festen  Ponkte  (n,  m,  I)  Tersteht  msn  bekanntlich 
einen  folcben  Ponkt»  detfen  Abscisse  =  n,  und  dessen  rechtwinkelige  Ordinalen  m  und 
I  sind. 

Die  Enllemong  eines  Punktes  (a,  y«,  z«)  bis  zu  der  durch  die  Gldehung 

0    A.x'-4-B-y'H-C.z'-hE  —  0 
gegebenen  Ebene  ist  bekanntlich 

A  •  a  +  B  •  y,  H-  C  -  z,  +  E 


H) 


If  A«  +  B2  -H  C« 


Ebenso  Ist  die  Entfernung  des  Punktes  (a,  y^,  z^)  bis  zu  der  durch  Gleichung  I  ge- 
gebenen Ebene 

A.a4-B-yaH-C-iaH-E 

III)    ^,  =^ 

r  A2  4-  B»  H-  C 

Daher  ist  das  hier  in  Rede  stehende  Product 

^^  _  (A  >  a  +  B  .  y,  -f-  C  >  z,  +  E)  '  (A  '  g  -h  B  ■  yg  +  C  >  zg  H-  E) 

^  A2  -h  B»  4-  C« 

wo  man  vorerst  noch  die  Goefficienten  A,  B,  C,  £  zu  bestimmen  hat.  Weil  die  in 
der  Aufgabe  besagte  Ebene  durch  die  drei  Punkte  (n,  m,  1),  (k,  h,  g)  und  (i,  y,  z) 
gelegt  werden  soll,  so  geht  Gleichung  I  für  diese  drei  Punkte  bezüglich  über  In 
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V) 

A-n+Bm-hC.l-+-E«0 

VI) 

A.k-hB.h-hC.gH-E=0 

vir) 

A.xH-B.y-hC.z-hE=0 

Diese  drei  Gleichangen  reichen  (wie  aas  der  analytischen  Geometrie  bekannt  ist)  bin, 
um  die  vier  Coefficienten  A,  B,  G,  E  zu  bestimmen. 

Es  schadet  der  Allgemeinheit  der  Aufgabe  darchaas  nicht,  dagegen  ihre  Durch- 
ffthrung  wird  vereinfacht,  wenn  man  sich  den  festen  Punkt  (n,m,  1)  im  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  befindlich  denkt.  Dabei  istn=cO,m  =  0,  1  =  0;  Gleichung  V  re- 
dacirt  sich  also  auf  £  *»  0,    und  somit  reduciren  sich  die  Gleichangen  VI  und  VII  auf 

VIII)    A.k  +  Bh  +  C-g=rO 

IX)    A.x-f-B.y-i-C.z  =  0 

B  C 

Man  dividire  diese  beiden  Gleichungen  mit  A,  und  setze  9  statt  -j-,  und  SB  statt  -j-; 

A.  A 

so  gibt  sich 

X)    k-f-8l.h-h!B-g  =  0' 

XI)    x-|-a-y4-©.z  =  0 

Daraus  folgt  81  =  — .  '  '  ^  ^  '    ,  und  SB  =  -i-      *  ^_]"  ;  und  Gleichung  I  gehl 

jetzt  über  in 

XII)    (hz  —  gy)  .  X'  —  (kz  —  gx)  •  y'  -h  (ky  —  hx)  .  z'  =  0 

Somit  ist  A  =  hz  —  gy,   B  =  —  (kz  —  gx),   C  =  ky  —  hx  ond  E  =  0,    welche 
Ausdröcke  man  noch  in  Gleichung  IV  einführen  muss. 
Und  so  fort. 


A  ufgabe   60. 

Man  legt  in  zwei  im  Räume  irgendwo  festliegende  Punkte  (n,  m,  1)  und  (k,  h,  g), 
und  in  den  zu  irgend  zwei  nach  Belieben  gewählten  Abscissen  x  und  y  gehörigen 
Punkt  (x,  y,  z)  einer  Fräche  eine  Ebene.  Von  den  beiden  in  dieser  Fläche  befindlichen 
Punkten  (a,  b,  Za,b)  oQd  (<z,  /?,  z^  ^)  fällt  man  Perpendikel. auf  besagte  Ebene.   Bei 

welcher  Fläche  ist  aber  das  Prodnct  dieser  beiden  Perpendikel  ein  Maximum-Stand 
oder  Minimum-Stand? 

Die  Entfernung  des  Punktes  (a,  b,  Za,b)  bis  zu  der  durch  die  Gleichung 

I)    A  -  x'  -t-  B  .  y'  4-  C  .  z'  -f-  E  ='  0 

gegebenen  Ebene  ist  bekanntlich 

m     A  -a  -h  B'b  H-  C  >  Za,b  -^  E 
^  ifA«  4-  B»  -f-  C2 

Ebenso  ist  die  Entfernung  des  Punktes  («>/?*  z^  a)  bis  zu  der  durch  Gleichung  I  ge- 

a,  p 

gebenen  Ebene 

A-a4-B-^-|-C.z^H-E 

III)    -=^ 

TTA»  +  B«  4-  C2 

Daher  ist  das  in  Rede  stehende  Product 

(A  .  a  -h  B  .  b  +  C  .  z.,b  -hE).(A.a-hB.jJ+C.  z^^^  4-  E) 
IV)    u=  A»  4-  B«  +  C» 

wo  man  vorerst  noch  die  Coefficienten  A ,  B ,  G ,  E  zu  bestimmen  hat  Weil  die  in 
der  Aufgabe  besagte  Ebene  durch  die  drei  Punkte  (n,  m,  1),  (k,  h,  g)  und  (x,  y»  z) 
gelegt  werden  soll,  so  geht  Gleichung  I  f&r  diese  drei  Punkte  bezüglich  ober  in 

V)  An  +  Bm  +  C-1  +  E  =  0 

VI)  A.k-|-B.h-f-C.g-HE=0 
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wekke  entoerfer  r^mmid  %mi  ron 

meh  mf  emt  mMie  Farm  hrmgem  lassen^  ihr  ZüAm  mkhi  wucfaih 


a>    Die  rndiMMa  «iad  mmul  and  tm  erader 

oa)    Erste  Melbede,  ge^roMlel  mT  die  Theerie  der 

nenlea  CS-  «-»)  « 

>?,?)    Zweite Mediode,fegritodela«f die Theeric der ClMifcHeii($>IS--|g)    17 

0     Die  FMetiMiea  md  imtiooal  (f.  19)    .  '^ 


riBifitiiiC  io  ^  ThMrie  der  Beilieo  iiberfcaqiC  ($.  9D— 22) 9» 


Aflgemeine  Aolrocbaig  der  Mittel,  dvrch  welche  mgeeoBderte  Fi 
liea  eolwickelt  werdeo  köooeii. 

A)  Es  tftt  die  oogesooderte  Gleiehmir  ^a,  t)  =  0  gegebea. 

a)  Mao  soebt  Ate*  a  die  nach  steigeoden  FoCeozen  too  ▼  lorlsdireile»- 
den  Reibeo  (|.  23—25) 25 

b)  Man  mcfat  lor  ■  die  nach  talleadea  Foteaaett  ▼«■  ▼  fcrtachieiteBde« 
Retbea  (f.  26)       ... 32 

B)  Es  iai  die  oogesooderte  Gleichong  g>(a,  t  .  •  .  .  w)  =r  0  gegebea,  iMd 
isao  floeht  für  a  die  nach  steigeodeo  oder  laUeadeo  DiamsioBea  der 
Elemeote  ▼  .  .  .  .  w  fortacbrateodeB  Reiben  ($.  27)        ....    32 

C)  Es  sind  die  beiden  aogesooderlea  Gleichangea  ^a,  t,  w)  =  0  nnd 
f(T,  w)  =  0  gegeben,  wo  w  der  absolate  unabhängige  nnd  r  der  rela- 
tive Unaldiinme  ist  Man  snebt  Ar  u  die  nach  Potenzen  von  w  fort- 
schreitenden Reiben  (f.  27) ,  .32 

D)  Es  sind  die  beiden  nngesonderlen  Gieiehnngen  9(0,  v,  w)  «»  0  nnd 
^n,  v,  w)  =  0  gegeben,  wo  w  der  absolote  Unabhdogige  nnd  r  der 
relative  Unabhängige  ist  Man  sucht  för  n  die  nach  Potenzen  von  w 
fortschreitenden  Retbea  ($2^ ^ 


EigenthOmlicbe  Bezeicbnoogsweise  der  viell5nnigen  Radicale  nnd  der  vielfönnigen 
Potenzen 33 

Man  soll  ans  der  nngesondeHen  Gleichnng 

0«  —  2mav  —  aav  -h  v«  =  0 
die  nach  steigenden  Potenzen  des  v  fortschreitenden  Reihen  entwickeln  ($.  28)    33 

Man  soll  aas  derselben  Gleichnng  die  nach  lallendea  Potenzen  des  v  fortachreilen- 
den  Reiben  entwickeln  ($.  29) 36 

Man  soll  ans  der  ongesonderten  Gleichang 

a3  _  6a^-  V  +  12a  •  v^  -  27  •  v«  --  8  -  v^  =  0 
die  nach  steigenden  Potenzen  des  v  fortschreitenden  Reihen  entwickeln  ($•  3D)    39 

Specieller  Nachweis,  dass  die  einzige  steigende  Reibe ,  welche  sieh  ans  dieser  Glei- 
chooc  ergibt,  nicht  mehr  and  nicht  weniger  als  drei  verschiedene  Formen 
hat  ($,  30) 41 


Man  soll  ans  derselben  Gleichang  die  nach  Crilenden  Potenzen  des  v 

den  Reiben  entwickeln  (§.  31) .43 

Man  soll  aos  der  angesonderten  Gleichang 

a3  —  3nav  +  v^  =»  0 
die  nach  steigenden  Potenzen  des  v  fortschreitenden  Reihen  entwickeln  ({•  32)    44 

Bemerkong  hinsichtlich  der  zazuffigenden  Eigänznng- ($.  32) 47 

Man  soll  aos  derselben  Gleichang  die  nach  faüenden  Potenzen  des  v  fortficheifMi- 
den  Reihen  entwickein  (S-  33) 48 

Bemerknng  hinsichtlich  der  znzofttgenden  Ergänzang  (S-  33) 50 
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Man  soll  aas  der  aDgesoDderten  Gleicbang 

m  •  v2  H-  v^  H-  m2  .  u  +  2Biva  —  2ra  •  n«  —  3v  •  u^  +  o^  =  0 
die  nach  sleigeaden  Poteozen  des  v  forlscbreilendea  Reihen  entwickeln  ($.  34)    50 

Man  soll  aas  derselben  Gleichung?  die  nacb  fallenden  Potenten  des  v  fortschreiten- 
den Reiben  entwickeln  ($35) 52 

Man  soll  aas  der  angesonderten  Gleicbang 

▼3  4-  6  .  vV-H  <2  .  V«  4-  8  -  V«  4-  27  .  v7  -  Sv^  •  u  —  12v3  .  o  —  12v*  •  u 

-h  3v  •  a«  -h  6v2  .  u«  —  u3  ==  0 
die  nach  steigenden  Potenzen  des  y  forlsebreilenden  Reiben  entwickeln  (g.  36)    54 

Man  soll  ans  der  angesonderten  Gleiehong 

c  •  v»  4-  b  •  V*  •  0»  +  a  •  V»  •  a3  -I-  a*  =  0 
die  naeh  steigendea  Potenzen  des  v  fortschreitenden  Reihen  entwickeln  ($.  37)    55 

Man  soll  ans  der  angesonderten  Gleicbang 

a  .  x"  =  y  4-  2  •  y2  +  3  .  y3  4- H-  n  •  y'* 

die  nacb  steigenden  Potenzen  des  x  fortschreitenden  Reihen  entwickeln  ($  38)    6% 

Man  soll  ans  derselben  Gleicbang  die  nach  fallenden  Potenzen  des  x  fortschreiten- 
den Reihen  entwickeln  (§.39) 58 

Man  soU  ans  der  angesonderten  Gleicbang 

a  •  x"  H-  x™-* .  y  4-  x"*~«  •  y3  -)-  x»'-^  •  y«  +  x*"-*  •  y«  -I- 

■ .  (n  +  1) 

-h  x"-»  •  y     1.2     =0 

die  nach  steigenden  Potenzen  des  x  fortschreitenden  Reihen  entwickeln  ($.  40)    59 

Man  soll  aus  derselben  Gleicbang  die  nach  fallenden  Potenzen  des  x  fbrtscbreiten- 
den  Reiben  entwickeln  ($«41) 60 

Speeieller  Nachweis,  dass  die  einzige  fallende  Reihe,  welche  sich  aus  dieser  Glei- 
cbang ergibt,  nicht  mehr  and  nicht  weniger,  als  ;^  ^  *  yerscbiedene  For- 
men bat  ($.  41) 61 

Bemerknngen  zar  Ermittelong  des  Blldangsgesetzes ,  welches  die  CoefBcientenglei- 
chnngen  beobachten  (§.  42) .63 

Andentang  des  Verfahreos,  welches  die  Reihenentwickelangen  erleichtert,  wenn 
schon  in  der  gegebenen  Gleicbang  9>(a.  v)  ==  0  gebrochene  Potenzen  des  n 
ond  V  YOrkommen  ($.  43) 64 

Darlegung  des  Zweckes,  zn  welchem  man  angesonderte  Fonctionen  in  Reihen  ent- 
wickelt ($.44) 65 

Ans  einer  angesonderten  Function  lassen  sich  höchstens  so  viele  einförmige  stei- 
gende Reihenformen  entwickeln ,  als  der  höchste  Exponent  des  abhängigen  Ver- 
ind^lichen  Einheiten  enthält  (§•  45) ,       .    66 

Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  fallenden  Reihenformen  ($.  45)  .67 

Reihenentwickelttogen  in  den  Fällen,  wo  den  anabbän^gen  Veränderlieben  Werth- 
änderungen beigelegt,  and  an  die  Stelle  der  abhängigen  Veränderlichen  be- 
stimmte Functionen  gesetzt  werden  (S-  46) 67 


F.     Theorie  des  sogenannten  VarüUionsealculs. 

Einleitung.  Darstellung  und  Vergleicbung  der  zweierlei  Aenderongen,  welche  eine 
Fanction  erleiden  kann.  Definition  des  (bis  jetzt  sogenannten)  Variationscal- 
culs.  Die  Gründe,  warum  man  diesem  Calcul  eine  andere  Benennung  beilegen 
mass.    System,  nach  welchem  er  vorgetragen  werden  soll  (§.  47)    .  .    69 
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Seite. 

A)    Einfache  MotaliooeD. 

a)    Einfache  reine  MoUlioD^a. 

aa)    Uomitlelbare  reine  Mataüonen. 
BegriffsbestimmuDg  einer  einfachen,    einer  einfachen  reinen,   einer  oniDittelbareo 
reiaen  Mutation  ($.  48) 72 

Einfährang  des  rontireiiden  Elementes  x  ($.  48)  .73 

Der  eingeschräniLleste  Begriff  einer  onmittelbaren  reinen  Hntation  besteht  darin, 
dass  man  bei  einer  Function  an  die  Stelle  der  Gonstanten  andere  Constanteo 
setzt.    Die  dabei  vorkommenden  Relhenentwlckekingen  (§.  49—52)  .  .73 

Der  weiteste  Begriff  einer  onmittelbaren  reinen  Mutation  besteht  darin,  dass  man 
an  die  Stelle  einer  Function  eine  andere  Fuoctioo  a^tzt«  Andeutung  des  allge- 
meinen Verfahrens  bei  den  dabei  vorkommenden  Reibenentwickelungen  (g.  53)    78 

Anhang.  Vergleichnng  des  DiffiBrenieDcalcals  und  des  (bis  jetzt  sogenaontea)  Y»- 
riationscaiculs  ($.  53) 80 

Eine  Function  <p(t)  geht  in  eine  andere  P(i)  aber  ($.54) 80 

Eine  Function  (3p(x,  w)  geht  In  eine  andere  F(s«  w)  Ober  ($•  55)     .  .    8t 

Nicht  immer  genügt  es,  das  mutirende  Element  x  allein  einzuführen;  sondeni  oft 
muss  man  die  Producte  m  •  x ,  n  •  x ,  etc.  zu  Hilfe  nehmen  (§.  56)    .  .83 

Begriffsbestimmung  der  unmittelbaren  reinen  Gesammtmolation  ond  der  zogefadrigen 
Mutationstheile  and  Mulationscoefficlenten  (§.  57) 83 


Beispiele  für  unmittelbare  reine  Mutationen.    Besondere  Beachtung  verdienen 

gen  ihrer  Allgemeinheit  das  zehnte  und  zwanzigste  Beispiel  ($.  58)  .    84 

Beweis  der  Sätze,  welche  durch  folgende  Gleichungen 

(n)  (B) 

<5'»(i5"z):==<5"  +  "z,  ^"(JJ-)  =  ^^.  a»pa-dx»  -  P^"z-di".   etc  etc. 

ausgesprochen  sind  ($.  59) 92 

Verfahren,  wenn  eine  Fun«:tion  gradezu  in  eine  andere  mit  x  versehene  neue  Funo- 
tioa  übergeht,  ohne  dass  die  von  x  freie  Form  der  neuen  Function  vorgeschrie« 
ben  ist  ($.  60) 94 

Verfahren ,  wenn  eine  Fooetton  in  Jede  beliebige  andere  Function  (kbergebt  (§.  60)    94 

Einwendungen  gegen  den  von  Euler  und  Lagrange  aufgestellten  Begriff  einer  unmit- 
telbaren Mutation  (S*  61) 96 

Man  kann  fikr  unmittelbare  reine  Mutationen  auch  die  unbestimmte  Reihenform 

<p(x)  -h  xP  .  P  +  xT  .  Q  +  x'  .  R  .H- 

setzen ,  und  sie  zur  Lösung  vou  Aufgaben  verwenden  ($.  61)    .        .  .96 

_  # 

Es  gibt  Lehrer  und  Schriftsteller,  welche  sich  begnügen,  aoch  für  eine  allgeraeifie 
Mutation  bloss  die  allereinfachste  geschlossene  Reihenform 

<y)(x w)  -I-  X  .  dcp(\ w) 

zu  setzen.    Dieses  Verfahren  ist  (man  sehe  Seite  t63,  etc.)  die  Qoelle  grober 
irrthümer  und  Widersprüche  (S-  ol) 97 

bb)    Mittelbare  reine  Mutationen. 

Begriffsbestimmung  und  allgemeine  Reihenform  der  mittelbaren  reinen  Mutation 
(g.  62  und  63) 97 

Mittelbare  reine  Gesammtmutation  und  die  zugehörigen  Mutationstheile  und  M«ta- 
lionscoefficienlen  (§.  63)  98 

1.     Entwicklung  der  mittelbaren  reinen  Mutationen,   für  den  Fall,   dass  die  zu 
mutirende  Function  laoter  unmittelbar  mutable  Elemente  enthült. 
f)    Diese  Function  sei  eine  gesonderte: 

o.  mit  einem  unmittelbar  mutablen  Elemente  (%.  64)  .99 

ß,  mit  zwei  anmittelbar  mutal>i6B  Elementen  (§.  65)        .  .  100 
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MIe. 

2)    Diese  Fonetioo  sei  eine  ongesooderte : 

a.  mit  einem  anmittelbar  malablen  Elemente  (S*  06^     .  101 

ß.   mit  zwei  anmittelbar  mutablen  Elementen  (§.  671  109 

II.    Entwicklang  der  mittelbaren  reinen  Mutationen,  Ar  den  Fall,  dass  die  so 
matireude  Fonction  auch  mittelbar  mutable  Elemente  enthält 

1)  Es  kommt  ein  nnmiUelbar  mutables  und  ein  mittelbar  mutables  Ele- 
ment vor  ($.  68  und  69) 104 

2)  Es  kommen  zwei  unmittelbar  mutable  und  ein  mittelbar  mutables 
Element  vor  ($.  70) 107 

3)  Es  kommen  ein   unmittelbar  mutables  und  zwei  mittelbar  mutable 
Elemente  vor  (J.  71) 109 

Das  Verfahren,  wenn  die  zu  mutirende  Function  auch  mit  mutablen  Düferentia- 

len  oder  mit  mutablen  Integralen  versehen  ist  ($.  If) HO 

Allgemeine  Darstellung  des  Verfahrens  bei  mittelbaren  Mutationen  (§.  73)  .  111 

A  n  h  an^.  Beispiele  fQr  mittelbare  Mutationen  mit  besonderer  Beachtoog  der  Fälle,' 
in  welchen  die  allgemeine  (nach  ganzen  Potenzen  des  %  aufsteigende)  Reihen- 
form nicht  stattfindet  ($.73)  .119 


b)    Einfache  gemischte  Mutationen. 

aa)    Unmittelbare  gemischte  Mutationen, 
Begriffiibestimmung  und  allgemeine  Reihenform   einer  nnmittelbaren  gemischten 

Mutation  ($.  74  und  75)  114 

Gesammtdifferenz.  Differenztheil.  Differenzcoefficient  Unmittelbare  i^mischte  Ge-' 
sammtmutation  und  die  zugehdrigen  Mutationstheile  und  MutationscoefGcien- 
ten  ($.  76) 116 

Eine  Function  gxx)  mit  dem  einzigen  nichtmutablen  Veränderlichen  x  erleidet 

eine  unmittelbare  gemischte  Mutation  (S*  77) 117 

Eine  Function  9>(x,  ir)  mit  den  zwei  nichtmotablen  Veränderlichen  z  und  v  er- 
leidet eine  unmittelbare  gemischte  Mutation  ($.  78) 118 

bb)    Mittelbare  gemischte  Mutationen. 
Begriffsbestimmung  einer  mittelbaren  gemischten  Mutation  (S*  79)  190 

Entwickelung  der  mittelbaren  gemischten  Mutationen. 

I.  Die  zu  mutirende  Function  sei  eine  gesonderte, 

1)  mit  einem  nichtmutablen  und  einem  unmiUelbar  mntablen  Verän- 
derlichen (S*  79) 120 

2)  mit  einem  nichtmutablen  und  zwei  unmittelbar  mutablen  Verln- 
derlicheii  (|.  80) 191 

3)  mit  zwei  nichlmutablen  und  einem  unmittelbar  mutablen  Verän- 
derlichen (S*  81)  193 

4)  mit  .zwei  nichtmutablen   nnd    zwei  unmittelbar  mutablen  Verän- 
derlichen ($.89) 194 

II.  Die  zu  mutirende  Function  sei  eine  ungesonderte. 

1^    mit  einem  einzigen  nichtmutablen  Veränderlichen  ($.  83)  195 

9)    mit  zwei  nichtmutablen  Veränderlichen: 

a^    beide  sind  absolut  unabhängig  ($•  84^ ^96 

ß)    einer  ist  von  dem  andern  abhängig  {$.  84)   ....  197 

B)   Zosammengesettte  reine  und  zusammengesetzte  gemischte  Matationea 

Begriffsbestimmung  einer  zusammengesetzten  Mutation.  Zusammengesetzte  reine 
Gesammtmutation  nnd  die  zugehörigen  Mutationstheile  und  Motationscoefn- 
cienlen.  Zusammengesetzte  gemischte  Gesammtmutation  und  die  zugehörigen 
Mutationstheile  und  Mutationscoefficienten.  Entwickelang  der  betreffenden  Rei- 
hen (§.  85) 198 


• 


VL    Einige  Specialüäim,  wekhe  zur  Theorie  der  Mutationen  gehören. 

Wenn  man  den  veränderlichen  Elementen  bestimmte  Werthe  beilegt,  so  werden 

letztere  rechts  unten  angehängt  (8*  86)  139 
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N«ii  hat  zwei  Fonellonen  g>(%)  und  Fol),  deren  Werthe  immer  einander  nächsUn- 
licffend  bleiben  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  x.  Die  Terschiedenen  Er- 
gebnisse, welche  zwischen  diesen  beiden  Functionen  und  zwischen  den  von 
ihnen  abgeleiteten  totalen  Differentialquotienten  stattfinden  ($.  87) .  132 

Man  hat  zwei  Functionen  ^^(x,  w)  und  F(x,  w),  deren  Werthe  immer  einander 
n&chstanliegend  bleiben  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  x  und  des  w.  Die 
verschiedenen  Ergebnisse,  welche  zwischen  diesen  beiden  Functionen  und 
zwischen  den  von  ihnen  abgeleiteten  partiellen  DifTerentialquotienten  stattfln- 
den  CS-  B8) 135 

Man  hat  wieder  zwei  Functionen  g>(x)  und  F(x),  deren  Werthe  immer  einander 
nächstairiiegend  bleiben  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  x.  Die  verschiede- 
nen Ergebnisse,  welche  zwischen  den  Integra]«n  stattfinden,  wenn  man  43^) 
und  F(x)  als  Differentialcoefficienten  nimmt,  und  sie  integrirt  (§.  S9)  .      142 

Nan  hat  wieder  zwei  Functionen  (p(x,  w)  und  F(x,  w),  deren  Werthe  immer 
einander  nftchstanliegend  bleiben  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  x  und  des 
w.  Die  verschiedenen  Ergebnisse,  welche  zwischen  den  Integralen  stattfin- 
den, wenn  man  9>(x,  w)  und  F(x,  w)  als  Differentialcoeflicientea  nimmt ,  und 
sie  integrirt  (§.  90)       .       .       * 144 

Wenn  dy  jede  beliebige  Function  von  x  vorstellt,  so  gelten  folgende  Sätze: 

I)    Die  Aosdröcke  dy,  -^^  ^,  ^,  .  .  .  .  ,  ^^  sind  nur  der  Form 

nach  von  einander  abhängig,  dem  Werthe  nach  sind  sie  voneinander  un- 
abhängig und  willkfirlich  (f.  91) 145 

9)    In  der  Gleichung 

SH.Ao.^y  +  At.^+ ^A„.^;/J  =  0 

ist  jeder  Coefficient  9,  Ao,  Ai, ,  A„  für  sich  Null  ($«  91).      146 

3)  Die  Werthe  von  dy«,  ^1,,  dy^  sind  ganz  voneinander  nnabiiängig  und 
willkOrlich  ($.92) 147 

4)  In  der  Gleichung 

«  4-  Ao  •  ay,  +  Bo  •  ajH  -h  Co  •  dy^ 

4- 

ist  jeder  GoefOcient  IQr  sich  Null  (8-92) 148 

5)  In  der  Gleichung 

«  +  A..»,+i..'^+....+A..ia 

+  »••''■  +  »■•©.+ +  »■•©.'"'' 

ist  jeder  Coefficient  für  sich  Null  (S*  93)    .  149 

Wenn  mehrere  ganz  beliebige  Functionen  ^y,  dz,  dy,  etc.  des  einzigen  Verän- 
derlichen X  vorkommen,  und  diese  untereinander  unabhängig  sind;  so  gelten 
abermals  die  so  eben  aufgestellten  Sätze  ($.94) 150 

Gans  analoge  Sätze  gelten  auch,   wenn  dy  jede  beliebige  Function  der  beiden 

Veränderlichen  x  und  w  vorstellt  ($.  95—98) 150 

Wenn  ^y  jede  beliebige  Function  von  x  vorstellt ,  so  kann  die  Gleichung 

I     9(x)  •  ^  •  dx  a  0  nur  unter  der  Bedingung  bestehen,  dass  qxx)  eine  iden-. 
Usche  Function  ist  ($.  99) 154 

Wenn  dy  jede  beliebige  Function  von  x  und  w  vorstellt,   so  kann  die  Gleichnng 
I     I    4y>(x,  w)  •  dy  •  dw  -  dx  =  0  nur  sttatfinden,    wenn  9>(x,  w)  sowohl 
nach  X  als  auch  nach  w  eine  identische  Function  ist  ($.  100)  ....      154 


Unlersochong  der  Glekhmig 

-.Q..-y.-...(f).-. -'-(g?). 
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Seile. 


X 


a 

9(x)  •  dy  •  dx  »0 
a 


f&r  folgende  zwei  Fälle: 

1)  Die Aosdracke  dy^y  dy^,  (d   )   »  (d  )  '  **^*  ^^^  ^^  Werthe  nach 

alle  anabhäDgig  voneinander  (§.  101) 154 

2)  Diese  Aosdrüeke  sind  dem  Wertbe  nach  voneiiiander  abhängig  ($.  108)      155 

UntersnchoDg  der  reinen  Matationsgleiehangen ,  welche  sich  aas 

F(a,a,  y„y^  =  0 
oder  ans 

'(..  '■  r..  ,..  (S)..  ©, )  =  . 

ergeben  ($.  lOS  and  104) 156 

Untersachang  der  reinen  MaUüonsgldchangen ,  welche  sich 

». f(.,  ,, g)  =  0.  „r(.,,.S.g)-. 

aas  F(a,  x,  y ,  y.,  g)  -  0,         and       aas  f(x,  w,  y,  ^  ,^)  =  0 

ergeben  ($.  105—107) 157 

Untersochiing  der  gemischten  Malationsgleichangen ,  welche  sich  ans 

F(a>  y«)  «=  ö,  ond  aas  F(a,  a,  y„  y«)  =  0 

ergeben,   wo  abo  die  Elemente  a  ond  a  Werthänderangen  erieiden  ($.  108 

and  109) 100 

Naehweis  der  IrrthOmer  und  Widersprüche,  denen  jene  Lehrer  and  SchriflstoUer 
nicht  entgehen,  welche  sich  begnftgen,  auch  fiir  eine  allg^neine  Matation 
bloss  die  allereinfachste  geschlossene  Reihenform 

q>(%  .   •  •  •  w)  -♦-  X  •  dg>(x  •  •   •  •  w) 

za  setzen  ($.  HO) f03 


YIL    Iheofie  des  GrÖssUn  und  KMmtm  und  andere  damii  xusummen- 
hangende  Unter  suckungen,  gegründet  auf  die  Mutationen* 

1.    Allgemeiner  Theil  dieser  Theorie. 

Allgemeine  Darstellang  der  aasgezeiehoeten  Zustände,  in  welche  ein  mit  muta- 
blen and  nichtmutablen  Veränderlichen  gebildeter  Ausdruck  versetzt  werden 
kann  ($.  111) 165 

Definition  von  Maximum-stand ,  Minimum-stand ,  Gränz-stand,  Einzel-stand ;  ebenso 

von  Ifaximomwerth ,  Minimomwerth ,  Gränzwerth,  Einzelwerth  (§.  112)  166 

Definition  von  Maximamwerth  eines  Maximum-Standes ,  von  Ifinimumwerth  eines 
Minimum-Standes,  von  Gränzwerth  eines  Gränz-standes,  von  Einzelwerth  ei- 
nes Einzel-standes  ($.113) 168 

Einige  nachträgliche,  auf  die  Beurlheilun^  der  ausgezeichneten  Zustände  sich  be- 
ziehende Bemerkungen,  besonders  in  Betreff  der  vielförmigen  Aasdrftcke 
(g.  114)  . 169 
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2.    Besonderer  Theil  dieser  Theorie. 
A)    Autdrücke^   welche   wirkliche    Urfimciumen   tind. 

CJDtersachaog  t  —  3.  Der  (gesoudert  oder  ungesondert  gegebeae)  Ausdrack  U  soll 
ein  Maximurostand  oder  Mlnimuni-sCand  werden,  ond  zwar  in  folgenden 
Fällen : 

1)  Der  Ausdruck  enthält  die  Veränderlichen  x  •  •   •   •  w,  y .  von  welchen 

nur  y  mutabel  ist  ($.  115—119) 171 

2)  Der  Ausdruck  U  enthält  die  Veränderlichen  x w,  y,  z,  von 

welchen  die  beiden  y  und  s  mutabel  und  unter  sich  unabhängig  sind 

(§.  120-125) 176 

S)  Der  Ausdrack  U  enthält  die  Veränderlichen  x  >  •  •  -w^y^c^v.  ven 
welchen  die  drei  y,  z«  v  mutabel  und  unter  sich  unabhängig  sind 
(S-  126-129) .      183 

Untersuchung  4.  Der  (gesondert  oder  ungesondert  gegebene)  Ausdruck  U  soll 
ein  Gränz-stand  werden,  und  zwar  in  folgenden  Fällen: 

1)  Der  Ausdruck  U  enthält  die  Veränderlichen  x  •  •  -  -  w,  y,  von  wel- 
chen nur  y  mutabel  ist  (§.  130) 187 

2)  Der  Ausdruck  U  enthält  die  Veränderlichen  z  •  -  •  -  w,  y,  z,  von 
welchen  die  beiden  y  und  z  mutabel  und  unter  sich  unabhängig  sind 
(§.131) 188 

Untersuchung  5.    Der  (gesondert  oder  ungesondert  gegebene)  Ausdrack  U  soH 

ein  Einzel-sUnd  werden  (§.  132) 189 

Untersuchung  6—12.  Der  (gesondert  oder  ungesondert  gegebene)  Ausdrack  U 
soll  ein  M atknnnwstand  oder  MinimuBi-stand  werden,  und  zwar  in  folgenden 

Fällen : 

1)  Der  Ausdrack  U  enthält  die  Veränderlichen  x w,y,z,  von 

welchen  nur  die  beiden  y  und  z  mutabel  sind,  und 

a.  in  solcher  Beziehung  zusammenstehen,  dass  die  Bedingnngsgiei- 
chung  F(x  -  •  •  .  w,  v,  z)  —  0  ermilt  wird  (§.  133--135)  190 

b.  oder  in  solcher  Beziehung,    dass  der  bestimmt  vorgeschriebene 

Ausdrack  F(x w,  y,  z)  entweder  immer  der  nemlichen 

(aber  nichtgegebenen)  Function  von  x  •  •  •  •  w  gleichbleibt  oder 
immer  den  nemlichen  (aber  nichtgegebenen)   Werth  behält  (§. 

136  und  137) 192 

2)  Der  Ausdruck  U  enthält  die  Veränderlichen  x  •  >  •  •  w,  y,  z,  v,  von 
welchen  nnr  die  drei  y,  z,  v  mutabel  sind,  und 

a.  in  solcher  Beziehung  zusammenstehen,  dass  die  bestimmt  vorge- 
schriebene Bedingungsgleichuag  F(z  •  •  •  •  w,  y,  i,  v)  =  Oer- 

füllt  wird  ($.  138  und  139)       . 194 

b.  oder  in  solcher  Beziehung,  dass  der  bestimmt  vorgeschriebene 
Ausdrack  F(x  •  •  •  *  v,  y,  z,  v)  entweder  immer  der  nemlichen 
(aber  nichtgegebenen)  Function  von  x  •  •  •  *  w  gleichbleibt  oder 
immer  den  nemlichen  (aber  nichtgegebenen)  Werth  behält  ($.  140)      196 

c  oder  in  solcher  Beziehung ,  dass  die  beiden  bestimmt  vorgeschrie- 
benen Bedingungsgleicbungen  FYx  •  •  •  •w,y,z,v)  =0  und 
P''(x  .  •  •  .  w,  y,  z,  v)  =s  0  erfiUU  werden  (§.  141  und  142)    .      197 

d.  oder  in  solcher  Beziehung,   dass  die  bestimmt  vorgeschriebene 

Bedingungsgleichung   F'(x w,  y,  z,  z)   =  0  erfüllt 

wird,  und  dass  zugleich  der  bestimmt  vorgeschriebene  Ausdrack 
F''(x  •  •  •  •  w,  y ,  z ,  v)  immer  der  nemlichen  (aber  nichlgege- 

benen)  Function  von  x w  gleichbleibt  oder  immer  den 

nemlichen  (aber  nichtgegebenen)  Werth  behält  (§.  143)       .  198 

e.  oder  in  solcher  Beziehung,  dass  nicht  nur  der  bestimmt  vorge- 
schriebene Ausdruck  P'(x  •  •  •  •  w,  y,  z,  v)  immer  der  nemli- 
chen (aber  nichtgegebenen)  Function  von  s  •  •  •  •  w  gleichbleibi 
oder  immer  den  nemiichen  (aber  niehlgegebenen)  Werth  behält, 
sondern  dass  auch  noch  irgend  ein  anderer  bestimmt  vorgeschrie- 
bener Ausdruck  F''(x  •  *  •  •  w ,  y ,  z ,  v)  immer  der  nemifehen 
(aber  nfchtgegebenen)  Function  von  x  •  •  •  •  w  gleichbleibt  oder 
immer  den  nemlichen  (aber  nichtgegebenen)  Werth  behält  ($.  144)      198 

Untersnchnng  13.  Es  sind  zwei  nngesonderte  Gleichungen  F'(U,  x  •  •  .  w.  y.  z)  =  0 
und  F"(U ,  X  •  •  •  •  w,  y.  z)  =:  0  gegeben.  In  beiden  ist  U  enthalten.  U 
soll  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  werden  (§.  145  und  146) .        .199 
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ÜntersfielMHig  14^19.    Der  (gesoodert  oder  ongesoDdert  gegebene)  Aosdrock  U 
soll  der  Maximamwerlb  eines  Maximam-standes  oder  der  JMinlmuniwerlh  ei« 
nefl  Mhiiiiiani-staDdes  werden,  and  zwar  in  folff enden  FäHen: 
I)    Der  Aosdrock  U  enthält  die  Veränderli(»en  x  and  y,    von  denen  nor 

y  motabel  ist  (§.  147— i5i) 201 

9)    Der  Aosdrock  U  enthält  die  Veränderlichen  x,  y,  z,  von  denen  die 

beiden  y  ond  z  motabel  sind  (§.  152—155) 206 

3)  Der  Aosdrock  U  enthält  die  Veränderlichen  x«  w,  y,  von  denen  nor 
y  motabel  ist.    Die  beiden  nicblmotablen  Veränderlicheki  x  ond  w  sind 

a.  entweder  voneinander  onabbängig  (§.  156— 158)  .  209 

b.  oder  sie  stehen  in  solcher  Beziebong  zasammen,  dass  di^  Glei- 
chong  F(x ,  w)  «»  0  erfQllt  wird  (§.  159) 213 

4)  Der  Aosdrock  U  enthält  die  Veränderlieben  x,  y,  z,   von  denen  nor 
die  beiden  y  ond  z  motabel  sind,  ond 

a.  in  solcher  Betiehong  zosammen  stehen »   dass  die  bestimmt  vor- 

Sschriebene  Bedingongsgleichong  F(x,  y,  z)  =  0  erfttlH  wird 
.160) 215 

b.  oder  in  solcher  Beziebong,  dass  der  bestimmt  vorgeschriebene 
Aosdrock  F(x,  y,  z)  entweder  immer  derselben  (aber  nichtge- 
gebenen) Fonction  von  x  gleichbleibt  oder  immer  denselben  (aber 
nichtgegebenen)  Werth  behält  (§.  161) 217 

Untersochong  20  -  23.    Der  (gesondert  oder  ongesonderl  gegebene)  Aosdrock  U 
soll  ein  Maximom-stand  oder  Minimom-stand  werden,  ond  zwar  in  folgenden 
Fällen : 
i)    Der  Aosdrock  U  enthält  die  Elemente  X,  y,  y«  (§.  162— 166)  218 

2j    Der  Aosdrock  U  enthält  die  Elemente  x,  y,  y,,  y^,  während 

a.  zwischen  y«  und  y^  ond  zwischen  ihren  Motationen  keine  Abhän- 
gigkeit stattfmdet  (§.  167—172),  oder  während    ....      222 

b.  zwischen  y«  ond  y^  ond  zwischen  ihren  Motationen  die  dorch  die 

Gleichong   F(a,  ce,  y««  y^)  =  0  aosgesprochene  Abhängigkeit 

stattfindet  ($.  173) 226 

3)    Der  Aosdrock  U  enthält  die  Elemente  x,  y,  z,  y.,  y^,  z«,  z^,   wäh- 
rend 

a.  zwischen  y  and  z  nnd  zwischen  ihren  Mutationen  keine  Abhän- 
gigkeit stattfindet  (§.  174),  oder  während 226 

b.  zwischen  y  ond  z  ond  zwischen  ihren  Motationen  die  dorcb  die 
Gleichong  F(y,  z)  =  0  aosgesprochene  Abhängigkeit  stattfindet 

üntersocbong  24  ond  25.  Der  (gesondert  oder  oogesondert  gegebene)  Aosdrock 
U  soll  der  Maximomwerth  eines  Maximom-standes  oder  der  Minimomwerth 
eines  Minimom-standes  werden,  ond  zwar  in  folgenden  Fällen: 

1)  Der  Aosdrock  U  enthalt  die  Elemente  x,  y ,  a,  a,  y,,  y^  ($.  176—178)      228 

2)  Der  Aosdrock  U  enthält  die  Elemente  x,  w,  y,  z,  y.,b9  y^  a,  z»,h* 
««^(§•179) '    .        .230 

Schlags.    AiHtevtaag,  dass  diese  Untenaehaogennoofa  vervielfältigt  werden  kdanen     23f 

B)    Ansdrüekey  wo  DifferenHaU  vorkommen, 

dv    dz    d^v     d^z     d^     d^z 
iSlatt  der  totalen  Diflterenthilqootienten  JJ»  5J»  J^J»  ji«  '  ff^" '  d5?' ^''^ 

man  znr  AbkArzong  bezüglich  p,)>,q,<i,r,r, ,  and  statt  der  par- 

tiellen  DifferentialqotieiiteR  ^.^.gg,^,^^. wird  man 

bezijglich  p,  q,  r,  s,  t, setzen.) 

Untersochong  26  —  35.  Der  Aosdrock  U  soll  ein  Maximom-stand  oder  Minimom- 
staud  werden,  ond  zwar  in  folgenden  Fällen: 

1)  Der  Aosdrock  U  enthält  die  Veränderlichen  x,  y,  p,   wo  y  ond  somit 
aoch  p  motabel  sind  r§.  180  — 188) 231 

2)  Der  Aosdrock  U  enthalt  die  Veränderlichen  x,  y,  p,  q,  wo  y  ond  so- 
mit aoch  p  ond  q  motabel  sind  (§.  189  —  198) 242 

62 
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3)  Der  Aosdraek  U  enthält  die  Veräoderlicben  i ,  y »  p ,    wo  y  and  «omit 
aach  p  mutabel  sind,  aod 

a.  in  solcher  Besiehung  zasammenstehen,  dass  die  beetiiboil  yoi|;e- 
schriebene   Bedingungsgleichung    F(k,    y,    p)  =  0   erf&Ut   wird 

(§.  199  und  200) S51 

b.  oder  in  solcher  Beziehung,  dass  der  bestimmt  vorgeschriebene 
Ausdruck  F(x,  y,  p)  entweder  immer  der  nemlichen  (aber  nicht- 
gegebenen) Function  von  x  gleichbleibt  oder  immer  den  nemli- 
chen (aber  nichtgegebenen)  Werlh  behält  ($.  201)        ...      253 

4)  Der  Ausdruck  U  enthält  die  Veränderlichen  x»  y,  p,  q,  wo  y  und  so- 
mit auch  p  und  q  mutabel  sind,  und 

a.  in  solcher  Beziehung  zusammenstehen,  dass  die  bestimmt  vorge- 
schriebene Bedingungsgleichung  F(x,  y,  p,  q)  =  0  erfiilli  wird 

(§.  202  und  203) 254 

b.  oder  in  solcher  Beziehung,  dass  der  bestimmt  vorgeschriebene 
Ausdruck  F(x,  y,  p,  q)  immer  der  nemlichen  (aber  nichtgegebe- 
nen) Function  von  x  gleichbleibt  oder  immer  den  nemlichen  (aber 
nichlgegebenen)  Werlh  behält  (§.  204) 257 

c.  oder  in  solcher  Beziehung,  dass  die  beiden  bestimmt  vorgeschrie- 
benen Bedingungsgleichungen  FYz,  y,  p.  q)  »  0  und 

F"(z,  y«  P,  q)  «  0  ernillt  werden  (§.  205  and  206)  .  .258 

d.  oder  in  solcher  Beziehung,  dass  die  bestimmt  vorgeschriebene 
Bedingungsgleichung  F'(x,  y,  p,  q)  =0  erfQllt  wird,  und  dass 
zuglefth  der  bestimmt  vorgeschriebene  Ausdruck  F''(x,  y,  p,  q) 
immer  der  nemlichen  (aber  nichlgegebenen)  Function  von  x  gfelch- 
bleibt  oder  immer  den  nemlichen  (aber  nichlgegebenen)  Werlh 
behält  (§.  207  und  208) 261 

e-  oder  in  solcher  Beziehung,  dass  nicht  nur  der  bestimmt  vorge- 
schriebene Ausdruck  F'(x,  y,  p,  q)  immer  der  nemlichen  (aber 
nichtgegebenen)  Function  von  x  Kleicfableibt  oder  immer  den  nem- 
lichen ^aber  nichlgegebenen)  Werth  behält,  sondern  dass  auch 
noch  irgend  ein  anderer  bestimmt  vorgeschriebener  Ausdruck 
F"(x,  y,  p,  q)  immer  der  nemlichen  (aber  nichtgegebenen)  Fune- 
lion  von  x  gleichbleibt ,  oder  immer  den  nemlichen  (aber  nicht- 
gegebenen) Werth  behält  (§.  209) 263 

5)  Der  Ausdruck  U  enthält  die  Veränderlichen  x,  y,  y«,  y^,  p,  p«,  p^« 

4»  4a  I  Qa*  ®^^'  ®^^*>    ^^  y  ^^^  somit  auch  p   und  q  mutabel  sind. 
Durch  a  und  a  sind  zwei  feste  Werthe  von  x  dargestellt  (§.  210)       .      264 

Untersuchung  36  —  44.    Der  Ausdruck  U  soll  ein  Maximum-stand  oder  Minimum- 
Stand  werden,  und  zwar  in  folgenden  Fällen: 

1)  Der  Ausdruck  U  enthält  die   Veränderlichen  x,  y,  z,  p,  k>»  q,  q,  r, 

r , • ,    wo  y  und  z  mutabel  und  unter  sich  unabhängig  sind. 

Ebenso  verhält  es  sich  zwischen  p  und  )?,  zwischen  q  und  <|,  etc.  etc. 
(§.211) •  .        .      264 

2)  Der  Ausdruck  U  enthält  die  Veränderlichen  x,  y,  z,  p,  p,  q,  q,  r, 

r, 9  wo  y  und  z  also  auch  die  davon  abgeleiteten  totalen  Dif- 

ferentialquotieoten  mutabel  sind,  und 

a.  in  solcher  Beziehung  zusammenstehen,  dass  die  bestimmt  yor^- 
schriebene   Bedingungsgleichung  F(x,  y,   z)  =0   erfüllt   wird 

($.  212) 265 

b.  oder  in  solcher  Beziehung,  dass  der  bestimmt  vorgeschriebene 
Ausdruck  F(x,  y,  z)  immer  der  nemlichen  (aber  nichtgegebenen) 
Function  von  x  gleichbleibt  oder  immer  den  nemlichen  (aber 
nichtgegebenen)  Werth  behält  (§.  213) 267 

c.  oder  in  solcher  Beziehung,  dass  die  bestimmt  vorgeschriebene 
Bedingungsgleichung  F(x,  y,  z,  p,  )>)  =  0  erfüllt  wird  (§.  214)      268 

d.  oder  in  solcher  Beziehung,  dass  der  bestimmt  vorgeschriebene 
Ausdruck  F(x,  y,  z,  p,  p)  immer  der  nemlichen  (aber  uichtge- 
gebenen)  Function  von  x  gleichbleibt  oder  immer  den  nemlichen 
(aber  nichtgegebenen)  Werth  behält  (§.215)  .       .268 

f^.   oder  In  solcher  Beziehung ,  dass  die  beiden  bestimmt  vorgeschrie- 
benen Bedingungsgleichungen  F'(i,  y,  z,  p,  v)  =  0  und 
F''(x.  y,  z,  p,  )))==  0  erfüllt  werden  (§.  216)      ....      269 

f.  oder  in  solcher  Beziehung,  dass  die  bestimmt  vorgeschriebene 
Bedingungsgleichung  F'(x,  y,  z,  p,  )>)  =  0  erfüllt  wird,   und 
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dass  zQfleich  der  besümmt  vorgeschriebene  Ausdrack  F"(x,  y,  z,  p,^) 
immer  der  oemlicheD  (aber  nichlgegebeoeD)  FoDclion  \an  x  gleich- 
bleibt, oder  immer  deo  oemlicheD  (aber  nich (gegebenen)  Werth 

behält  (§.217) 270 

g.  oder  in  solcher  Beziehung,  dass  nicht  nur  der  bestimmt  vorge- 
schriebene Ansdrnck  F'(x,  y,  z,  p,  )>)  immer  der  nemlichen 
Saber  nichtgegebenen)  Function  von  x  gleichbleibt  oder  immer 
en  nemlichen  (aber  nichtgegebeaen^  Werth  behält,  sondern  dass 
auch  noch  irgend  ein  anderer  bestimmt  vorgeschriebener  Aus- 
drack F"(x,  y,  z,  p,  xi)  immer  der  nemlichen  (aber  nichtgege- 
benen) Function  von  x  gleichbleibt  oder  immer  den  nemlichen 
(aber  nichtgegebenen)  Werth  behält  (§  218)  ....  271 
3)    Der  Ausdruck  U  enthält  die  Veränderlichen  x,  y,  y,,  y^,  z,  z«,  z^, 

folglich  auch  die  davon  abgeleiteten  totalen  Differentialqnotienten  mu- 
tabel sind.  Durch  a  und  a  sind  zwei  feste  Werthe  von  x  dargestellt 
(§.219) .271 

Untersuchung  45.  Der  Ausdruck  U,  welcher  ein  Maximum-stand  oder  Minimum- 
stand werden  soll,  enthält  diesmal  die  Veränderlichen  x,w,  y,  p,  <(,  r,  s, 
t,  etc.  etc.  X  und  w  sind  nichtmutable  Veränderliche,  y  ist  eine  Function 
von  X  und  w  zugleich;  also  sind  yund  die  davon  abgeleiteten  partiellen  Difr. 
ferentialquotienten  p,  q,  r,  s,  t,  etc.  die  mutablen  Veränderlichen  (§.  220)  .      272 

Scbluss.  Andeutung ,  dass  die  Untersuchungen ,  wo  eine  Function  zweier  Ver- 
änderlicher gefordert  wird ,  jenen  Untersuchungen ,  welche  eine  Function  eines 
einzigen  Veränderlichen  verlangen,  ganz  analog  sind 272 

Untersuchung  46  und  47.  Der  Ausdruck  U  soll  der  Maximomwerth  eines  Maxi- 
mum-Standes oder  der  Minimnmwerlh  eines  Minimum^standes  werden,  und 
zwar  in  folgenden  Fällen: 

1)  Der  Ausdruck  U  enthält  die  Veränderlichen  x,  y,  p,   wo  y  und  somit 
auch  p  mutabel  sind  (§  221) 272 

2)  Der  Ausdruck  U  enthält  die  Veränderlichen  x,  y ,  y«,  y^,  p,  pa,  p^,  wo 

y  und  somit  auch  p  mutabel  sind.  Durch  a  und  a  sind  zwei  feste 
Werthe  von  x  dargestellt  (§.  222) 274 

Schloss.    Andeutung,  dass  diese  Untersuchungen  noch  vervielfältigt  werden  können      274 


G)    Ausdrücke  y  wo  hUegraU  vorhommm, 

dv    dz    d^v     d^z     d^v     d^z 
(Statt  der  totalen  Differentialquolienten  j   >  T"»  tt»  TT»  ja»  g~j» ^*^ 

man  zur  AbkQrzung  bezüglich  p,)>,q,c|,r,r, setzen.) 

Untersuchung  48-56.    Der  Ausdruck  U  soll  ein  Maximum-stand  oder  Minimum- 
stand werden,  und  zwar  in  folgenden  Fällen: 

1)  U=  f"f(x,  y).dx    (§.  223  und  224) v        .      274 

2)  U=  pf'(x.  y)  .  dx  X  r"f"(x,  y)  •  dx    (§.  225  und  226)        .       .     277 

Ja  Ja 

3)  U=  r'f(x,y).dx  X  f"f"(x,y)  -dxx  r*P"(x,y).dx    (§.  227)  .      279 

Ja  Ja  Ja 

4)  ^^-^ (§.228) 281 

J    n^>  y)  •  d« 

5)  U-  f"f(x,  y,  p).dx       (§.229-231)       ......      282 
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«)    ü-  pr(x,y,  p).dxx  f"r(x,y,  p).dx    (§.  «2)     .        .        .290 
Ja  Ja 

Pr(x,  y,  p).dx 

7)  U«^li (§.233) 391 

8)  ü=  pHx,  y,  p,  q).dx      (§.234-236) 993 

9)  ü-  Pl(x.y,  p,  q,  r).dx 


(§.237) 301 


Untenochang  57 — 61.  I>er  Aasdniek  ü  soll  ein  Maximom-slaDd  oder  MiDimom- 
sUnd  werdeD ,  und  zwar  in  folgenden  Fftllen : 

1)  Es  ist  U  »  I    ((x,  y»  z,  p>  )^,  q,  q»  •  •  -  • )  •  dx  gegeben,  wo  y  and 

z  mutabel  ond  ontereinander  onabbängig  sind  (§.  238  —  241)  303 

2)  Bsistü=  CtU   y    z    y    ^    ^    ^    ^    ^    ^  ^   dx 

gegeben,   wo  y,  z,  y  mutabel  ond   ontereinander  onabUngig  sind 
(§.242) .      310 

3)  Es  ist  U  =  I     f(x,  y,  z,  p,  )>)  •  dx,   wo  y  ond  z  mofabel  sind,   ond 

a«  in  solcher  Beziehong  zosammenziehen,  dass  die  bestimmt  vorge- 
schriebene Bedingongsgleichung  F(x,  y,  z)  =  0  erf&Ut  wird 
(§.243-851)     ...       .      \ 311 

b.  oder  in  solcher  Beziehong,  dass  <fie  bestimmt  vorgeschriebene 
Bediogongsgleichong  F(x ,  y ,  z ,  p ,  «>)  =  0  erfdllt  wird  (§.  259 
bis  255)      .  .....  .        .        .        .321 

4)  Es  ist  U  =    I     f(x,  y,  z,  p,  )},  q,  q,  r,  r,  •   •  •   •  )  •  dx  gegeben,  wo 

y  and  z  molabel  sind ,   ond  in  solcher  Beziehonff  zosammenstehen , 

dass  die  bestimmt  vorgeschriebene  Bedingongsgleichoog 

P(»>  y>  «.  P»  <),  q,  q,  r,  r,  ....)  =  0  erfüllt  wird  (§.  256)     #  326 

Untersochong  62  ond  63.  Es  soll  Ha  ein  Maximom-sUnd  oder  Minimom-stand 
werden,    ond   zwar  in  folgenden  Fällen: 

1)  Es  Ist  die  totale  DiiTerenlialgleichung 

gegeben  (§.  257) 328 

2)  Es  ist  die  totale  Diirerentialglelchung 

1?/  TT        w     <>ü  d^ü  V       ^ 

F(x,  y,  z,  ü,  p,  D,  —,  q,  q,  j^,  .....  .j  =  Q 

gegeben,  wo  y  ond  z    motabel    ond  ootereinander  onabhUngig  sind 

(§.  258) 329 

Untersochong  64  ond  65.  Der  Aosdrock  U  soll  der  Maximomwerth  eines  Maxi- 
mom-standes  oder  der  Miaimorowerth  eines  Minimom-staodes  werden,  d.  h* 
f&r  die  motablen  Elemente  socht  man  Foncliooen  von  x,  ond  fitr  a  ond  a 
socht  man  bestimmte  Werlhe,  ond  zwar  in  folgenden  Fällen  : 

1)    Es  ist  U  =   1     f(x,  y,  z,  p,  )) ,  q,  q, )  -  dx   gegeben,  ijfo  y 

Ja  ^ 

ond   z   motabel   ond  onter  einander  onabhftnoig  sind  (§.  25^).    Ganz 
vollständig  ist  aber  der  specielle  Fall  ontersocht,  wo  nor 

U  =  f"f(x,  y,  p)  •  dx    gegeben  ist  (§.  260--2ß3>    ...      330 


m 

2)    Es  i«l  ^  —  I     f(a,  a,  X,  y,  z,  p,  p,  q.  q,  •  •  •   • )  •  dx     ge^fb^n, 

wo  y  and  z  piat^bel  aod  pQtereinaoder  pnabhlngl^  sind.  Dieser  Fal| 
ist  desshalb  bemerkenswerth ,  weil  die  GrSnzel^mente  i|  und  a  ai\ph 
onCer  dem  Integralzeichen  vorkommen  ($.  264)  338 

Unlersochung  66  —  69.    Der  AusdracfL  U  soll  ein  Maximaip«8tend  oiier  Miniiaam- 
stand  werden,  und  zwar  in  folgenden  Fällen: 

i)   Es  M  D  =r   I    /(x,  y)  •  dx,  wüureiid  die  für  y  gesaehte  Fvactm 

a.  nur  ans  der  Zahl  derer  faeransgewShlt  werden  darf,  bei  welchen    . 
allen  das  bestimmte  Integral  1     S(x,  y)  -  dx   einerlei  (entweder 

einen  gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth  bekommt  ($.  §65)     339 

b.  oder  nur  aas  der  Zahl  derer,   bei  welcheq  allen  nic)it  nur  das 

bestimmte  Integral  1  S'(x^i  y)  *  dx  einerlei  (entweder  einen  ge- 
gebenen oder  nichtgegebenen)  Werth,  sondern  bei  welchen  aach 
noch  ein  aiM^cef  bestimfi^tQS  fntegr^  |    %%x »  y)  •  dx    ei^Msrl^ 

(entweder  einen  gegebenen  oder  nicMgegebenen)  Werlh  bekommt    . 
(8. 266)       .       .       .  ....  .344 

2)    Es  ist  U  =  I     f(x,  y,  p)  •  dx^  wfthrend  die  Ar  y  gesochte  Faoction 

Ja  • 

a.  nar  ans  der  Zahl  derer  heraasgewählt  werden  darf,  bei  welchen 

allen  das  bestimnpite  IntegraJ  1  3(i ,  y ,  p)  •  dx  einerlei  (entwe- 
der einen  gegebenei^  od^r  nich(gegebeneii)  We^th  bekommt  (§.  ^7 
and  268)    '.       .   '    .  .       .       .       .       .       .*      .       i      350 

b.  oder  nur  aos  der  Zahl  derer,  bei  welchen  all^a  nicht  nur  ds^ 

bestimmte  Integral  1     9'(x ,  y ,  p)  •  dx  einerlei  (entweder  einen 

gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Werth,  sondern  bei  welchen  aach 

/•a 
noch  ein  anderes  bestimmtes  Integral  I     S''(x,  y,  p)  •  dx   einer- 
lei (entweder  eiaen  fegebenen  oder  ntehtgegebeDen)  Werth  be- 
kommt ($.269)  .^ .355 

Schloss.    Erklärung,  dass  jei^e  Dntersachangen,  welche  aa(  zwqC^he»  4>'®U)^hi9. 

etc.  Integrale  fahren,  im  zweiten  fiande  vorkommen  werden  ....      356 


Aufgaben 
(ür  die 

Anwendung  des  sogenannten  Variationscalculs 

auf  die 

Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten 
and   aaf  die   andern   damit   zosammenhangendcin   Un^tersadiaDgen» 


Erste  Abthellnng« 

Aufgaben ,  welche  auf  AusddJ^cke  führen ,  die  wirkliche  ^rfunctionen  sind. 
Aar«. 

1.     Man  nimmt  bei  ^oe^  ebemo^  Carve  d^  Rrodi^  dfsr  Or4in^^  ^94i  ^^^  W 

die  Ordinate  verminderten  Abscisse    .      ' 357 
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Seilt 

S.  Man  nimmt  bei  einer  ebenen  Garye  das  Prodoot  der  Ordinale  und  der  nm 
die  Ordinate  verminderten  Abscisse  nebst  dem  Prodocte  der  Absdsse  und 
einer  am  die  Abscisse  yerminderten  constanten  Linie.  Die  so  erzeogte  Somme 
soll  der  Maximnmwertb  eines  Maximam-standes  oder  der  MInimamwertb  ei- 
nes Minimum-Standes  sein 358 

3 

3.  ü  =  gl  -  b  .  X»  +  2  •  y  +  3  .  iTa  .  (x  -  y)« 360 

4.  Es  ist  wieder  der  in  voriger  Aufgabe  gestellte  Ausdruck  gegeben ;  man  sncbt 
aber  nieht  nur  für  y  eine  bestimmte  Function,  sondern  auch  f&r  x  einen  festen 
Werlh 362 

q      8 

5.  U  =:  gx  -  Jg  nat  hx  +  g  •  (r2xy  -  y«)* 369 

6.  ü  —  h  -h  kx  +  m  .  X«  H-  (e  •  y  -h  g  •  x^^ 370 

7.  ü  —  (i5  .  g«  .  X«  -  15  .  g3  .  X  +  5  .  g>  .  y«  —  3  .  y»)  .  y  .      371 

a  ü  =  (3gx  -  3x8  -  yO  •  (gx  -  x2  -H  y«  - 1 .  X  .  y) 372 

9-  ü  =  ax  —  X»  H-  (y  -  3x^  •  if  x«  —  y».  (Diese  Aufgabe  liefert  nicht  nur 
einen  Maximum-Stand,  sondern  auch  einen  wänz-stand  und  einen  Einzel-stand)     3^ 

10.  ü  =  rx  -  I  +  I .  r(y  -  2x)3  +  rSxy  -  y«  374 

11.  ü  =  m  •  X«  -  n  •  x3.  -H  3  .  (bx  —  y)«  +  g  .  ir(bx  -  y)9.  In  der  ersten  Ab- 
theilung dieser  Aufgabe  bekommt  man  3U  =  0  nnd  3^11  =  6  •  ^y^,  so  dass 
man  versacht  sein  könnte,  zu  behaupten,  es  existire  ein  Minimnm-stand. 
Eine  genauere  Untersacbung  zeigt  aber,  dass  ein  Gränz-stand  staitindet  375 

12.  II  —  g .  x2  —  h  .  X  -h  (x  —  y)*  -f-  2  •  r(x  -  y)9.  In  der  ersten  Abthei- 
lang  dieser  Aufgabe  bekommt  man  3U  =  0»  ^U  —  0,  ^^ü  —  0,  d^J]  = 
24  •  dy^y  so  dass  man  auch  Jetzt  versucht  sein  könnte,  zu  behaupten,  es  exi- 
stire ein  Minimum-Stand.  Eine  genaoere  Untersuchang  zeigt  aber,  dass  aoch 
jetzt  ein  Gränz-stand  stattfindet 376 

3 

13.  U  =  X  .  y  +  p^  •  Ig  nat  qx  +  3g  •  Whx  •  (x  —  y)   ......      3T7 

14.  ü  =  y3  -+.  3gx  .  y2  —  9  .  g»  .  x2  .  y  -f  j  .  KCigx  —  x«)*  .378 

15.  ü  =  b  .  (x  —  w)  -h  3  •  (bxw  —  y)*  +  g  •  If  (hxw  —  y)«.  In  der  ersten  Ab- 
theilung dieser  Aufgabe  bekommt  man  d\J  =  0  und  ^U  =  6  «^y^,  so  dass 
man  versucht  sein  könnte,  zu  behaupten,  es  existire  ein  Minimum-stand. 
Eine  genauere  Untersuchung  zeigt  aber,  dass  ein  Gränz-stand  stattfindet  379 

16.  Es  ist  U  =  6ax  +  i>  +  w^  +  6  •  y'  -  4hy  -  (x  -H  w);  and  man  sucht 
nicht  nur  für  y  eine  bestimmte  Function  von  x  und  w,  sondern  auch  (fir  x 

'    nnd  w  feste  Werthe 380 

3 

17.  Es  ist  ü  =  gxw  —  h  .  (x«  —  w)  -h  2y  -f  3  •  ir(2xw  —  y)«;  und  man 
sucht  nicht  nur  IQr  y  eine  bestimmte  Function  von  x  und  v,   sondern  auch 

fikr  X  und  w  feste  werthe 382 

18.  Ü3  —  6  .  ü«  •  y  -f-  12Ü  .  y8  —  8y3  —  27  -  y«  -f-  54xy  —  27  .  x«  =  0     .        .  385 

19.  Ü3  —  3  .  ü«  .  y  +  y3  +  g3  .  x3  =  0 387 

20.  ü*  —  2x  .  IP  +  (2  —  ax)  a  .  x3 .  ü»  -H  x«  .  y2  -  4x3  .  y  H-  4  .  X*  =  0  391 

21.  Es  ist  die  ungesonderte  Gleichung 

ü*  -  I .  Ü3  .  iLiZJS  +  X«  .  y«  -  4x3  .  y  4-  4  .  X*  =  0 

gegeben;   und  man  sucht  nicht  nur  f&r  y  eine  bestimmte  Function  von  x, 
sondern  auch  Ar  x  einen  festen  Werth 393 
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22.  U3  -  ü  -f-  a  .  r(y  —  ax)«  =  0 .396 

23.  Es  ist  die  angeaonderte  Gleichung 

ü*  —  8  .  (ax  +  xw  —  x»  —  w«)  .  y  .  ü  -h  c«  .  y«  —  0 

gegeben ;  and  man  sacht  nicht  nar  für  y  eine  bestimmte  Function  von  x  nnd 

w,  sondern  aaeb  för  x  und  w  feste  Werlhe 396 

24.  Es  ist  folgender  Aasdruck 

3  S 

U  =  a  -H  If  (xy  —  y^y  +  (iTbx  -  x»)* 

gegeben ;  und  man  sacht  fQr  y  eine  bestimmte  Function  und  für  x  einen  fe- 
sten Werth 400 

25.  Man  nimmt  bei  einer  räom liehen  Corvo  folgenden  von  den  Goordinaten 
erxeagten  Aosdrack 

ü«x«y-2«(x— y~z) 

ond  dieser  soll  ein  Maximam-stand  oder  Minimnm-stand  werden 


26.  U  =  y«  —  X  .  y  H-  (ax  —  2)* 

3 


lOf 
403 

404 

40S 


27.  ü  =  a«  -h  (ax  —  y^y  4-  W(x^  -  bz)» 

28.  U  =  ^~j^  4-  2  .  y2  -  4«  +  9  .  if  (gx  -  y»)«  H-  6  •  (Wz  -  hx)»     . 

29.  Man  socht  eine  rftamliche  Corve,  die  in  sich  einen  festen  Ponkt  hat,  bei 
welchem  folgender  von  den  Goordinaten  abhftngige  Aosdrack 

U  —  x2  H-  y«  4-  «*  —  xy  —  XE  -  yz  -H  hx  —  g^  •  Ig  nat  — 

der  Minimum  werth  eines  Minimom-standes  wird.    (Hier  werden  einfache  ge- 
mischte Motalionen  angewendet)  408 

30.  Man  sacht  eine  Fläche,  die  in  sich  einen  festen  Ponkt  hat,  bei  welchem  der 
in  voriger  Aufgabe  gestellte  Ausdruck  der  Minimumwerth  eines  Minimum- 
Standes  wird.  (Hier  werden  wieder  einfache  gemischte  Mutationen  angewendet)     409 

31.  Man  socht  eine  Fläche  und  eine  in  dieser  liegende  räumliche  Gurve,  welche 
letztere  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  Eigenschaft  hat,  dass  sie  den  in  den 
beiden  vorigen  Aufgaben  gestellten  Ausdruck  zu  einem  Minimum-Stande  macht. 
(Hier  werden  zusammengesetzte  reine  Mutationen  angewendet)       .  410 

32.  Man  sucht  eine  Fläche,  eine  in  dieser  liegende  räumliche  Gurve  und  einen 
in  letzterer  liegenden  Punkt,  welcher  den  in  den  drei  vorigen  Aufgaben  ge- 
stellten Ausdruck  zu  dem  Minimumwerthe  eines  Minimom-standes  macht 
(Hier  werden  zasammengesetzte  gemischte  Molationen  angewendet)  .411 

s^ 

33.  ü  =  by  4-  I .  PTa«  . /xz  -  by  -  1 .  zA^    .......      412 


34.  Ü3  -  3üyz  -H  3x  .  y2  -H  z3  =  0 414 

85.   Ü3  -  3  .  ü«  .  y  4-  6xyz  —  2  •  z3  -  («^  —  ai  4-  ^^y__±_f  _  ^  ^,g 

'  r(a2  -  ax  4-  i2)3 

36.  X  .  (Ü3  4-  y^  4-  zO  =  ü*  •  y»  4-  ü  .  y«  .  z  4-  ü  .  y  .  2« 420 

37.  Man  socht  ffir  y  ond  z  Functionen  von  x,  während  die  beiden  Gleichungen 

ü  =  y  .  2 ,      und      3y  4-  4z  =  x2 
gegeben  sind 422 

38.  Man  socht  fär  y  ond  z  Functionen  von  x,  während  die  beiden  Gleichungen 

3 

C  =  g«y-hh*z4-  ir(ex  —  x«)* ,        «md       y»  4-  z»  =  x» 
gegeben  sind 423 
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Awt^  «  Seilt. 

39.  Man  sacht  fftr  j  ond  x  Fonctionen  von  z,   während  die  beiden  Gleichungen 

ü  =  sin  X  -H  »in  y  4-  sin  t,       and'       x  -h  y  +  z  =  2R 
gegeben  sind 4S6 

40.  Man  sucht  für  y  und  z  Functionen  von  z,    während  die  beiden  Gleichungen 

U  =  sin  X  •  sin  y  •  sin  z ,       und       x  +  y  +  z  =  2R 
gegeben  sind 486 

41.*  Man  sucht  für  y  und  i  bestimmte  Functionen  und  für  z  einen  festen  Werth, 
während  die  beiden  Gleichungen 

U  =t  sin  X  4-  sin  y  4-  sin  z,        und       x  +  y  -f-  z  «*  3R 

gegeben  sind 4>S7 

4S.  MMr  sucht  für  t  und  v  Functionen  von  x  und  y,   während  die  beiden  Glei- 
chungen             ü  =  gy  +  hz  H-  kv,        und       y^  4-  z*  4-  v^  =  x«  «r 
gegeben  sind 430 

43«  Man  sucht  für  z,  v,  y  Functionen  von  x,  während  die  l)eiden  Gleichungen 

U  =  gy  4-  hz  4-  kv  +  .    .     g,        und       y»  -+-  z^  -h  v«  —  x« 

gegeben  sind 432 

44i   Man  sacht  für  z,  v,  y  Foictlonen  von  x,  während  die  drei  Gleichungen 

ü  =  yzv,    und    z  4-  y  =  x,    und    v  —  y  =  x 
gegeben  sfhd 433 

45.  Welches  unter  allen  Dreiecken,  die  denselben  (bestimmt  gegebenen)  Umfang 
m  haben,  ond  bei  denen  man  eine  Seite  naeh  Willkür  nimmt,  schliesst  den 
grössten  Flächeninhalt  ein? 435 

46.  Welches  unter  allen  Dreiecken,  die  einerlei  (aber  einen  nichtgegebenen)  Udh 
fang  haben,    und  bei  denen  man  eine  Seite  nach  Willkür  nimmt,   schliesst 

defi  gründen  Flächeninhalt  ein? 437 

47«  Man  aoefat  für  y  ond  z  solohe  Fonctioneo  von  x«  dass  der  Ausdruck 

ü  =  x«  4-  y«  4-  z2 
ein  M^aximum-stand  oder  Minimannstand  wird,  während  man  folgender  Summe 

X  4-  y  4-  z 
immer  einen  gleichgfossen  (aber  nichtgegebenen)  WerCh  zudenkt  .  438 

4&  Mab  sttcht  für  y  und  t  solche  Functionen  Von  i,  dass  der  Ausdruck 

ü  =  X  4-  y  4-  z 
ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird ,  während  man  folgender  Summe 

x«  +  y»  4-  z2 
immer  einen  gl^chgrossen  (aber  nichtgegebenen)  Werth  zudenkt   .  439 

49.  Welches  unter  allen  Vierecken ,  die  denselben  (gegebenen  oder  nichtgegebe- 
nen) Umfang  haben,  und  bei  denen  man  zwei  nebeneinander  liegende  Seiten 
nach  Willkür  wählt,  schliesst  den  grössten  Inhalt  ein? 439 

50.  Welches  unter  allen  Vierecken,  die  denselben  (gegebenen  oder  nichtgegebe- 
nen) Umfang  haben,  und  bei  denen  man  zwei  gegenüberliegende  Seiten  nach 
Willkür  wählt,  schliesst  den  grössten  Inhalt  ein? 441 

51.  Welcher  abgekürzte  senkrechte  Kegel  hat  bei  jedem  beliebigen  zwischen  dem 
Halbmesser  der  oberen  und  unteren  Grundfläche  stattfindenden  Verhältnisse 
die  Bigenschaft,  dass  er  unter  allen  denen,  die  denselben  (gegebenen  oder 
nichtgegebenen)  Körperinhalt  einschiiessen ,  von  der  kleinsten  Oberfläche  be- 
gränzt  wird? 44« 

53.  Man  soll  her  einem  abgekürzten  senkrechten  Kegel  die  Halbmesser  der  oberen 
und  unteren  Grundfläche  durch  die  nach  Willkür  zu  nehmende  Höhe  in  der 
Weise  bestimmen,  dass  dieser  Kegel  unter  allen  denen,  deren  Körperinhalt 
dieselbe  (Regebene  od^r  nichlgegebenfe)  Function  der  Höh(i  ist,  von  der  klein- 
sten Oberfläche  begränzt  wird 444 


407 

53.  Man  sucht  für  y  und  z  solche  Pancüoneo  von  x,  dass  das  in  folgender  Glei- 
chong 

Ü3  -  3xy  .  ü  -4-  y3  =  0 

enthaltene  U  ein  Maximam-stand  oder  Minimom-stand  wird,  während  noch 
folgende  Bedingongsgleicbung 

y3  —  3xyz  -h  i^  —  0 

stattfindet.  (Diese  Aufgabe  ist  mit  grosser  Vollständigkeit  durchgeführt  wor- 
den, weil  in  Ihr  sa  mancherlei  Reihenentwickelangen  und  sovieto  Einzelhei- 
ten vorkommen ,  dass  sie  zum  Muster  iür  alle  derartige  Aufgaben  dienen  kann)      445 

54.  Man  sucht  für  y  und  z  solche  Functionen  von  i,  dass  das  in  folgenden  zwei 
gleichzeitig  bestehenden  Gleichungen 

Ü3  -H  y3  4-  z3  =  Uyz ,        und       U^  -+-  üyz  =  x^ 
enthaltene  U  ein  Maximum-stand  oder  Minimum-stand  wird     ....      468 

55.  Man  sucht  für  y  eine  solche  Function,  dass  der  Ausdruck 

ü  =  a«  —  y2  H-  2y  .  y,  —  yj  —  :hy  —  2a  •  y, 
ein  Maximum-Stand  oder  Minimum-stand  wird   .        * 469 

56.  Man  zieht  durch  den  zur  festen  Abscisse  a  gehörigen  Punkt  einer  ebenen 
Curve  und  durch  irgend  einen  andern  festen  Punkt  eine  grade  Linie.  Man 
wählt  ferner  einen  beliebigen  Punkt  der  Curve,  zu  welchem  man  die  Ordinate 
zieht ,  und  von  welchem  aus  man  ein  Perpendikel  auf  jene  grade  Linie  fallt. 
Nun  nimmt  man  die  aus  dem  Quadrate  dieser  Ordinate  und  aus  dem  Qua- 
drate dieses  Perpendikels  zusammengesetzte  Summe 471 

57.  Man  zieht  durch  einen  beliebigen  Punkt  einer  ebenen  Curve  und  durch  ir- 
gend einen  andern  festen  Punkt  eine  grade  Linie;  und  hierauf  fällt  man  vt>n 
den  zwei,  zu  den  festen  Abscissen  a  und  a  gehörigen,  Punkten  der  Curve 
Perpendikel  auf  jene  grade  Linie.  Nun  nimmt  man  das  Product  dieser  beiden 
Perpendikel 473 

58.  Man  nimmt  die  Summe  der  Quadrate  der  in  voriger  Aufgabe  besagten  zwei 
Perpendikel 475 

59.  Man  legt  in  einen  beliebigen  Punkt  einer  räumlichen  Curve  und  in  irgend  zwei 
andere  feste  Punkte  eine  Ebene;  und  hierauffallt  man  von- zwei,  zu  festen 
Abscissen  gehörigen,  Punkten  der  Curve  Perpendikel  auf  jene  Ebene.  Nun 
nimmt  man  das  Product  dieser  beiden  Perpendikel 478 

60.  Man  legt  in  einen  beliebigen  Punkt  einer  Fläche  und  in  irgend  zwei  andere 
feste  Punkte  eine  Ebene;  und  hierauf  fällt  man  von  zwei,  zu  festen  Abscissen 
gehörigen,    Punkten   der  Fläche  Perpendikel  auf  jene  Ebene.    Nun   nimmt 

man  das  Product  dieser  beiden  Perpendikel 479 
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Vera&eichniss  einiger  Dmckfehler 

in  diesem  ersten  Bande. 


-■ii) . ..  Mf ) 


Seile  5,  Zeile  10  slebl — ~-  blatt 

dy  dy 

Seite  66,  anterste  Zeile  steht  £  •  a«  •  v«'  statt  E  •  u*  •  v«'. 


,  ni  _  ni 


Seite  86,  Zeile  2,  am  Ende  steht  -^  statt  —  [Diese  Verbesseruüg  ist  nicht  za  übersehen.) 

Seite  no,  Zeile  23  steht  ^  statt  ^ 

dy  dx 

bh  *4-  CS  bh  -\-  css, 

Seite  114,  Zisile  16  von  unten  steht  «  « r— ^ — -  '  «  «^«W  z  =  -   - — j — ^  •  x 

ck   4-  eg  ck  +  eb 

Seite  122,   Zeile  5  steht  (4^)   statt  (4^M 

\  dx  /o  \  dx  /o 

Seite  122 ,  Zeile  4  von  unten  steht  •  dz  statt  •  6t 

Seite  125 ,   Zeile  2  steht  — ;^  statt  — --^ 

dy  dx 

Seile  132,  Zeile  1  sieht  <p{a)  statt  gxa) 

Seite  136 ,  Zeile  23  steht  y«  ^  =  Ja^y,  H-  ^y^  ^  ,  sollte  heisseo  y^^^  +  ^y^^^  =  F{a.  w)- 

Letztere  Verbesserung  ist  nicht  zu  übersehen. 

Seite  144,  Zeile  13  und  14  sollte  es  nur  heissen:   „bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  x 

und  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des  w.'* 

Seite  145,  Zeile  10  steht  —  ^^y^j,  —  ^Xa,/?»   sollte  heissen:  —  ^'^«^^1,  —  <5'^a,/? 

Seite  165,  Zeile  10  steht  „sei  es  um 'S  sollte  heissen  ,»sei  es  nun^S 
Seite  166,  Zeile  34  steht  „ nichtmutablen *%  sollte  heissen  „mutablen^. 

Seite  204,  Zeile  13  steht«»  »  --■    sollte  heissen  ---t  =  >> 

dx        0  dx         0 

Seile  204,  Zeile  3  von  unten  steht  „Aufgabe  3*S  sollte  heissen  „Aufgabe  4*'. 

Seite  220,  Zeile  4  von  unten  steht  dy«  —  0,  sollte  heissen  dy^  «  0. 

Seite  229,  Zeile  3  von  unten  steht  „Gleichung  l'S  sollte  heissen  „Gleichung  V'^. 

Seite  260,  letzte  Zeile  steht  ^'x^^M».  c,  e)    ^     ^^^^^^  ^^.^^^^  lxd.vO^  c^  ^  ^^ 

dx  •  de  dx  •  de 

Seite  262,  Zeile  2  von  unten  steht  ^'^f^^\^ ^^  .  ^e,  sollte  heissen  ^fih^_il}  .  ^e 

dx  •  de  dx  •  de 

Seite  306,  Zeile  2  steht  ^^,  sollte  heissen  ^^ 

dp.dp  *  dq.dp 

Seite  309,  Zeile  9  steht  (J^)^  sollte  heissen  (^^ 
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Seite  362,  Zeile  2  steht  „  Coordinalion  *S  sollte  heisseo  ,Xoordioaleo  *^ 

Seite  443 ,  Zeile  1 ,  ganz  am  Ende  fehlt    •  dt. 

Seite  443,  Zeile  9,  ganz  am  Ende  fehlt  =  0. 

Seite  444,  Zeile  30  steht  ,,die  Höhe'S  sollte  heissen  ,,der  Höhe". 

Seite  446,  Zeile  20  steht  —  2x,  sollte  heissen  —  3x. 

Seite  447,  Zeile  21  steht  x^  sollte  heissen  z». 

Seite  450,  Zeile  14  von  unten  steht  „Formen 'S  sollte  heissen  „Formen  des  U*'. 

Seite  451,  Zeile  10,  ganz  vorne  fehlt  U  = 

Seite  451 ,  Zeile  20  steht  z ,  sollte  heissen  y. 

Seite  455,  Zeile  17  steht  —  x^,  sollte  heissen  —  \\ 

3  3 

c    I    a:u:     ^    1     ö    .  K.  M3  -  Ifä)  .  K2       .....         1     (3  -  )f3)  .  ^2 

Seite  456,  Zeile  8  steht  s  •  ^ '—= — ,  sollte  heissen  ^  • -i- — 

2  i  ^fs  2         ^  _  |f3 

Seite  458,  Zeile  12  steht  ,»in  Gleichung  32 ^S   sollte  heissen  „in  der  erzeugenden  Glei- 
chung*'.   Diese  aber  ist  nicht  numerirt. 

Seite  458,  Zeile  14  ist  der  neroliche  Fehler. 


